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Vorwort. 


” 


Als ich im Jahre 1886 die ,Lezioni di geometria differenziale“ 
lithographiert erscheinen liess, war es meine Absicht, dieselben nach 
den allmahlich im Lehrgang eingefiihrten Modificationen und Zusitzen, 
welche die Unterrichtspraxis und die neueren Fortschritte der Theorie 
mir raten wiirden, spiiter in den Druck zu geben. Der Nutzen der 
beabsichtigten Arbeit schien mir nicht zweifelhaft, da unter den 
italienischen und auslindischen Verdffentlichungen damals ein Buch 
fehlte, das ausfiihrlich die Anwendungen der Infinitesimalrechnung in 
der Geometrie der Flichen behandelte. 

Heutzutage liegt die Sache ganz anders. Um von anderen kleineren 
Werken zu schweigen, besitzen wir jetzt die ersten drei Binde des 
Lehrbuchs von Darboux: ,,Legons sur la théorie générale des surfaces“, 
das eime vollstiindige Zusammenstellung aller bisher auf dem Gebiete 
der Infinitesimalgeometrie gewonnenen Resultate enthilt. Wenn ich 
trotzdem meine urspriingliche Absicht ausgefiihrt habe, so wurde ich 
dazu durch die Betrachtung gefiihrt, dass Zweck und Plan meiner 
Arbeit wesentlich von denen des hervorragenden franzésischen Mathe- 


_ matikers verschieden sind. Indem ich mich auf die Auseinandersetzung 


AL 


der Grundziige der Theorie und ihrer hauptsiichlichsten Anwendungen 
beschriinke, habe ich vor allem im Sinne gehabt, in einem Bande von 
nicht zu grossem Umfange alles das zusammenzustellen, was den An- 
fangern, die die geometrischen Anwendungen der Infinitesimalrechnung 
griindlich kennen zu lernen wiinschen, nétig ist, um sich die 
alleemeinen Methoden anzueignen und imstande zu sein, Original- 
, abhandlungen selbst zu lesen. Mit Bezug hierauf will ich gleich be- 


m merken, dafs verschiedene Kapitel des Buches, und zwar besonders die 
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Kapitel VUI, XI, XII, XIII, XV und XX beim ersten Studium tiber- 


9 schlagen erin ‘eotiriens 
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IV Vorwort. 


Die Methode, welchen der vorliegende Lehrgang durchweg folgt, 
hat ihren Ursprung in den beriihmten ,,Disquisitiones generales circa 
superficias curvas“ yon Gauss und besteht darin, die Differential- 
geometrie als das Studium einer quadratischen Differentialform oder 
solcher zwei simultanen Formen zu betrachten. 

Deshalb wird man auch nach einem ersten Kapitel, das tiber 
die hauptsichlichsten Eigenschaften der Kurven mit doppelter Kriim- 
mung handelt, ein zweites Kapitel finden, in dem in aller Kiirze 
die Theorie der quadratischen Differentialformen auseinandergesetzt wird. 
Die Algorithmen, die sich aus dieser Theorie herleiten, haben den 
grossen Vorteil, den Formeln ein einfaches und elegantes Aussehen 2u 
geben, das sich leicht dem Gedichtnis emprigt, wahrend sie gestatten, 
den Coordinatenlinien ihre véllige Allgemeinheit zu belassen: sie werden 
durchweg in diesem Buche in Anwendung gebracht werden, wofiir 
dieses Kapitel als Hinleitung dient. 

Das allgemeine Studium der Flichen und zwar sowohl der Higen- 
schaften, die ihren wirklichen Gestalten im Raume innewohnen, als auch 
der bei Biegung der Flache invariablen (Theorie der Abwickelbarkeit) 
wird in den folgenden sieben Kapiteln auseinandergesetzt (II]—IX). 
Es folgen drei Kapitel (X, XI, XII), die von zwei eng mit einander 
verbundenen Theorien handeln: von den doppelt unendlichen Strahlen- 
systemen (Congruenzen) und von den infinitesimalen Verbiegungen der 
Flachen, oder, wenn man will, von dem Entsprechen durch Orthogonalitat 
der Elemente; sie haben schon viele wichtige Ergebnisse fiir die Theorie 
der Flachen geliefert und versprechen auch noch andere zu geben. 
Kapitel XIII ist der Theorie der cyklischen Systeme gewidmét, die 
vollig Ribaucour zu verdanken ist, und die in mehrfacher Beziehung 
zu den beiden vorhergehenden steht. Ich gehe dann tiber zur Behand- 
lung von zwei Specialklassen von Flachen, die an Wichtigkeit die bisher 
behandelten tibertreffen: der Minimalflachen (XIV, XV) und der Flachen 
mit constanter Kriimmung (XVI, XVII). In Kapitel XIV setze ich, 
ausgehend von den Weierstrass’schen Formeln, die in einfachster und 
elegantester Form die Theorie der Minimalflichen mit der der Functionen 
von complexen Veranderlichen verbinden, die allgemeinen Satze, die auf 
diese Flachen Bezug haben, auseinander. Kapitel XV bringt einige 
allgemeine auf das Plateau’sche Problem beziigliche Anweisungen, aber 
austatt mich in diesen Gegenstand tiefer einzulassen, der beim Leser 
die Kenntnis der neueren Theorie der linearen Differentialgleichungen 
voraussetzen wtirde, habe ich es vorgezogen, ausfiihrlich das klassische 
Beispiel der Schwarz’schen Fliche zu behandeln, wo schon einige Kennt- 
nisse der conformen Abbildungen geniigen, um zum Ziel zu gelangen, 


Vorwort. Vv 


Die analytische Fortsetzung der Schwarz’schen Fliche wird hier mit 
elementareren Mitteln behandelt, als die sind, welche Schwarz bei seiner 
Abhandlung anwendet, da nur auf die Grenzlinie, die einen ersten Teil 
der Flache bestimmt, Bezug genommen wird und dann die Higenschaften 
der Bewegungsgruppen benutzt werden. 

Im ersten Kapitel iiber die pseudosphirischen Flichen (XVI) 
wird die Geometrie dieser Flichen behandelt, ein Abriss der nicht- 
euklidischen Geometrie gegeben mit Hilfe derjenigen conformen Ab- 
bildung auf die Halbebene, die durch die modernen Untersuchungen 
tiber die Theorie der linearen Substitutionsgruppen und der auto- 
morphen Functionen so grosse Wichtigkeit gewonnen hat (Klein- 
Poincaré). Das folgende Kapitel (XVII) ist den Transformations- 
methoden der pseudosphirischen Flichen gewidmet, besonders der 
Backlund’schen Transformation. Der neue Satz iiber die Vertausch- 
barkeit zweier solcher Transformationen mit seinen Folgerungen giebt 
der allmahlichen Anwendung der Methode den héchsten Grad der Hin- 
fachheit und hebt die Wichtigkeit der Backlund’schen Transformation 
noch héher empor, die von verschiedenen Mathematikern mir noch 
nicht geniigend anerkannt scheint. 

Das Buch schliesst mit drei Kapiteln tiber die krummlinigen 
Coordinaten im Raume und ihren dreifachen Systemen orthogonaler 
Flaichen. Im ersten (XVIII) werden die allgemeinen Siitze behandelt, 
die sich auf diese Systeme beziehen, bis zur Aufstellung der wichtigen 
Transformation von Combescure-Darboux. Im XIX. Kapitel beschaftige 
ich mich nochmals mit den cyklischen Systemen Ribaucours, und mit 
Anwendung der Combescure’schen Transformation leite ich daraus nur 
mit Quadraturen die allgemeineren dreifach orthogonalen Systeme mit 
einer Reihe von Linien ebener Kriimmung ab. Im weiteren Verlauf 
handelt das Kapitel von den elliptischen Coordinaten mit Anwendung 
auf das Studium der geodiatischen Linien auf dem Hllipsoid. Das letzte 
Kapitel ist schliesslich eine Zusammenfassung meiner Abhandlungen 
iiber diejenigen dreifach orthogonalen Systeme, welche eine Reihe von 
Flaichen mit constanter Kriimmung enthalten. 

Zam Schlusse muss ich noch anfiihren, dass ich mich fiir die 
Citate im Texte auf die wichtigsten beschrinkt habe, besonders gilt 
dies fiir die Stellen des Werkes von Darboux, aus denen ich manchmal 
geschopft habe. 

Um die Kargheit der Citate zu verringern, habe ich am Ende des 
Buches ein Verzeichnis der hauptsichlichsten zu Rate gezogenen Werke 


angefiigt. 


Vorwort zur deutschen Ausgabe. 


Ausser durch kleinere, wihrend des Druckes als zweckmissig 
erkannte Anderungen des Textes unterscheidet sich diese deutsche Aus- 
gabe meiner,,Lezioni di geometria differenziale“ von der Original- 
ausgabe noch durch Hinzufiigung der beiden letzten Kapitel XXI 
und XXII, die in aller Ktirze die Hauptformeln der n-dimensionalen 
Differentialgeometrie, mit besonderer Riicksicht auf Raume constanter 
(Riemann’scher) Kriimmung, behandeln. Die vorliegende Fassung dieser 
neu hinzugekommenen Theorien stammt aus Universitatsvorlesungen 
des Jahres 1894/95. Der Verfasser hat sich dabei bemtiht, aus der 
reichen Litteratur das zur ersten Orientierung Wesentliche herauszu- 
nehmen und mit den vorhergehenden Teilen des Buches zu einem ein- 
heitlichen Ganzen zu vereinigen. 

Als besonders vom Verfasser herrtihrend sei es gestattet, den 
neuen Beweis (§§ 321 und 322) fiir die Abwickelbarkeit zweier Raume 
mit derselben constanten .Kriimmung hervorzuheben sowie die Art und 
Weise, wie im § 331 die verallgemeinerten Formeln von Gauss und 
Codazzi im beliebig gekriimmten Raume von » Dimensionen aus den 
Christoffel’schen Grundformeln fiir Aquivalenz quadratischer Differential- 
formen abgeleitet wurden. 

Endlich méchte ich den Leser auf die ganz neue Transformations- 
theorie fiir die Flichen constanter positiver Kriimmung aufmerksam 
machen, tiber die im Anhang zum XVII. Kapitel (8. 641) kurz 
berichtet wird. Den letzten Untersuchungen, die Herr Quichard iiber 
Deformationen der Rotationsflichen zweiter Ordnung aufgestellt hat, 
kommt hauptsiichlich das Verdienst zu, den neuen wesentlichen Fort- 


schritt in der Theorie der Flichen constanter Kritimmung erméglicht 
zu haben. 
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Kapitel I. 


Curven doppelter Kriimmung. 


Tangente und Normalenebene. — Erste Kriimmung oder Flexion. — Haupt- 

normale und Binormale. — Zweite Kriimmung oder Torsion. — Formeln von 

Frenet. — Die natiirlichen Gleichungen einer Curve. — Cylindrische Schrauben- 

linien, — Abwickelbare Fliichen. — Polardeveloppable einer Curve. — Schmiegungs- 

kugel, — Evoluten und Evolventen. — Orthogonale Trajectorien eines o0'-Kbenen- 
systems. — Bertrand’sche Curven. 


§ 1. Tangente und Normalenebene. 


Um eine Curve C analytisch zu definieren, beziehen wir sie auf 
ein orthogonales Cartesisches Axensystem OX, OY, OZ und driicken die 
Coordinaten xz, y, 2 eines beweglichen Punktes der Curve als Funce- 
tionen eines Parameters w aus: 


e= au), y= yu), 2= eu). 

Beziiglich der Funcetionen x(w), y(w), z(w) bemerken wir ein 
fiir alle Mal, dass sie samt ihren ersten, zweiten und dritten 
Differentialquotienten als endlich und stetig vorausgesetzt 
werden, ausgenommen hédchstens in einzelnen besonderen 
Punkten. 

Jedem speciellen Wert wu, des Parameters w innerhalb des Inter- 
valls, in dem die Functionen x(w), y(u), 2(u) definiert sind, entspricht 
eine specielle Lage M, des erzeugenden Punktes M. Wenn sich w 
stetig andert, so bewegt sich der Punkt M nach einem stetigen Ge- 
setz im Raume und beschreibt so die Curve C. Wir wollen nun immer 
annehmen, dass die Richtung, in der sich der erzeugende Punkt J 
bewegt, wenn der Parameter « wiichst, als die positive, die ent- 
gegengesetzte als die negative Richtung der Curve C gerechnet 
werden soll. 

In den meisten Fillen wihlen wir als Parameter oder Hilfsver- 
inderliche « den von einem festen (Anfangs-) Punkt der Curve C ge- 


Bianchi, Differentialgeometrie, 1 
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rechneten Bogen s derselben. In jedem Falle haben wir zur Bestim- 
mung von s als Function von w die bekannte Gleichung: 


as» da\? ea) ae 
du =) (%) at du a du 


Hierbei miissen wir bei der Festsetzung, dass s mit wachsendem w ge- 
rechnet wird, fiir die Wurzel das positive Zeichen wahlen. 

In einem Punkte M der Curve C betrachten wir die Tangente 
und wihlen ihre positive Richtung iibereinstimmend mit derjenigen 
der Curve. Bezeichnen wir dann, wie wir es in nachstehendem stets 
thun werden, mit 


cosa, cos fp, cosy 


die Cosinus der Winkel der positiven Tangentenrichtung, so haben 
wir die Gleichungen: ; 


dx dy 
du du 
COS & = ae a ae =? cos B = ao ae aa 
CB ie oe ) ( =) 
Vie) gic (“”) iG (52) ne t (52 du 
dz 
du 
Pg a dx\? dy\? dz\? 
VG) t (5) a (5) 
oder: 
dx dy dz 
(1) COS & = cos B = Fie ae 


In diesen Gleichungen (1) ist es gleichgiltig, ob wir die rechten 
Seiten als Quotienten von Differentialen oder als partielle Ableitungen 
nach dem Bogen betrachten. 

Die in M auf der Tangente senkrecht stehende Ebene _heisst 
Normalenebene der Curve; sie hat die Gleichung: 


(X — x) cos a + (Y — y) cos B + (Z — 2) cos y = 0, 


wo X, Y, Z die laufenden Punktcoordinaten sind. 


§ 2. Die erste Kriimmung oder Flexion. 


Aus der mehr oder weniger schnellen Abweichung, die der Punkt 
beim Beschreiben der Curve von der geradlinigen Richtung erfihrt, 
schliessen wir auf die gréssere oder geringere Kriimmung der Curve 
selbst. Um fiir diesen Begriff eine genaue Fassung zu erhalten und 
ihn der Messung unterwerfen zu kénnen, betrachten wir zwei benach- 
barte Punkte der Curve, M und M,. Dividieren wir dann den sehr 
kleinen Winkel 4e, den die Richtungen der beiden Tangenten in M 
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und M, mit einander bilden, durch die Liinge des Bogens MM,, so 


convergiert der Quotient 
dé 


Bogen M M,’ 


wenn sich M, dem Punkte M unendlich nihert, gegen einen bestimmten 
und endlichen Grenzwert, der als Mass der ersten Kri iimmung, Bie- 
eung oder Flexion der Curve in WM betrachtet wird. Wir ata hie 


diesen Grenzwert mit S, und sein reciproker Wert 0 heisst, als Strecke 


gedeutet, Radius der ersten Kriimmung. 

Um die Existenz dieses Grenzwertes nachzuweisen und gleichzeitig 
den Ausdruck fiir ihn zu finden, stellen wir foleende Ueberlegung an: 
Um den Coordinatenanfangspunkt und mit dem Radius Kins beschreiben 
wir eine Kugel und schneiden durch sie die Strahlen, die parallel den 
positiven Richtungen der aufeinanderfolgenden Curventangenten ge- 
zogen werden. Der Ort der Kndpunkte dieser Strahlen heisst die 
sphirische Indicatrix C’ der Tangenten; jeder Lage des erzeugenden 
Punktes M(a, y, 2) auf der Curve C entspricht ein Punkt M’(2’, y’, 2’) 
auf der sphirischen Indicatrix C’, und es ist offenbar 


(2) Ce=—= Clad, ei =— COSi, 12° == COS: 


Betrachten wir nun einen Punkt M, der Curve C, der M be- 
nachbart ist, so wird der Winkel 4e gerade durch den Bogen des 
gréssten Kreises gemessen, der auf der Bildkugel die Bildpunkte lM’ 
und M,’ verbindet. Bei der Berechnung des Grenzwertes 


dé 
ds 


—= | 
As=0 
kénnen wir statt de den entsprechenden Bogen der Indicatrix setzen, 
denn convergiert Ze gegen Null, so nihert sich das Verhiltnis dieses 
Bogens zu 4e der Kinheit. Bezeichnen wir mit ds’ das Bogenelement 
der sphirischen Indicatrix, so haben wir also ohne weiteres 


1 __ ds 


ers &s 


oder nach (2) 
ee On) ee) 


Wird s als unabhiangige Variable genommen, so kann diese Hormel 
nach (1) auch so geschrieben werden: 


mn =) (“ y (e4) 
(3*) = /( (Fa) + (a4) & ds?] — 
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Da der ersten Kriimmung nur ein absoluter Wert zu- 
kommt, so denken wir uns in diesen Gleichungen stets den positiven 
Wert der Wurzel gewihlt. 

Wir bemerken sofort, dass eine Curve C eine Strecke lang 
nicht die Flexion Null haben kann, ohne lings dieser Strecke gerad- 
linig zu sein, denn nach den Gleichungen: 


d COs @ dcosp 0 d cosy 0 


—e a (| 


Get uae oaks 


die dann bestiinden, wiirden cos a, cos B, cos y constant sein und 
also die Gleichungen gelten: 


z—=scosa+ta, y=scosB+b, 2—scosy + (a, b, c= Const), 


die eine Gerade definieren. 


§ 3. Die Schmiegungsebene. 


Unter allen Ebenen, die durch den Punkt M der Curve C gehen, 
befindet sich eine, die sich in der Umgebung von M weniger als jede 
andere yon der Curve entfernt und die Schmiegungsebene (oscu- 
lierende Ebene) der Curve in M heisst. Wir schreiben nun die 
Gleichung einer beliebigen durch den Punkt M(x, y, 2) gelegten Ebene 
in der Form: 

(4) (X — %) cos @ -- (Y= y) cos b == (Zz) cos €== 0, 

wo cos a, cos b, cos ¢ die Richtungscosinus der Normale bedeuten, 
wihlen den Bogen s der Curve als Parameter und betrachten einen 
M benachbarten Punkt M’, der dem Werte s+ h des Bogens ent- 
spricht, wo # unendlich klein (von der ersten Ordnung) ist. Sind 42, 
Ay, Az die beziiglichen Zunahmen von 2, y, 2 beim Uebergange von 


s mu s-+h, so haben wir fiir die Entfernung d des Punktes M’ von 
der Ebene (4) die Gleichung: 


d= 4x cosa+ Ay cosb + Az cose. 


Nun ist 
wet dx ] d*x h? S 
v So tent ne aeons 
Be any d?y h® 
© dees Clans Ase, 


p= Cop Hee 2 5 
ds or ad D) =f &3 
wo &, &, € wnendhch klein von der dritten Ordnung sind, und also 


: Lo da dz 
if = (c Ss i ¢ 2 a g = se ¢ g zy f) 
( COS M7 + cos b de + cos € a h 


aa da 122 
+ (cos Oe re + cos b ca + cos ¢ 1 
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wo 7 unendlich klein von der dritten Ordnung ist. Die Ebene, welche 


durch die Bedingungen: 


d 


ee p24 peice 
COS ba , COS OF” + cose = 0, 


‘ 
8 
ara dy d* Zz 
Cos a => cos b ——= sc—=0 
ds? ae ds? “Pr 608 ds? 


bestimmt ist, von denen die erste besagt, dass die fragliche Ebene 
durch die Tangente geht, ist also diejenige, welche in der Umgebung 
von M weniger als die iibrigen von der Curve abweicht. Somit haben 
wir die Existenz der Schmiegungsebene nachgewiesen, deren Gleichung 
wir nach dem Vorstehenden in Determinantenform wie folgt schreiben 


konnen*): 
X—x Y—y Zz 


da dy dz 

(5) ds ee Ld s 0 
ax d’y dz 
ds* ds® ds? 


Ein Ausnahmefall tritt ein, wenn fiir den betrachteten Punkt M 
die drei Unterdeterminanten der Matrix 


Wee aetinetee nN 
| ds ds ds 
| a?x d°y ad7z 
|| ds? ds? ds? | 


gleichzeitig Null sind; dann ist die Schmiegungsebene in M unbestimmt. 
Nun wird dies fiir gewisse einzelne (singulire) Punkte wohl stattfinden 
kénnen; sollte dies jedoch lings einer ganzen Strecke der Fall sein, 
so ware die Curve lings dieser Strecke geradlinig. Und in der That, 
beriicksichtigen wir die Identitiéten: 


ah (ah + ma, 


dad’x , dydty dz d?z 


ds a8 + ds dst + ds as 
so sehen wir, dass die Summe der Quadrate der Unterdeterminanten in der 


*) Hs ist klar, dass, wenn die unabhiingige Variable w beliebig ware, die 
Gleichung der Schmiegungsebene die analoge Form: 


DE ee Wi) NE A 


| ae dy ae 

| du du du b= 
ate ay ate | 

| dw? du? du? | 


haben wiirde. 
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obigen Matrix wegen (3) gleich dem Quadrat der ersten Kriimmung ist. 
Wir wollen auch auf andere Definitionen fiir die Schmiegungsebene 
hinweisen, die immer auf die Gleichung (5) fiihren. Wenn durch die . 
Tangente in M und durch einen Curvenpunkt M’, der M benachbart 
ist, eine Ebene gelegt wird, so niahert sich diese, wenn M” gegen M 
convergiert, der Schmiegungsebene als Grenzebene. Ebenso nahert sich 
die Ebene durch MZ und zwei andere benachbarte Curvenpunkte M’ 
und M” in der Grenze der Schmiegungsebene in M, wenn wir M’ und 
M’ gleichzeitig nach M riicken lassen (so dass die Differenzen zwischen 
den Coordinaten von M’ und M” nicht von héherer Ordnung unend- 
lich klein werden wie die entsprechenden Differenzen gegen M). Wegen 
dieser letzten Higenschaft sagt man auch kurz, dass die Schmiegungs- 
ebene in M die durch M und zwei aufeinanderfolgende Curvenpunkte 
M’ wind M” gelegte Ebene ist. 


§ 4. Hauptnormale und Binormale. 


Die Schmiegungs- und die Normalenebene in MZ schneiden sich in 
einer Geraden, die in M auf der Curve senkrecht steht und den Namen 
Hauptnormale der Curve in M&M fihrt; es ist diejenige Normale der 
Curve, welche in der Schmiegungsebene liegt. Binormale dagegen 
heisst die Senkrechte in M auf der Schmiegungsebene. 

Es muss nun in geeigneter Weise festgesetzt werden, welche Rich- 
tung der Haupt- und der Binormale wir im Folgenden als positiv an- 
nehmen wollen, und wir schicken zu diesem Zwecke die nachstehenden 
Bemerkungen voraus. 

Wir betrachten die Ebene durch Tangente und Binormale, deren 
Gleichung lautet: 


ax d*4 12 
(6) (X—2) a+ (Y¥—y 55+ 2-2) =0. 
Diese Gleichung stellt némlich wegen der Identitat: 


da dx dy d*y dz dz 


ds ds? + ds dst + ae 


ds ds* 


und wegen der Gleichung (5) der Schmiegungsebene gerade die Ebene 
dar, welche durch die Tangente senkrecht zur Schmiegungsebene 
gelegt ist. 

Wir berechnen nun die Entfernung 0 eines M dicht benachbarten 
Curvenpunktes M’ yon der Ebene (6). Bezeichnen wir mit f den 
(unendlich kleinen) Zuwachs des Bogens s beim Uebergange von M 


fe : ; 
zu M und mit Ax, dy, dz die Zunahmen der Coordinaten, so 
haben wir 


§ 4. Hanptnormale und Binormale. ql 


d*x d?y d?z 
4 i 
‘i ds? ee ds? ea 3? 


d®x\2 a) (are 
VGa) + G+ 
oder wegen der Gleichungen (a) des vorigen Paragraphen 


h? 
US ree 


wo € in Bezug auf h unendlich klein von der dritten Ordnung ist. 
Aus dieser Gleichung folgt, dass das Zeichen von 6 von demjenigen von 
h unabhingig ist), dass also die Curve in der Umgebung eines jeden 
ihrer Punkte ganz auf der einen Seite der Ebene durch Tan- 
gente und Binormale liegt. Als die positive Seite dieser Ebene 
bezeichnen wir diejenige, welche in der Umgebung von M der Curve zu- 
gewandt ist; als positive Richtung der Hauptnormale, welche eben die 
Senkrechte auf dieser Ebene ist, wird folglich diejenige festgesetzt, 
nach welcher die positive Seite der Ebene selbst liegt. Bezeichnen 
wir also, wie es des weiteren stets geschehen soll, mit 


cos §&, cosy, cos & 


die Cosinus der positiven Richtung der Hauptnormale, so haben wir 
nach dem Vorstehenden 

1? a? 1?z 
(7) cose 5, COL = 0 5; cos § = 9 55 - 

Endlich wollen wir unter positiver Richtung der Binormale die- 
jenige verstehen, die in Bezug auf die bereits bestimmten positiven 
Richtungen der Tangente und Hauptnormale ebenso gelegen ist wie 
die positive Richtung der z-Axe zu derjenigen der x- und der y-Axe. 
Fiihren wir fiir die Richtungscosinus der Binormale die Bezeichnungen 


cosa, cosSw, cosy 


ein, so haben wir nach bekannten Formeln der analytischen Geometrie**) 


cos A = cos f cos § — cos y cos 9, cos u = cos y cos § — cos a cos €, 


COs v = cos a cos 4 — cos f cos & 


*) Ausser in den singularen Punkten, fiir welche = 0 ist. 
**) Man erinnere sich, dass die Determinante 
cosa@ cosB cosy 
cosé cosy cosé};=+1 
cos’ cos m COs » | 
und jedes ihrer Elemente gleich der zugehérigen Unterdeterminante ist. 
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oder: : : 
PRO | ee pees 

g ee | Tas: dso pate | as- ids aan es | Oe GS | 

(8).cos 4 = 9 | d?y dz c Pa az da’ di oF aa dy | 
| ds? ds | | ds? ds® | | ds? ds® | 


Das durch die positiven Richtungen der Tangente, der Haupt- und 
der Binormale bestimmte rechtwinklige Trieder soll der Kiirze wegen 
das Haupttrieder der Curve in M genannt werden. 


§ 5. Die zweite Kriimmung oder Torsion. 


Wenn die Curve C eben ist, so fallt thre Schmiegungsebene in 
jedem Punkte mit der Curvenebene zusammen. Bei einer Raumcurve 
dagegen iindert sie sich bei Aenderung des Osculationspunktes M, und 
die Schnelligkeit ihrer Abweichung, d. h. die Schnelligkeit, mit der 
sich die Curve von ein und derselben Ebene entfernt, wird durch die 
zweite Kriimmung oder Torsion der Curve gemessen. 

Um auch diesen Begriff hier genau zu fassen, betrachten wir zwei 
dicht benachbarte Punkte der Curve, M und M,; ihre beiden Schmie- 
gungsebenen bilden einen sehr klemen Winkel 46 mit einander, und 


der Quotient 
46 AG 
Bogen MM, As 


convergiert, wenn M, nach M riickt, gegen einen bestimmten und 
endlichen Grenzwert, welcher als Mass der Torsion der Curve ge- 


: : ahi all : 
nommen und, mit passendem Vorzeichen versehen, mit “p bezeichnet 


werden soll. Sein reciproker Wert 7 heisst Torsionsradius. 


Um den Wert fiir “p wu finden, beachten wir zunichst, dass der 


Winkel der beiden Schmiegungsebenen, do, durch den Winkel der 
beiden aufeinanderfolgenden Binormalen in M und M, gemessen wird. 
Construieren wir also ganz analog wie in § 2 die sphiarische Indi- 
catrix der Binormalen, deren erzeugender Punkt die Coordinaten 
“== cosa, Y,=cosp, 2, = cosy 
hat, und bezeichnen wir mit ds, ihr Bogenelement 
ds, = Vint ae 


so haben wir offenbar 


ds, 


ds? 


1 — 
a= 
d. h. : 


QO gt VG Gays Ge) 


ds 
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Das Vorzeichen der Torsion wird im niachsten Paragraphen passend 
bestimmt werden; fiir jetzt bemerken wir, dass die einzigen Curven 
mit der Torsion Null die ebenen Curven sind. In der That folgt aus 
1 : : 
“7 = 9 wegen (9), dass cos 4, cos w, cos y constant sind; nehmen wir 


der Hinfachheit halber dic feste Richtung der Binormale zur z-Axe 
so haben wir cos y = 0 und also 


7) 


2 = const., 


d. h. die Curve liegt in einer zur wy-Ebene parallelen Ebene. 


§ 6. Formeln von Frenet. 


Wir gehen nun zur Ableitung der sehr wichtigen Formeln iiber, 
welche die Differentialquotienten der neun Cosinus der drei Haupt- 
richtungen durch die Cosinus selbst und durch die Radien der ersten 
und zweiten Kriimmung, g und 7) ausdriicken. 

Drei von diesen Formeln folgen unmittelbar aus den Gleichungen 


(7) des § 4 (8. 7), welche ergeben: 


d cos « cos & d cos B cos 4 d cos y cos € 
(a) CT Sal od Geer Toro? ds om, 
Differenzieren wir nun die Identitat: 
cos @ cos A -++ cos Bf cos w -++ cos py cos v = 0 
unter Beriicksichtigung der friiheren Gleichungen nach s, so erhalten wir: 


d GOs w d cos v 


d cos a 
(b) DOR Miner it COSD a= te COSY! ae 05 
die andere Identitat : 


cos? A + cos? wu + cos? vy = 1 


giebt nach s differenziert: 


d cos A d COs w Gnd, Cosa N = 
(c) ied OOS aT Cos yO, 


und durch Combination von (b) und (ce) folgt: 


| 1 q 
dcosi dcosw.dcosv cos B cosy |_| cos 7 Cos @ | | cos « cos £ | 
z pens = = | aa . | | 
ds ds ds -coswcosy | | cosy cos A | | cos A cos w ” 
d. h. 


dcosi dcosw ,d cos v 


= cos &: cos 7: cos C. 
USGS ys Oa.S os £ 7 g 


Daraus folgt: 


(A) 
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| i d a d cos 2 d cos v\2 
dons} + cost (2524) + Cy + EGP): 


ds iia 
| cos ad a‘: 1 cos w\? d cos v\? 
fore — + cos V(“92*) + Ce) + EGS) 
d cos » d cos ay, a6) COs a5 ee a) 
Ba =r cos cV/( ds ds =z ds ? 


und setzen wir nun fest, dass das Vorzeichen der Wurzel, das in (9) 
unbestimmt gelassen wurde, ebenso wie in diesen drei Gleichungen 
gewahlt wird, so haben wir: 


(a dcosi cos & dcosm __ Cos 7 dcosy cos ¢_ 
=) Cee Ti aaa ae ds T 


Es wird hiermit der Torsion nicht allein ein absoluter Wert, son- 
dern auch ein bestimmtes Vorzeichen erteilt, und es ertibrigt nur noch 
zu untersuchen — was wir sofort thun werden — welche geometrische 
Bedeutung das positive oder negative Vorzeichen der Torsion hat. 

Wir vervollstaindigen die Formeln (a) und (a’) durch diejenigen ftir 


dcos§ dcosyn d cos g. 
GUS ¢ C.Smen ds 


Zu diesem Zwecke beachten wir, dass 
cos § = cos y cos uw — cos B cos v 


ist, und wenn wir nach s differenzieren und (a) und (a’) _beriick- 
sichtigen, erhalten wir: 


d cos & 1 1 
oa (cos § cos w — cos y cos v) + 7 (cos y cos 7 — cos f cos €) 
5. COR a. CORD 
aa 7 


und analoges fiir die beiden anderen Differentialquotienten. 
Stellen wir also die erhaltenen Formeln zusammen, so haben wir 


folgendes System: ; 
dcosw cos & deosB cosy dceosy _—s- cos & 
ds 0 sant Cee 0 pe rs Q 
deos§ cosa cosh dcosn _ cosB -cosu dcos ign cosy cos v 
) ds e mee Use Oe ee Roa 
[eon CONS cos cos y d cos v cos ¢ 
ds ie ee Sioa T ds = T 


Dieses sind die Formeln von Frenet, die fiir gewohnlich unter 
dem Namen der Serret’schen bekannt sind. 


§ 7. Das Vorzeichen der Torsion. et 


§ 7. Das Vorzeichen der Torsion. 


Wir untersuchen nun, welche geometrische Bedeutung das positive 
oder negative Vorzeichen der Torsion hat. Hierzu betrachten wir in 
einem beliebigen Curvenpunkte M(x, y, 2) die Schmiegungsebene: 


(X ~— x) cosd + (Y¥Y— y) cosu + (Z 
und berechnen die Entfernung der M benachbarten Curvenpunkte M’ 
von dieser Ebene. Hat nun der Punkt M’ die Coordinaten 


e+ dz, yt+dy, «+42 
und entspricht er dem Werte s + h, so haben wir: 


dx Ome Abe aioe Ve 


2) cos vy = 0 


Ae ash ast xT as8 6 1 
2 ay d*y h? déy h® 

Org ee age gk 
dz OPI Mee dz he 

ie ety Re laalnr Tiara re eign D 


wobel é,, &, é, in Bezug auf f von hoherer als der dritten Ordnung 
unendlich klein sind. Fiir die gesuchte Entfernung, die wir positiv 
oder negativ rechnen, je nachdem die positive oder die negative Seite 
der Schmiegungsebene dem Punkte M’ zugewandt ist, haben wir: 


0 = Ax cosa -+ Aycosu-+ 4z cos v, 


und wenn wir fiir 4z, ty, 42 die obigen Werte einsetzen und dabei 
beachten, dass nach den Formeln von Frenet 


dx d? x cos§& da _ 1 ee a cos A cos § de 
Pee gst See dghs 8-9 Q ae af a 0 a 
ist, so folgt 
h3 
6 = — Gor Sictilit 


wo o mit f unendlich klein ist. Nehmen wir an, dass die beiden 


Kriimmungen 7 und a in M nicht gleich Null sind (das Gegenteil 


kann nur in singuliren Punkten stattfinden), so sehen wir, dass sich 
das Vorzeichen von 6 mit demjenigen von h indert, d. h.: die Curve 
durchsetzt in M die Schmiegungsebene, und zwar geht, falls 


it : p ane : 
py > 9, der erzeugende Punkt, wenn er sich in positiver Richtung 


auf der Curve bewegt, von der positiven nach der negativen Seite, 

1 
oder umgekehrt, wenn ~, 
iiber. Um dieses Resultat noch genauer zu fassen, denken wir uns in 


<0, von der negativen nach der positiven 


\ 
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M auf der einen oder der anderen Seite der Schmiegungsebene eimen 
Beschauer stehen und nach der positiven Richtung der Hauptnormale 
gewandt. Die Curve geht fiir den Beschauer aufsteigend durch 
entweder von links nach rechts oder von rechts nach links hindurch: 
im ersten Falle heisst sie in M rechts, im zweiten links gewunden. 
Und nehmen wir nun, um die Ideen zu fixieren, an, dass auf der po- 
sitiven Seite der vy-Ebene die positive Richtung von OX rechts von 
derjenigen von OY liegt, so haben wir das Resultat: Die aus den 
Frenet’schen Formeln berechnete Torsion ergiebt sich als 
positiv oder negativ, je nachdem die Curve in dem betreffen- 
den Punkte links oder rechts gewunden ist*). 


§ 8 Die natiirlichen Gleichungen einer Curve. 


Die Frenet’schen Formeln kénnen wir sofort zum Beweise des 
wichtigen Satzes anwenden: Hine Raumcurve C ist ihrer Gestalt 
nach durch die Werte der Radien der ersten und zweiten 
Kriimmung, 9 und 7, ausgedriickt als Functionen des Bogens s, 
vollkommen bestimmt. 

Mit anderen Worten heisst dieses, dass zwei Curven C, C’ von gleicher 
Bogenliinge, Flexion und Torsion zur Deckung gebracht werden kénnen. 
Bezeichnen wir die auf C’ beziiglichen Gréssen durch Accente, so haben 
wir nach der Annahme unmittelbar: 

» Oo =o, P=. 

Nun verschieben wir die Curve C’ im Raume so, dass einer ihrer 
Punkte, beispielsweise der Anfangspunkt der Bogen, s == 0, mit dem 
entsprechenden Punkte von C und gleichzeitig ihr Haupttrieder mit 
demjenigen von C in demselben Punkte s =O zusammenfillt. Wir 
haben folglich: 


cos &@ == cosa, cos B’= cos Bp, cos py’ = cos y 


, 
$ = Ss 


cos & == cos &, cos #” == cos 7, cos 6” == cos "| fir’ $= 0} 


, , 
cos A°=cosd, cosu’==cosm, cosy = cosy 


Setzen wir die drei Frenet’schen Formeln der ersten Vertical- 
reihe des Systems (A) in § 6 (S. 10) sowohl fiir die Curve C als 
fiir C’ an: 


*) Wir sehen demnach, dass das Vorzeichén der Torsion unabhiingig davon 
sie . 5 >" - = - ej)? os 2 . c S 
ist, welche Richtung der Curve als positiv gewiillt wird, wie z. B.-.auch aus 
der Formel RON hellt ich bei 
" GosE ds” =p Sthellt, wo sich bei Aenderung der positiven 
Richtung von s das Zeichen von cos 4 andert, cos — dagegen ungeandert bleibt. 


§ 8. Die natiirlichen Gleichungen einer Curve. 
d cos 4 cos & 
af ey 


dcos@ cos& d cos & COS a cos 2 
eee. OF a? ds reg ES eRe cee 
ACOs oc’ cos &’ d cos &’ COs of cosh’ dcosi’ cos &’ 

? SS ae 0 aR r= tis H Rate 


ds Q 
multiplicieren wir die drei ersten beziechungsweise mit cos a’, cos &’, 


cos 4’, die drei Zweiten beziehungsweise mit cos «, cos &, cos A, und 
addieren wir, so wird die rechte Seite identisch gleich Null, woraus folet: 


7 
=: (cos a cos.c’ + cos & cos &’ + cos 4 cos 4’) = 0, 


d. h. 
cos a cos «’ + cos § cos &’ + cos A cos A’ = Const 
Urspriinglich ist aber fiir s == 0 der Wert der linken Seite gleich 


der Hinheit, also ist fiir jeden Wert von s 
cos a cos a’ + cos & cos &’ + cos A cos A’ = 1 


Mittels der Identititen: 
cos” w -+- cos? — + cos” A 
; cos? a’ -+- cos? &’+ cos? A’ = 1 
folet hiernach: 
(cos &” — cos a)? + (cos &’ — eos &)? + (cos 4’ — cos 4)? = 0, 


COser== Osc, 


d. h. 
cos a’ = cos a, cos A’ = cos A. 


In Shnlicher Weise erhalten wir: 
GOS: j= COS 


cos 8’ = cos B, .cos 4’ = cos 7, 
cos == cos y, cos if Wee GOs S COS »’ == GOS Vv, 
also: 
fee ye eG, Ae 6 
? ds ? ds 


Die Differenzen 2’ — x, y’— y, 2°’—z sind demnach constant, 
und da sie anfanglich gleich Null sind, sind sie es tiberhaupt, wodurch 


unser Satz bewiesen ist. 


Die Gleichungen: 
e= os), T= Ts) 


kénnen somit zweckmissig die natiirlichen Gleichungen der Curve 
genannt werden, da sie die Gestalt derselben ohne Riicksicht auf ihre 


' besondere Lage im Raume bestimmen. 
§ 9. Integration der natiirlichen Curvengleichungen. 

Auf Grund der Siitze, welche die Hxistenz der Integrale der 

Differentialgleichungen beweisen, sehen wir nun unschwer, dass, wenn 


die natiirlichen Gleichungen einer Curve: 
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o=o(s), T= Ts) 

willktirlich gegeben sind, die entsprechende Curve in der 
That existiert. 

Wir bezeichnen mit J, m, ~ drei unbekannte Functionen von s 
und setzen das System der drei homogenen linearen Gleichungen: 
(1 0) dl _ m dm Se l n dn mn 

ds o’ ds ) GE? GIS oh 

, von denen eben, wenn die Curve wirklich existiert, nach den 
Frenet’schen Formeln 


an 


(cos a, cos &, cos A), (cos B, cosy, cosm), (cos y, cos §, cos v) 


drei Lésungssysteme sein werden. Aus der Theorie der Differential- 
gleichungen wissen wir, dass, wenn die Anfangswerte der unbekannten 
Functionen 1, m, n, z. B. fiir sO, willkiirlich gegeben sind, ein 
Lésunessystem (1, m, m) der Gleichungen (10) existiert, das fiir s = 0 
in das gegebene Anfangssystem (ly, 17%, %) tibergeht. Wir beachten 
ferner, dass, wenn (/, m,) und (l’, m’, n’) zwei verschiedene oder iiber- 
einstimmende Lésungssysteme von (10) sind, aus den Differential- 
gleichungen selbst 


l , , y 
2 (ll + mm’ + nn’) = 0 


und also 
ll’ + mm’ + nn’ = Const. 
folet. 
Nun wahlen wir neun Constanten 
y wr 
aed ip 
, aA 
My) My - My 
, tr 


My MM MH , 


welche die Coefficienten emer orthogonalen Substitution sind, und be- 
zeichnen mit 


, fA , wr ZA ur 
(i,m,2), (U, m,n’), (l,m, n 
drei Liésungssysteme von (10), die fiir s = 0 beztiglich in 


(lo, mM, Ny) (ly, Mg » N ), os mM, , Ny) 


tibergehen. 


Aus der obigen Ueberlegung ergiebt sich, dass fiir alle Werte 
von § 


a ial 9) ie. 
mmm 
nn nn’ 


die Coefficienten- einer orthogonalen Substitution sind, insbesondere ist 


pele PR ag eee 
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lds, y =fi'as, Z =fi'as 


und deuten wir «, y, 2 als Coordinaten eines beweglichen Raumpunktes 
M, so hat die Ortscurve fiir M offenbar s zum Bogen und J, I, I’ zu 
Richtungscosinus der Tangente. Beriicksichtigen wir ferner die Differen- 
. . / / ‘4 ut ut at oe 

tialgleichungen (10), denen (J, m, 1), (U’, m’,n’), (l”, m,n”) geniigen, 
sowie die Frenet’schen Formeln, so sehen wir sofort, dass Flexions- 


Setzen wir nun 


und Torsionsradius genau die angegebenen Werte haben. 

Schliesslich zeigen wir mit Darboux, wie die Integration des 
Systems (10) auf diejenige einer Daneronnalsienitne vom Riccati’schen 
Typus zurtickgefiihrt wird. Fiir jedes Lésungssystem von (10) ist 

1?-+ m? + n? = Const., 
und multiplicieren wir 1, m, mit einem passenden constanten Factor 
(wodurch wegen der Homogeneitiit ein neues Lisungssystem entsteht), 
so kann ohne weiteres 
+ m+ n?= 1 
gesetzt werden. 

Wir driicken nun /, m, m durch zwei Winkel # und @ aus mittels 

der Gleichungen: 


l—sn@cosy, m=sndsing, n—cos?, 


dann geben die Gleichungen (10) fiir ® und @ die beiden simultanen 
Gleichungen : 
(11) 2 si sin re = (h et = ee bi : = tiy 


Jetzt fiihren wir als Unbekannte die complexe Function 
Dias oy: 
o = cotg = - e?*) 


ein, so folet aus (11) fiir 6 die Gleichung: 
a 


do 16” 16 
(12) sitio ead” Kp + ep 


aus der umgekehrt durch Trennung des reellen und des imaginaren 
Teils die Gleichungen (11) folgen. Die Aufgabe, eine Curve aus 
ihren natiirlichen Gleichungen zu bestimmen, lasst sich dem- 
nach auf die Integration der Gleichung (12) vom Riceati’schen 


Typus zuriickfiihren. 


*) Die Bedeutung von o wird im dritten Kapitel erkannt werden: es ergiebt 
sich nimlich 6 als eme complexe Verinderliche auf der Kugel. 
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Nach bekannten Higenschaften der Gleichungen von diesem Typus 
gentigt die Kenntnis einer particuliiren Lésung, um durch Quadraturen 
zum alleemeinen Integral zu gelangen. 


§ 10. Cylindrische Schraubenlinien. 


Wir wollen die Frenet’schen Formeln noch auf das Studium einer 
wichtigen Klasse von Curven anwenden, die unter dem Namen cylin- 
drische Schraubenlinien (Helices) bekannt sind. 

Es werden so diejenigen auf einer beliebigen Cylinderfliiche ge- 
gezogenen Curven genannt, welche die Erzeugenden derselben unter 
constantem Winkel schneiden. 

Bei der Ausbreitung der Cylinderfliiche auf eine Ebene wickelt sich 
die Schraubenlinie in eine Gerade ab, und da sich bei der Abwickelung 
die Lingendimensionen nicht iindern, so folgt als eine weitere charak- 
teristische Higenschaft der cylindrischen Schraubenlinie, dass sie auf 
dem Cylinder den ktirzesten Wee zwischen zwei Punkten desselben 
angiebt. 

Wir legen die z-Axe parallel zu den Hrzeugenden des Cylinders 
und haben folglich 

cos y == Const. 


Aus den Frenet’schen Formeln : 


d cos y ) cos'¢ ancos fe cosy cos v d cos v cos 
Te sear hia de ae o Eis? de “Ryvian 
folet : 
cos = 0*), cosy = Oonst, % = — S*? — Const. 
T cos 


Wir haben also gefunden: 


1. In jedem Punkte einer cylindrischen Schraubenlinie 
fallt die Hauptnormale derselben mit der Cylindernormale 
zusammen. Diese Higenschaft ist offenbar fiir die Schraubenlinie 
charakteristisch. 

2. Ftir jede cylindrische Schraubenlinie ist das Ver- 
hiltnis der beiden Kriimmungen constant. Auch diese zweite 
Higenschaft ist umkehrbar nach dem Satze von Bertrand: Jede Curve, 
bei der das Verhaltnis der beiden Kriimmungen constant ist, 
ist eine eylindrische Schraubenlinie. 


Um ihn zu beweisen, nehmen wir an, dass fiir eine Curve C 


# 1 ; : 
) Den Fall = 0 schliessen wir aus, da er nur fiir die Gerade in Be- 
tracht kommt, 


§ 10. Cylindrische Schraubenlinien. 1 


“I 


Q —— — 
Zi Const. = 


sei. Aus den Frenet’schen Formeln erhalten wir: 


dcosi 9 dcosa dcosw  e dcosB d cos » o dcos y 


i LT RET ER OWN caer, EDT Rat LOE Fa id Mint ent Uist ise 


“ 


oder nach der gemachten Voraussetzung 
i (cosdA—x cosa) = 0, 2 (cosu—x cos 8) =O, ie (cosy —x cos y) = 0, 
woraus durch Integration folet: 
cosA—xcosa—=A, cosu—xcosB = B, cosy —xcosy=C, 
wo die Constanten A, B, C offenbar der Relation: 
A?t Bet CF —1-+ #? 
gentigen miissen. 
Setzen wir demnach: 

cos A — x cos «@ = V1 + x? cos a, 

cos w — x cos B = V1 + x? cos b, 

cos vy — x cos y = V1 + x? cos C 


so sind cosa, cosb, cose die Cosinus einer festen Richtung im 
Raume, mit der die Tangente an C wegen der Gleichung: 


cos « cos a + cos B cos b + cos y cos 6 = — —~—— 


einen constanten Winkel bildet. 

Die Curve C ist also eine Schraubenlinie auf derjenigen Cylinder- 
fliche, welche entsteht, wenn durch die Punkte von C Parallelen zu 
der festen Richtung gezogen werden. 


§ 11. Formeln fiir cylindrische Schraubenlinien. 


Um die allgemeinen Formeln fiir die cylindrischen Schraubenlinien 
aufzustellen, legen wir die z-Axe parallel den Hrzeugenden des 
Cylinders und setzen voraus, dass die Coordinaten x, y eines Punktes 
des durch den Cylinder gelegten senkrechten Schnittes z= 0 mittels der 
Gleichungen 7 = aw(u), y= y(u) als Functionen des Bogens wu dieses 
Schnittes ausgedriickt seien; wir sehen dann sofort, dass fiir die Coor- 
dinaten eines beweglichen Punktes der Schraubenlinie die Gleichungen 
gelten: 


Bianchi, Differentialgeometrie. 


Li) 
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o=a2(u), y=yu), #=wcotge,™) 
wo ¢ den (als spitz vorauszusetzenden) constanten Neigungswinkel der 
Schraubenlinie gegen die Erzeugenden des Cylinders bedeutet. Unter 
Anwendung der Formeln der friiheren Paragraphen finden wir (die 
Striche bezeichnen die Differentiation nach «): 


eee Sa 


ds = Sune) aoe gin ¢€ 


cosa == sine-a’(u), cosB—sine-y (uw), cosy = cose, 


d cos a aS ti d cos B he oF ; 
—__—_ == § PGR AG ——_ = sin’ €- u == (). 
sin? e- x” (m), rr -y (uw), = 


Hieraus folet die Flexion der Schraubenlinie 


sin? s Va" w+ yo? 


oder ; 
(13) aes aa ree: 


wenn RA der Kriimmungsradius des senkrechten Schnittes ist. Fiir die 


: 1 : 
Torsion = finden wir ferner aus 


T 
Oar 0087 
Oe Te co: 
(vel. 5. 16) unter Beriicksichtigung, dass v = = + ¢ ist, 
1 sin € COS § 
(14) ee = ip : 


Das obere Vorzeichen gilt fiir die links, das untere fiir die rechts 
gewundenen Schraubenlinien (§ 7, $.12), wie auch aus der geometrischen 
Anschauung direct folgt. 

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich, dass nur fiir die Schrauben- 
linien auf dem geraden Kreiscylinder die Radien der Flexion und Torsion 
constant sind. Kine solche Schraubenlinie heisst gewéShnliche Schrau- 
benlinie***), und ihre (nach Puiseux) charakteristische Eigenschaft, 
constante Kriimmungsradien zu besitzen, entspricht der Higenschaft, 
die sie nur mit der Geraden und dem Kreise gemeinsam hat, an jeder 
Stelle in sich verschiebbar zu sein. 


*) Der Kinfachheit halber rechnen wir den Bogen w von dem Punkte an, 
in welchem der senkrechte Schnitt die Schraubenlinie trifft. 

**) Der Bogen der Schraubenlinie wird von ihrem Anfangspunkte auf dem 
senkrechten Schnitt an gerechnet. 

**) Sie kann durch einen Punkt beschrieben gedacht werden, der sich gleich- 
formig Kings einer Erzeugenden eines Rotationscylinders bewegt, wihrend sich 
diese gleichférmig um die Axe dreht, 
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Besondere Hrwihnung unter den Schraubenlinien verdient noch 
die cylindrisch-conische, welche wir durch die Gleichungen mit 
den Constanten a und b: 

o=as, T=—bds 
definieren. Der Querschnitt des Cylinders, auf dem diese Schrauben- 
linie liegt, ist also durch die Kigenschaft charakterisiert, dass sein 
Kriimmungsradius dem Bogen proportional ist; er ist folglich eine 
logarithmische Spirale. Demnach kénnen die Gleichungen unserer 
Schraubenlinie auf die Form: 


L= Ae cost, yy = Ae sin t,-2 = Be# 


gebracht werden, wo ¢ der variable, die einzelnen Punkte der Curve 
bestimmende Parameter und A, B, h Constanten sind. Die Schrauben- 
linie legt demnach auf der Fliche: 
a Aza 
Pty —fie—0, 

die ein Rotationskegel mit der z-Richtung als Axe und dem Coordinaten- 
anfangspunkt als Spitze ist. Sie schneidet die Hrzeugenden des Kegels 
unter constantem Winkel, d. h. sie ist eine Loxodrome des Kegels*). 
In der That findet man die Richtungscosinus ihrer Tangente: 


__ A(h cos t —sin t) e __ AW sin t+ cos £) Bas So Bh 
VAP 13(AP+ BY)’ V A?+ h?(A?+ B?)’ ; A®+ 


V A? h?(A?-+ B?) 
und diejenigen der Erzeugenden des Kegels: 


COS a 


os B 


cos & = pees cos b = ne AS c= = 
aie Sean V ae VAP + B 
woraus 
hy A? + B? 
cos a cos a + cos b cos B + cos ¢ cos y = ue = Const. 


VAP AE B® 
folet. Deshalb der Name cylindrisch-conische Schraubenlinie*). 


§ 12. Enveloppe von oo! Flachen. 


Fiir das Studium der weiteren Higenschaften der Raumeurven ist 
es von Vorteil, einige kurze Bemerkungen tiber Enveloppen (ein- 
hiillende Flichen) vorauszuschicken. 


*) Loxodrome heisst auf einer beliebigen Rotationsfliche eine Curve, welche 
die Meridiane unter constantem Winkel schneidet. 

**) Es sei bemerkt, dass bei der Abwicklung des Kegels in eine Ebene die 
eylindrisch-conische Schraubenlinie in eine logarithmische Spirale tibergebt. 


° * 
“a 
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Hs sei 
(15) » f(a, % % &) = 9 
die Gleichung einer Flache; den Parameter «, den sie enthalt, setzen 
wir innerhalb eines bestimmten Intervalls als stetig verainderlich voraus. 
Wir setzen ferner voraus, dass in dem fiir a, y, 2, @ in Betracht kommen- 
den Aenderungsbereich die Function f endlich und stetig sei und die 
ebenfalls endlichen und stetigen Ditferentialquotienten 


Of MAOPt 20 [ane teanO af, 
Of? 2 OY? 02? OB? Ce? 


besitze. Jedem besonderen Werte «, von @ entspricht eime besondere 
Fliiche unseres einfach unendlichen Systems (15); iindert sich @ stetig, 
so bewegt sich auch die Fliche unter stetiger Deformation im Raume. 


Wir betrachten nun eine specielle Fliche des Systems: 


(16) f(@, Y, 2, %)= 0, 
sowie eine dicht benachbarte, die der Variation h des Parameters ent- 
spricht: 

f(%, ¥, 2,0, + h) = 0. 
Die Schnittcurve dieser beiden Flichen nihert sich mit bis zu Null ab- 
nehmendem h auf der Fliche (16) einer Grenzlage, die nach Monge 
die Charakteristik der Fliche (16) genannt wird. In der That 
kénnen wir fiir die beiden vorstehenden simultanen Gleichungen das 
iiquivalente System : 


0, f(@, Ys @s Oy + — f(, Ys 2, &%) ==6 


f(a, Y, &, ot, ) cae? 
setzen. Die zweite dieser Gleichungen nihert sich mit abnehmendem h 
der Grenzeleichune: 
ee wes 2 a6) 
Oc a=, ie 
und es lasst sich in aller Strenge beweisen, dass die durch die simul- 
tanen Gleichungen: 


. fi 0 
{(%, Y, %, %) = 0, aes ae 


bestimmte Curve eben die gesuchte Grenzeurve (Charakteristik) ist. Der 
Ort aller Charakteristiken heisst Enveloppe (einhtillende Fliche) 
des Systems, wihrend jede einzelne Fliiche des Systems eine einge- 
hiillte oder umhiillte genannt wird. Die Gleichung der Enveloppe 
ergiebt sich nach dem Vorstehenden durch Elimination yon @ aus den 
beiden Gleichungen : 
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oder, was auf dasselbe hinauskommt, dadurch, dass man aus der zweiten 
Gleichung « als Function von x, y, z bestimmt und diesen Wert in 
die erste einsetzt. Die Gleichung: 


f(2, Y, %, ct) —aily 
die uns fiir constantes « die umhiillte Flache darstellt, reprasentiert 
also auch die Enveloppe, wenn hierin der aus der Gleichung: 
7) 
ee 
fiir « als Function von w, y, 2 sich ergebende Wert eingesetzt wird. 
Hiernach sieht man sofort, dass die Enveloppe die Umhiillte 
langs der ganzen Charakteristik berthrt. 
In der That, die Gleichung der Tangentenebene in einem Punkte 
(x, y, 2) der Enveloppe ist: 


Lt Lee —9+ Gh + LOH + Ke) e—9—0, 


oder, da eben a = 0 ist: 


of 0 v, 
TO Ge Nat ors Ofeewt a eet eA 
welches die Gleichung der Tangentenebene der Umhiillten ist. 
Schneidet die Charakteristik der Flache (16) die Nachbarfliche: 
f(2,Y, 2, 0 +h) = 0, 
so werden sich bei Aenderung von h/ die Schnittpunkte auf der Cha- 
rakteristik verschieben und mit bis zu Null abnehmendem h in gewisse 


Grenzpunkte tibergehen, die wir auf folgende Weise bestimmen: Fir 
jeden dieser Schnittpunkte bestehen die simultanen Gleichungen: 


(a) fexe, = 9, (4) = 0, f (2, y, 2, Oy h) =.05 


fiir die dritte kénnen wir setzen: 
0 h? o?f 
Eo eae) ie 
wo 7 in Bezug auf h von héherer als der zweiten Ordnung unendlich 
klein ist. Statt des Systems (a) kénnen wir das aquivalente : 


fra, (9),_—% CB), F=? 


setzen. Die letzte dieser Gleichungen geht mit verschwindendem / in 


die Grenzgleichung : 
(4) =0 
0c? OS Oy 
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iiber. Die gesuchten Grenzpunkte auf der Charakteristik « =, sind 
also durch die drei simultanen Gleichungen: 


foo, (9,0 CO)! 
bestimmt. 


Der Ort der Grenzpunkte der verschiedenen Charakteristiken fiihrt 
den Namen Riickkehrkante (Cuspidalkante) der Enveloppe; ihre 
Gleichungen ergeben sich, wenn man @ aus den drei Gleichungen: 

f=0, 0, Sho 
eliminiert oder « als Function von x, y, 2 aus der dritten berechnet 
und diesen Wert in die beiden ersten einsetzt. Und da diese fiir con- 
stantes « die Charakteristik darstellen, so folgt hieraus leicht, dass 
jede Charakteristik die Riickkehrkante in den Grenzpunkten beriihrt: 
es ist demnach auf der Enveloppe die Riickkehrkante (falls sie iiber- 
haupt reell ist) die Umhiillungscurve der Charakteristiken. 


§ 13. Abwickelbare Flichen. 


In der Theorie der Raumeurven haben wir ausschliesslich den 
Fall zu betrachten, in dem die umhiillten Flichen Ebenen sind; es 
wird dann die Enveloppe aus einem sofort zu erérternden Grunde als 
abwickelbare Fliche (Developpable) bezeichnet. 

Die Charakteristik jeder Ebene des Systems ist offenbar eine 
Gerade, und alle charakteristischen Geraden sind Tangenten der Riick- 
kehrkante; die Developpable ist also der Ort der Tangenten einer 
Curve, welche Riickkehrkante der Flache ist. Die bewegliche (umhiillte) 
Ebene ist Schmiegungsebene der Riickkehrkante. In der That, behalten 
wir fiir diese Curve die tiblichen Bezeichnungen bei, so ist die Gleichung 
der Schmiegungsebene: 


(X — x) cosa + (Y— y) cosu+ (Z— z) cosy = 0. 
Um die Charakteristik der Schmiegungsebene zu erhalten, combinieren 
wir hiermit diejenige Gleichung, welche sich durch Differentiation nach 
dem Parameter s ergiebt, d. h. nach den Frenet’schen Formeln die 
Gleichung: 

(X — x) cos § + (Y — y) cos y + (4 — 2) cos = 0. 
Diese zweite Ebene schneidet die Schmiegungsebene lings der Tangente, 
die demnach, wie behauptet, die Charakteristik ist. 


Uebrigens ist zu bemerken, dass sich die Riickkehrkante auf einen 
Punkt zusammenziechen kann; dann wird die Developpable ein Kegel 
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oder ein Cylinder, je nachdem dieser Punkt in endlicher oder unend- 
licher Entfernung liegt. 

Jede umhiillte Ebene beriihrt die Developpable lings der gerad- 
linigen Charakteristik (Hrzeugenden), und es bilden somit die Tangential- 
ebenen einer Developpabeln eine einfache Mannigfaltigkeit, wahrend bei 
jeder anderen Fliche die Tangeutialebenen ein co?-System bilden *). 

Der Name ,,Developpable“ riihrt daher, dass die Fliche, als bieg- 
sam und undehnbar vorausgesetzt, ohne Riss oder Faltung auf die 
Ebene abgewickelt werden kann. Umgekehrt ist jede Fliche, welche 
diese Higenschaft besitzt, mit Notwendigkeit eine Developpable, wie 
in einem anderen Kapitel nachgewiesen werden wird. 

In Verbindung mit jeder Raumeurve sind drei Developpable in 
Betracht zu ziehen, die beziiglich von den drei Ebenen der Haupt- 
trieder umbhiillt werden. Die Enveloppe der Schmiegungsebene ist, 
wie wir vorhin gesehen haben, nichts anderes als der Ort der Tan- 
genten der gegebenen Curve. Die Enveloppe der Normalenebene yon C 
heisst die Polardeveloppable der Curve C, und mit ihr werden wir 
uns hauptsichlich beschaftigen. 

_ Beziiglich der dritten Developpabeln, der Enveloppe der auf den 
Hauptnormalen von C senkrecht stehenden Hbenen, bemerken wir nur, 
dass sie als reetificierende Developpable der Curve C bezeichnet 
wird; sie geht durch die Curve C hindureh, und diese wird bei der 
Abwickelung der Developpabeln auf die Ebene zu einer Geraden. 


§ 14. Polardeveloppable einer Curve. 


Um die Elemente der Polardeveloppabeln einer gegebenen 
Curve C, insbesondere ihrer Riickkehrkante, zu bestimmen, wenden 
wir die allgemeinen Regeln des § 12 an, indem wir von der Gleichung 
der (umhiillenden) Normalenebene der Curve C: 

(17) (X — x) cosa + (Y — y) cos B + (4 — 2) cos y = O 
ausgehen, in der wir naturgemiiss als Parameter, der die Lage der be- 
weglichen Ebene bestimmt, den Bogen s von C wihlen. Differenzieren 
wir (17) nach s, so erhalten wir mittels der Frenet’schen Formeln die 
Gleichung: 

(18) (X — a) cos § + (Y — y) cos n + (Z — 2) cos § =, 

und diese beiden Gleichungen geben combiniert die Charakteristik der 
Ebene (17), d. h. die Erzeugende der Polardeveloppabeln. Dieselbe 


*) Bei jeder dualistischen Transformation des Raumes liefert jede Flache 
eine andere Fliche; die Developpablen dagegen entsprechen dualistisch den Curven. 
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steht hiernach auf der Schmiegungsebene in demjenigen Punkte der 
Hauptnormale M, senkrecht, welcher (im positiven Sinne) vom Os- 
culationspunkte M auf der Curve um den Kriimmungsradius g entfernt 
ist. Dieser Punkt M, wird’als Krimmungsmittelpunkt der Curve 
C in M bezeichnet, und der in der Schmiegungsebene um M, mit dem 
Radius M,M = @ beschriebene Kreis heisst Schmiegungs-, Oscula- 
tions- oder Kriimmungskreis*). Die Erzeugende der Polardevelop- 
pabeln ist also das auf der Ebene des Kriimmungskreises in seinem 
Mittelpunkte errichtete Lot oder, wie man sich ausdriickt, die Axe 
des Kriimmungskreises. 

Um nun den Punkt M, zu finden, in dem die Axe des Kriimmungs- 
kreises die Rtickkehrkante der Polardeveloppabeln beriihrt, mitissen wir 
die Gleichungen (17) und (18) mit derjenigen combinieren, die sich 
durch nochmalige Differentiation nach s ergiebt. Dieselbe lasst sich 
unter Berticksichtigung der Frenet’schen Formeln und der Gleichung 
(17) selbst wie folgt schreiben: 


(19) (X — a) cosa + (Y¥ — y) cos uw + (4 — 2) cosy =— 7°, 


und die Coordinaten %, Y%, & des gesuchten Punktes M) miissen, fiir 
X, Y, Z in die Gleichungen (17), (18), (19) eingesetzt, denselben 
gleichzeitig geniigen. Lésen wir die drei in den Differenzen x) — 2, 
Yo —Y, % — # linearen Gleichungen nach denselben auf, so erhalten 
wir unmittelbar: 


Ll =x +ocos&—T * cos 4, 
(20) wy =y + 9 cos 7 — 15° _ COS Ut, 
a = 2+ ocose— 75° , COSY. 


Die\-unt IG, (4, Yoh Zo) mit dem Radius M,M_ beschriebene 
Kugel heisst die osculierende oder Schmiegungskugel der Curve 
C in M, weil sie, wie auf thnliche Weise wie in § 3 gezeigt werden 
kann, unter allen durch M gehenden Kugeln diejenige ist, welche in 
der Umgebung von M sich am innigsten der Curve anschmiegt**). Es 
ist klar, dass der Kriimmungskreis der Schnitt der Schmiegungskugel 


*) Unter allen Kreisen durch M ist der Kriimmungskreis, wie man beweisen 
kann, derjenige, welcher sich in der Umgebung von M der Curve am innigsten 
Pcohanieot 

Boo 

) Sie kann auch, weniger streng ausgedriickt, als diejenige Kugel bezeichnet 
werden, die durch M fsa drei sufeinendeetaleenta Punkte der Curve geht. 
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mit der Schmiegungsebene ist. Bezeichnen wir nun mit R den Radius 
- der Schmiegungskugel, so haben wir: 


BY = (ay — 2)" + (Yo — vy)’ + ( — 2) 
oder wegen (20): 
(21) R= + 72 (2)°. 


ds 


§ 15. Ort der Mitten der Schmiegungskugeln. 


Wir wollen nun die Riickkehreurve der» Polardeveloppabeln, C,, 
die, wie wir gesehen haben, zugleich der Ort der Mittelpunkte der 
Schmiegungskugeln ist, in ihren Beziehungen zur gegebenen Curve C 
untersuchen. 

Wir bezeichnen mit 


So, COS M%, COS By, --- Qo, Lh 
diejenigen Gréssen, welche fiir C, dasselbe bedeuten, wie 


Sr eos: COSB aos) 


? 
fiir C. Um sie zu berechnen, brauchen wir nur die Gleichungen (20) 
unter Benutzung der Frenet’schen Formeln zu differenzieren. Die erst- 
malige Differentiation giebt: 


day = — {+4 (7 )} cos ads, 
20) im—— [$+ (2 3)] cos wes 
di) = {$+ 2 (7 32)} cos v ds; 


hieraus folgt durch Quadrieren und Addieren: 


+2 Oia ef ahs 3 
750 ={5 acide ae: 


und also: 

, Q d de) \ 
(21’) ee i A ate 
wo é die positive oder negative Einheit ist; setzen wir fest, dass s) mit 
s als wachsend gerechnet werden soll, so ist das Vorzeichen von ¢ ganz 
dasselbe wie dasjenige des Factors ae ie (7 I. 

Daraus folgt sofort: 

(22) cos a —=—«cosd, cos fy = — €COSM, COS Yy) = — E COSY, 


woraus sich durch weitere Differentiation ergiebt: 
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dSy ds AS, ds dS, 3 ds 
— COS §—=— &€ +, COS§, —~ COSN)==— E=, COS — cos fo ==— é- cos €. 
Gs Eo Tu g, a No Towa aes 0 T 
Hieraus folgt 
c ds, , as 
(23) mere 


wo é« wiederum die positive oder negative Hinheit bezeichnet, je nach- 


1 bf ig ee 
dem —, positiv oder negativ ist. 


Wir haben somit 
(22’) cos & = — ee’ cos &, cos ny = — €¢ cosy, cos & = — e¢ cos §; 
durch Combination dieser Gleichungen mit (22) ergiebt sich weiter 
(22”) cos 4, = — & COS G@, COS fl) = — & cos PB, cos % = — € cosy 
2 (vgl. S. 7 unten) und hieraus schliesslich durch Differentiation unter 
Beriicksichtigung von (22) 


ds eds 
D) SE ey ERE 
Co T, Q 


Die vorstehenden Formeln lassen erkennen, dass bei den beiden 
Curven C und ©, die Tangente der einen parallel der Binormalen der 
anderen ist, waihrend die Hauptnormalen paarweise einander parallel 
sind, Resultate, die auch geometrisch sehr leicht einzusehen sind. 

Wir untersuchen nun, ob der Radius der Schmiegungskugel R 


eine Constante sein kann. Differenzieren wir unter dieser Annahme 
(21), so kommt: 


Ta Gt ae (ae) = 


also ist, da 7 nicht gleich Null ist, entweder 


a) a = 02d. heo == Consis 
oder 

@ d (mde) __ 
by $+q(Fq)=o 


Im Falle a) besitzt die Curve eine constante Flexion, und da dann in 
den Gleichungen (20) das dritte Glied rechts verschwindet, so fallt der 
Ort fiir die Mittelpunkte der Schmiegungskugeln, C,, mit demjenigen 
der Kriimmungsmittelpunkte, C,, zusammen. Ferner ist wegen (21) 

ds, =< ds, 
und da hier ¢ = ¢’ ist, so geben die Gleichungen (28) und (24) 
=o, I= 0”, 
und die Gleichungen (22’) 


§ 16. Evoluten und Evolventen. ak 


cos & == — cos&, cosy —=— cosy, cos 6 = — cos &; 

daraus folgt, dass die Curve C, dieselbe constante Flexion wie C hat, 
wihrend das Product der beiden Torsionen gleich dem Quadrat dieser 
Constanten ist. Des weitern ist klar, dass der Ort der Kriimmungs- 
mittelpunkte von C, die urspriingliche Curve C ist. Die Curven mit 
constanter Flexion lassen sich demnach zu Paaren zusammenfassen, 
welche die Hauptnormalen gemeinsam haben. 

Untersuchen wir nun den Fall b), so erhalten wir aus den Glei- 
chungen (20’) 


% == Const., y= Const., 2 = Const.; 
es liegt demnach die Curve C auf der im Raume festen Kugel: 


(Xa, + (¥—yy + G—a)= B. 
Die natiirliche Gleichung: 


tae liar ia 


ist also fiir die spharischen Curven charakteristisch*). 


§ 16. Evoluten und Evolventen. 


Langs einer ebenen oder doppelt gekriimmten Curve C’ denken 
wir uns einen biegsamen und nicht dehnbaren Faden aufgelegt und 
wickeln ihn von einem beliebigen Punkte der Curve an von derselben 
so ab, dass er stets gespannt bleibt, d. h., dass im jedem Augenblick 
das abgewickelte geradlinige Fadenstiick M’M Tangente von C” in 
M’ und seine Linge gleich dem abgewickelten Curvenbogen s’ ist. 
Das freie Ende M des Fadens beschreibt eine Curve C, welche eine 
Evolvente von C’ genannt wird, wahrend C’ Evolute von C heisst. 

Bezeichnen wir mit 2’, y’, 2’, cos @--- die Elemente der Evolute C’ 
und mit x, y, 2, cosa@---diejenigen der Evolvente C, so folgen aus 
der angegebenen Construction unmittelbar die Gleichungen: 


, 


(25) a —a2=s cosa, y —y=s cosp', 2 —2z=—S cosy. 
Aus ihnen ergiebt sich durch Differentiation: 


sds sds’ sds 
diz = — a 008 Yo dy=— = 008 i, dé = —-—{- Cost, 


*) Bemerkt werde, dass, wenn in einem Punkte einer beliebigen Curve 


@ af 8) 

Gt ae" as : 
verschwindet, die Schmiegungskugel daselbst stationiix ist und die Curve C, in 
dem entsprechenden Punkte einen Riickkehrpunkt hat. 
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d. h. die Tangente der Evolvente ist der Hauptnormale der 
Evolute parallel. 

Die Aufgabe: Zu einer gegebenen Evolute die EKvolventen 
zu finden, wird mit Hilfe einer Quadratur durch die Gleichungen 
(25) gelést, da es nur darauf ankommt, s’ als Function des die Punkte 
von ©’ bestimmenden Parameters auszudriicken. Wir sehen, dass in s’ 
eine willktirliche additive Constante auftritt und dass demnach eine gege- 
bene Curve oot Evolventen besitzt, die simtlich auf der Tangenten- 
developpabeln der Curve liegen und die Orthogonaltrajectorien der er- 
zeugenden 'Tangenten sind. 

Wir behandeln nun die umgekehrte Aufgabe: Alle Evoluten 
einer gegebenen Curve C zu finden. Da die Unbekannten unserer 
Aufgabe hier die Elemente der Curve C’, insbesondere die Lage des 
Evolutenpunktes MM” in der Normalenebene der Evolvente in M, sind, 
so wihlen wir in dieser Ebene die Haupt- und die Binormale als be- 
wegliche Hilfsaxen und bezeichnen mit wu, v die auf diese Axen be- 
zogenen Coordinaten von M’; fiir die Coordinaten xv, y’, 2 von M’ 
haben wir offenbar die Ausdriicke: 


x =x +ucos—&+vecosa, 


y =y+ucosy + v cos u, 
g=z+ucos6+veosy. 


Es handelt sich nun darum, w und v als Functionen von s so zu 
bestimmen, dass die in M’ an die Ortscurve dieses Punktes M’ ge- 
zogene Tangente gerade die Normale M’M von C ist; wir miissen also 


, 


du dy “dz 
ds’? ds’ ds 


beztiglich 
“ucos— + veosd, ucos y+ v cos wu, ucos§-+ vecosv 


proportional setzen. 

Fiihren wir die Differentiationen unter Berticksichtigung der Frenet- 
schen Formeln aus, so finden wir, dass sich die notwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen, denen w und v gentigen miissen, auf die fol- 
genden beiden reducieren: 


oder: 
Be oN ae 
=p * d cate ds are 
? Og “| vy" Be 


Die letzte dieser Gleichungen giebt integriert: 


§ 17. Weiteres tiber Evoluten und Evolventen. 29, 


s 
arcte z => = xe, 
0 


v = @ tang (tr + 0), 
wo ¢ eine willkiirliche Constante ist und 


s 
aes ds 
t= a 
0 
gesetzt ist. 


Die vorgelegte Aufgabe wird also mit Hilfe einer Quadratur dureh 
die Gleichungen gelést: 
aw =a + ocos§& + o tang (t + ¢) cos, 
(26) y¥ =y+ocosy + @ tang (tx + ¢) cos u, 
2 —=2z-+ @cos€ + 0 tang (rt + ©) cos ». 
Aus ihnen ergeben sich nach (25) sofort die folgenden: 
cos w& == cos (t + ¢) cos § + sin (rt + ¢) cos 2, 
(27) cos B’ = cos (t + ¢) cos y + sin (t + ©) cos a, 
cos y’ = cos (t + ©) cos € 4 sin (t + ¢) cos v; 
d. h.: der Winkel, den die Tangente der Evolute mit der 
Hauptnormale der Evolvente bildet, ist gleich rt + «. 


db: 


§ 17. Weiteres iiber Evoluten und Evolventen. 


Entsprechend den unendlich vielen Werten der Constanten ¢ in 
den Gleichungen (26) giebt es cot Evoluten der gegebeuen Curve C, 
die alle auf der Polardeveloppabeln derselben legen. Hs lasst sich 
zeigen, dass bei der Abwickelung der Polardeveloppabeln in eine Kbene 
die cot Evyoluten in die Geraden eines Biischels iibergehen*). Ist die 
Evolvente eben, so hat sie eine ebene Evolute, niimlich den Ort ihrer 
Kriimmungsmittelpunkte; die anderen Evoluten sind Schraubenlinien 
auf demjenigen geraden Cylinder, der die ebene Evolute zur Basis hat 
und eben die Polardeveloppable ist. 


*) Unter Vorwegnahme der in den niichstfolgenden Kapiteln erérterten Be- 


or) iy. j i 1 pe see Bree —- 
griffe bemerken wir: Wenn in (26) ¢ als variabel betrachtet unc Ae aes Kt 


gesetzt wird, so ergiebt sich fiir das Quadrat des Linienelements der Polardeve- 
loppabeln der Ausdruck: 

dx * + dy? + dz* = dR? + Rdc?, 
der gleich dem Quadrat des Linienelements der Ebene in Polarcoordinaten ist, 
was die im Text erwihnte Eigenschaft beweist. 
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Aus der Bemerkung am Schlusse des vorigen Paragraphen folgt 
ein wegen seiner Anwendungen sehr wichtiger Satz. Betrachten wir 
zwei verschiedene Evoluten der gegebenen Curve C, die den Werten 
c, und ¢, der willktirlichen Constanten ¢ entsprechen, so stellt die 
Differenz c, —c¢, nach dem angegebenen Satze den Winkel der beiden 
Tangenten dar, die von ein und demselben Punkte M der Evyolvente an 
die betreffenden Evoluten gezogen sind, woraus folgt: 

A) Die von ein und demselben Punkte der Hvolvente an 
zwei verschiedene Evoluten gezogenen Tangenten bilden 
einen constanten, d.h. von der Lage des Evolventenpunktes 
unabhingigen Winkel. 

Zweckmissiger Weise lisst sich dieses Ergebnis in einer etwas 
anderen Form wie folet aussprechen: : 

B) Werden die Erzeugenden einer abwickelbaren Flache 
um die beztiglichen Schnittpunkte mit einer ihrer Ortho- 
gonaltrajectorien in der Normalenebene derselben um einen 
constanten Winkel gedreht, so ist der Ort der neuen Lagen 
der Erzeugenden wieder eine abwickelbare Flache. 


§ 18. Orthogonale Trajectorien von oo’ Ebenen. 


Das in § 16 zur Bestimmung der Evoluten emer gegebenen Curve 
eingeschlagene Verfahren kann auch zur Loésung der folgenden Auf- 
gabe angewandt werden: Alle Curven C’ zu bestimmen, fiir 
die eine gegebene Curve C der Ort der Mittelpunkte der 
Schmiegungskugeln ist. Die gestellte Frage ist offenbar identisch 
mit derjenigen nach den Curven O’, welche eine gegebene Schaar 
von oot EKbenen (Schmiegungsebenen der Curve C) rechtwinklig 
schneiden. Ist C’ eine solche Curve und M’ der Punkt, in welchem 
sie die Schmiegungsebene von C in M rechtwinklig schneidet, so be- 
stimmen wir die Lage von M’ in dieser Ebene mittels seiner recht- 
winkligen Cartesischen Coordinaten wu, v, bezogen auf die Tangente 
und die Hauptnormale von C als Axen. Bezeichnen wir die auf die 


festen Raumaxen bezogenen Coordinaten von M’ mit a’, y’, 2’, so 
haben wir demnach: 


8 


x + u cos a + v cos &, 
(28) y = y+ woos B + v cos x, 
2=2-+ ucosy + vcos€, 


ahs . an “7A id . 
und die der Curve C’, dem Orte von M’, auferlegte Bedingung besagt, 
dx dy dz 


dass “7, ds? ds bedliglich eos 4, cos w, cos v proportional sein miissen ; 


§ 18. Orthogonale Trajectorien von oo! Ebenen. ilk 


daraus ergeben sich fiir die unbekannten Functionen w und v von s 


die Gleichungen: 
dv w dw v 


TET Sang TE 


oder, wenn wir statt s eine neue unabhiingige Veriinderliche 


ibe 
Q 


dv du : 
Ag doe aes: 


einfiihren: 


Uu= 


» bestimmt sich also aus der Gleichung: 


d*v 

Agact iO), 
die integriert 

° e 
v=ccoso +c’ sin 6 — cos 6 | sin ods + sin 6 { cos ods 
e 
. (pases Mere IC : . dv 

giebt, wo ¢,c’ willkiirliche Constanten sind. Dann haben wir w = — de? 


dee 
u = cCsin 6 — c’ cos 6 — sin @ f sin ods — cos 6 ] cos ods. 
e 


Setzen wir die fiir w und v gefundenen Werte in (28) ein, so 
haben wir mittels Quadraturen die gesuchten Curven C” bestimmt, die, 
wie a priori klar war, eine doppelt unendliche Mannigfaltigkeit bilden. 


§ 19. Curven mit gemeinsamen Hauptnormalen. 


In § 15 haben wir gesehen, dass sich die Curven constanter Flexion 
paarweise zu conjugierten Curven, die die Hauptnormalen gemein- 
sam haben, zusammenfassen lassen. Wir stellen uns nun mit Bertrand 
die Aufgabe, allgemein diejenigen Curven C zu bestimmen, bei denen 
es zu jeder eine zweite C’ giebt, welche dieselben Hauptnormalen hat 
wie (. Versehen wir die zu C’ gehérigen Ausdriicke mit Strichen, so 
haben wir als Coordinaten wa’, y’, 2’ des Punktes M’ von C’, der dem 
Punkte M von C entspricht: 

(29) ww =a+xcost, y=y+xcosyn, 2=2+xcos€, 
wo «=f(s) das Stiick M’M der Hauptnormalen bezeichnet. Weil 
nach der Voraussetzung M’M Normale yon C’ in M’ ist, haben wir 


zunichst : 
dz 


dz’ dy’ Es. 
cos = + cosy Gz + cos a = 0, 
woraus sich 
Cane 0, dh. x = Const. 


ergiebt. As 
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Aus (29) folgt dann durch Differentiation: 


(a « — cos 6 cos a + sin 6 cos A, 


(30) cos B’ = cos 6 cos B + sin 6 cos u, 
hee y’ = cos 6 cosy + sin 6 cos”, 
wo 
K 
fe Rone 
Q : LE 
COS 6 == sin 6 == 


Vo-Vt Voi) + a 


gesetzt ist und 6 offenbar den Winkel der beiden in zwei entsprechen- 
den Punkten von C und ©’ gezogenen Tangenten bedeutet. 

Durch weitere Differentiation der Gleichungen (30), sowie aus den 
Frenet’schen Formeln und der Voraussetzung, dass C’ dieselben Haupt- 
normalen wie C hat, folgt: 

= Const., 
d.h.: Bei der gesuchten Curve C sind die beiden Kriimmungen 
durch die lineare Gleichung: 
ee ee Suite ao) 
verkniipft. Umgekehrt, besteht zwischen den beiden Kriimmungen einer 


Curve C eine lineare Relation mit constanten Coefficienten: 
A B 


ay i C ae 0, 
ohne dass @ und 7’ gleichzeitig constant sind, und setzt man 
B 
x — a ) 


so erhalt man in (29) eine zweite, vollkommen eindeutig bestimmte Curve C” 
mit denselben Hauptnormalen wie C. Eine Unbestimmtheit tritt nur | 
in dem Falle ein, dass @ und 7’ constant sind. Die Curve C ist dann 
eine gewohnliche Schraubenlinie. Die Regelfliche ihrer Hauptnormalen 
wird uns spater bei unseren Untersuchungen unter dem Namen Mini- 
mal-Schraubenregelfliche begeenen. Offenbar sind alle Ortho- 
gonaltrajectorien der Erzeugenden dieser Fliche ebenfalls gewéhnliche 
Schraubenlinien (von derselben Ganghdhe wie C). 


§ 20. Gleichungen der Bertrand’schen Curven. 


Wir schliessen dieses Kapitel damit, dass wir mittels Quadraturen 
die expliciten Gleichungen der im vorigen Paragraphen behandelten 
Curven geben, die als Bertrand’sche bezeichnet werden. Diese Auf- 
gabe fiihren wir mittels der folgenden Ueberlegungen auf den Fall 
der Curven constanter Flexion zuritick, 


§. 20. Gleichungen der Bertrand’schen Curven. 33 


Gegeben sei eine Curve C; wir stellen uns die Aufgabe, eine 
zweite C” vu finden, fiir die bei gleicher Bogenliinge die Hauptnormale 
derjenigen von C parallel ist. Bezeichnen wir nun mit 6 den Winkel 
der beiden Tangenten in entsprechenden Punkten yon C und C’, so 
haben wir offenbar: 


ies c’ = cos 6 cos « + sin 6 cos 4, 
(81) be 6’ = cos 6 cos B + sin 6 cos uw, 
cos y’ = cos 6 cos y + sin 6 cos »v. 


Differenzieren wir diese Gleichungen unter Beriicksichtigung der 
Frenet’schen Formeln und der Voraussetzung: 


(81) cos = + cos &, cos y’== -+- cos y, cos 6’ = + cos €,- 
so folet wie im vorigen Paragraphen: 
\ 6 = Const. 


Umeekehrt, ist @ constant, so definieren uns die Gleichungen: 


f= feos 6 cos a + sin 6 cos 4) ds, 
e 


a J (eos 6 cos B + sin 6 cos uw) ds, 


e 


i ° 
i { (os 6 cos y + sin 6 cos v) ds 
e 


(bis auf eine Translation) eine Curve C’, die zu C in der verlangten 
Beziehung steht. Zu (31) und (31’) fiigen wir die weiter aus den- 
selben folgenden Gleichungen hinzu: 
cos 4’ = + cos 6 cos 4 + sin 6 cos a, 
(31”) cos w = + cos 6 cosu + sin 6 cos B, 
cos v’ = + cos 6 cos v + SiN 6 Cos 7. 
Aus (31), (81’) und (31”) ergeben sich durch Differentiation die 


Gleichungen: 
iF ieee (= 6 ae sin a 
Geet aera |G fh a 
(32) | 1 __ cos sin 6 
(ey Chaz 


d. h. die beiden Kriimmungen von C’ sind homogene lineare Combi- 
nationen derjenigen von C mit constanten Coefficienten. 
Ist C eine Bertrand’sche Curve mit der natiirlichen Gleichung: 


A B 
c+i+0=9, 


A ae IC : 
so braucht also nur tang o = 5, gesetat zu werden, damit die abgelei- 
tete Curve O’ constante Flexion besitze. 


Bianchi, Differentialgeometric, 
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; : 1 : 
Um nun alle Curven mit der constanten Flexion —- zu bestimmen, 


beachten wir, dass fiir eine solche nach § 2 


d cos ay, ie sae dE ie oy el 
( ds ds ds Renae 


ist, und dass also ihre Gleichungen: 


w= {cosads, y = | cosp ds, z= f cosy ds ’ 


auch so geschrieben werden kénnen: 


(32’) o—a [cosa do, y= a cos de, Z= a f cosy de, 
wo 
(33) do = V(d cosa)? + (d cos B)® + (d cosy)? 
gesetzt ist. 

Umegekehrt, nehmen wir drei willkiirliiche Functionen cos @, cos B, 
cos y eines Parameters u, die durch die Relation: 

cos? « + cos? B + cos? y = 1 

verbunden sind, so definieren die Gleichungen (82’), wo do den Wert 


(33) hat, wie sofort erhellt, eine Curve mit der constanten Flexion Sf 


die auch die allgemeinste Curve dieser Art ist. 


iets 
i 


yes 


+ = 


Kapitel IT. 


Quadratische Differentialformen. 


Algebraische quadratische Formen. — Definition der Differentialinvarianten und 
Differentialparameter einer quadratischen Differentialform. — Erster Differential- 
parameter A, U. — Gemischter Differentialparameter V(UV). — Aequivalenz 
zweier quadratischer Differentialformen. — Christoffel’sche Drei-Indices-Symbole 


B mal baer — Die covarianten zweiten Differentialquotienten. — Zweiter 


Differentialparameter A, U. — Vier-Indices-Symbole. — Kriimmungsmass einer 

biniren Differentialform. — Cubische Covariante zweier simultaner quadratischer 

Differentialformen. — Gleichzeitige Reduction zweier biniirer quadratischer Diffe- 
rentialformen auf Orthogonalformen. 


§ 21. Algebraische quadratische Formen. 


Zum Zwecke der systematischen Behandlung dex Flichentheorie 
in der von Gauss angebahnten Richtung, der die folgenden Unter- 
suchungen gewidmet sind, ist es fiir uns unerlisslich, einige grund- 
levende Begriffe aus der Theorie der quadratischen Differentialformen 
vorauszuschicken. Hs soll das der Gegenstand dieses Kapitels sein, 
in dem wir uns iibrigens auf day fiir unseren Zweck Notwendige be- 
schriinken*). Die einfachen Algorithmen, die wir dieser Theorie entneh- 
men, ermdglichen es uns dann, die grundlegenden Gleichungen der 
Flichentheorie in wenige durchsichtige Formeln zu verdichten. 


*) Die hauptsichlichsten Arbeiten, die bei der Abfassung dieses Kapitels 
benutzt worden sind, sind die folgenden: 
Beltrami, Sulla teorica generale dei parametri differenziali. (Atti 
dell’ Accademia delle Scienze di Bologna, 25. Februar 1869.) 
Christoffel, Ueber die Transformation der homogenen Differential- 
ausdriicke zweiten Grades. (Crelles Journal, Bd. 70.) 
Ricci, 1) Sui parametri e gli invarianti delle forme quadratiche 
differenziali. (Annali di matematica, Serie 2, Bd. 14.) 
2) Delle derivazioni covarianti e contravarianti. Padua 1888. 
Weingarten, Ueber die Theorie der auf einander abwickelbaren 
Oberflichen. (Festschrift der technischen Hochschule zu Berlin, 


1883.) 
By 
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Es diirfte zweckmiissig sein, unseren Untersuchungen einen kurzen 
Abriss der algebraischen Siitze iiber quadratische Formen voraus- 
zuschicken®). Wir betrachten eine quadratische Form f der m Ver- 
anderlichen #%,, %, °°° Wn: 


(1) f= ee Ap srs (Ors = Asr), 
rs 


wo sich die angedeutete Summation auf alle Combinationen der Indices 
r,s aus der Reihe 1, 2,... ” bezieht. Beziiglich der (constanten) 
Coefficienten a,, setzen wir nur voraus, dass die Determinante 


| G1 Gig .-. in 
ay ag ... & 
(Gee 1 2! 2n , 
| Ani Ang --+- Ann 


welche die Discriminante der Form f heisst, von Null verschieden 
sei. Statt der Veranderlichen x fithren wir neue, x’, ein mittels der 
homogenen linearen Substitution: 


(2) ty = >! pri =e ny 


wo wir von den n* Substitutionscoefficienten p,; nur voraussetzen, dass 
ihre Determinante 


Pit Pig -.- Pin 
Piss P21 P22 --- Pan 


Prt Pra .- + Pan | 


von Null verschieden sei (denn sonst miisste zwischen den # eine lineare 
Relation bestehen, wihrend sie als von einander unabhiingig voraus- 
gesetzt sind). Durch die Substitution (2) geht f in eine neue qua- 
dratische Form f’ der 2’: 
De ” Y , TRE 
(3) = > Hane oe 

rs 
tiber, in der sich die neuen Coefficienten a;, durch die alten und 
durch die Substitutionscoefficienten p;, mittels der Gleichune: 


(4) Org ae WY iG Par Pu 8 
pa 


ausdriicken. Aus (4) folgt, wenn a’ die Discriminante yon /” bedeutet, 


*) S. Beltrami a. a. O. 


ah whieh es 
Ton 
i ey 


a ae eee ae 


ee a 


a ee ee 


—_— s 


§.21. Algebraische quadratische Formen. aT 


nach dem Multiplicationssatz der Determinanten der fundamentale Satz 
der durch die Gleichung: 
(5) Aaa P76, 
ausgedriickt wird. 
Wir setzen nun: 


LCF ~ eee 
(6) X; ss 2 On. = Uy 3 & ry 
woraus durch Auflésung nach den x 


(6%) = > Ae xe (k = 1, 2,---n), 


folgt, wo mit A;,, wie es im folgenden stets geschehen soll, die durch die 
Discriminante a selbst dividierte Unterdeterminante von dy,g 
in @ bezeichnet wird. Bilden wir unter Beriicksichtigung von (6) 


und (6*) die Summe S$" X,«,, so kommt: 


r 
> X, Uy aa > Op sLyp Ls = >’ Aste X, X; ‘ 
r rs rs 


Die quadratische Form: 
(7) f= NA mens 
277 
geht durch die Substitution (6) in f tiber, wie cea f im F durch 
(6*). Statt (6*) kénnen wir auch 


? 


HA 


rol me 


oe Y 
kK 02 


schreiben. 
Wie man sieht, ist die Beziehung zwischen f und F' reciprok, 
und es werden deshalb die beiden quadratischen Formen f und F' als 


reciproke Formen bezeichnet. 
Wir nehmen nun an, dass mittels der linearen Substitution (2) 


f in f’ tibergeht und ‘ 
= BA Mieke Ke 


die reciproke Form von f” ist. Man sieht leicht, dass sich durch die 
aus (2) durch Transposition hervorgehende Substitution: 

(2*) ee — > pie X (r = i 2, Oe n) 

F’ in F verwandelt. In der That geht £” in die reciproke Form f’ 
mittels der Substitution: 


(8) xX, = ys ane (r hes iF a wes 7) 


s 
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iiber, F' in f mittels (6) und f in f” mittels (2). Wegen (6) haben 


wir nun: 
> Pir Xi = > Qik Pir Uk » 
Z Oy 
, 
> Dir AG = ES Aik Dir Pks Us 5 


a iks 


also wegen (2): 


wofiir wir wegen (4) auch schreiben kénnen: 


y , 
> Dir Xi — > Uy sVs 5 
é 8 


diese Gleichung, verglichen mit (8), ergiebt gerade (2*). 

Hieraus folet, dass sich die A,, ebenso durch die A, ausdriicken, 
wie die a;, durch die a,s;, wofern nur die Indices der p vertauscht 
werden; man hat also nach (4) die bemerkenswerte Gleichung: 


(9) Ay. a > cys Pri Psp 

Aw 

§ 22. Definition der Differentialinvarianten und Differential- 
parameter einer quadratischen Differentialform. 


Hs seien @,, %,-..%, ” wnabhiingige Veranderliche und dz,, 
dix,,...dx, thre Differentiale; wir betrachten die quadratische Diffe- 
rentialform: 


(10) (Pees > ade, dit (Gis == Oe) 
rs 

wo die Coefficienten a,; gegebene Functionen der # seien. Von diesen 
Functionen setzen wir voraus, dass sie in dem fiir die w in Betracht 
kommenden Aenderungsbereich endlich und stetig seien, ebenso wie alle 
ihre ersten und zweiten partiellen Differentialquotienten nach den «; 
ausserdem werde ftir diesen Aenderungsbereich die Discriminante @ der 
f stets als von Null verschieden angenommen. 

Driicken wir die » Verinderlichen x durch » neue willkiirliche Ver- 
inderliche # aus mittels der Gleichungen: 


Oy == i (Cie as pe ae ate de 


wo fiir die Functionen f; der x wieder die soeben getroffenen Voraus- 


setzungen gelten sollen, so werden die Differentiale dx,, da,, ... dap 
der linearen Substitution: 


"Ox 
(11) dx, = >) pidui, Pri = en (r == dle 25 Mee 2) 


i 
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unterworfen, und es geht f in eine neue quadratische Differentialform: 


(12) . jee > Dp AL, Aks 


tiber, wo 
Ox, Ox 
, Y RB 
y Au tt s 
ist. 


Die Determinante M der linearen Substitution (11) fiir die Diffe- 
rentiale ist hier die Functionaldeterminante der x nach den x’: 


Ox 
M —— mF 
, Ox |? 
und es ist 
a == Mea, 


wenn @ und a’ die beziiglichen Discriminanten von f und f” sind. 
Haben A,;, Aj, dieselbe Bedeutung wie im vorigen Paragraphen, 
so haben wir nach (9): 


(14) A, = > Aj ke a, a a : 
0: x Cx, 
Al 
Wir nehmen nun an, dass wir einen aus den Coefficienten a,, von f 
und deren ersten, zweiten, ... Differentialquotienten gebildeten Ausdruck 


¢ Gs Ot, \ 

9 (a Oa, ? Om, 9,7 a) 
haben von der Beschaffenheit, dass derselbe, wenn die » Veranderlichen 
x einer beliebigen Transformation unterworfen werden, in den Ausdruck 
tibergeht, der auf dieselbe Weise aus den Coefficienten d;, der transfor- 
mierten Form /f’ und ihren Differentialquotienten gebildet ist. Dann 
sagen wir, dass y eine Differentialinvariante der Form fist. Wenn 
in einem solchen Ausdrucke g ausser den Coefficienten der Grundform 
f und ihren Differentialquotienten eine gewisse Zah] von willktirlichen 


Functionen U, V ... samt ihren Differentialquotienten auftritt, derart, 
dass bei einer beliebigen Transformation der Variabeln immer noch 
04,5 aU eV ) Ors ev’ ) 
Be US a ae = 9 (a, Ou, Ue, eo : 
ist, wo U’, V’ ... dieselben Functionen wie U, V ... sind, nur dass 


an Stelle der w die a stehen, so sagen wir, dass m ein Differential- 


parameter ist. 

Es sind algo die zu einer quadratischen Form f gehérigen Differen- 
tialparameter Ausdriicke, die aus den Coefficienten von f, eimer ge- 
wissen Zahl von willkiirlichen Functionen und den Differentialquotienten 


40 Kap. 2. Quadratische Differentialformen. 


der Coefficienten und Functionen gebildet sind derart, dass sie sich het 
einer beliebigen Transformation der Veriinderlichen nicht andern. So- 
bald in einem solehen Ausdruck die willkiirlichen Functionen fehlen, 
haben wir eine Differentialinvariante. 

Ehe wir zur wirklichen Bildung der Differentialparameter schreiten, 
deren Kenntnis wegen der Anwendungen auf die Flachentheorie ftir 
uns notwendig ist, diirfte es zweckmiassig sein, den Weg, den wir in 
den folgenden Ausfithrungen einschlagen werden*), zu beleuchten. An- 
genommen, wir kennen eine Differentialform vom zweiten oder von 
hdherem Grade, ~, deren Coefficienten aus denjenigen der Grundform /, 
ihrén Differentialquotienten sowie einer gewissen Zahl von willkiirlichen 
Functionen und deren Differentialquotienten gebildet sind und welche 
die Higenschaft besitzt, bei einer beliebigen Transformation der Verander- 
lichen in die auf dieselbe Weise beziiglich der transformierten Form /’ und 
der transformierten willkiirlichen Iunctionen gebildete Differentialform y’ 
iiberzugehen. Wir sagen in diesem Falle, dass die Form ~ eine Diffe- 
rentialecovariante von f ist, und es ist klar, dass, wenn wir f und w 
als zwei algebraische Formen (der Differentiale) betrachten und ihre ab- 
soluten Simultaninvarianten bilden, wir eben Differentialparameter oder 
Differentialinvarianten erhalten werden, je nachdem in den Coefficien- 
ten von w willkiirliche Functionen auftreten oder nicht. 


§ 25. Erster Differentialparameter A, U und gemischter 
Differentialparameter V(U, V’). 


Ist U eine willkiirliche Function von a,, 2%, ... 2,, so haben 
wir im Quadrat ihres ersten Differentials: 


(dUy oe go Os AX, AX; 


Cx, Cx, 


Ts 


offenbar eine quadratische Differentialeovariante der gegebenen Form /. 
Bezeichnet /; eine willktirliche Constante, so wird demnach auch 


p= D>) (an + hae al dx, dit, 


eine Differentialcovariante von f sein. Die Coefficienten der verschiedenen 
Potenzen von & in dem Quotienten aus der Discriminante von gm und der- 
jenigen von f werden also lauter Differentialparameter mit der will- 
kiirlichen Function U sein. Insbesondere hat der erste Differential- 


*) Vel. insbesondere Ricci a. a. O. 


§ 23. Differentialparameter A,U und V(U,V). Al 


parameter, der Coefficient von & selbst, den wir mit A, U bezeichnen, 
offenbar den Wert 


er heisst nach Beltrami erster Differentialparameter der Fune- 
tion U. 

Ks sei nun V eine zweite willkiirliche Function; in dem Product 
der beiden Differentiale: 


Bd ee oz Ge ae 
nl 0X, Ou, 


_ haben wir wieder eine Differentialcovariante von f, und wenn wir die 
friihere Form g durch 


Q= a +h ae tes diy dis 


ersetzen und die obige Ueberlegung wiederholen, so sehen wir, dass 


der Ausdruck 
» { oU ave 
4irs % 
0z,. 0m, 


rs 


ein Differentialparameter mit zwei willkiirlichen Functionen U und V 
ist. Derselbe wird mit Beltrami durch das Symbol 


V(U,V) 


bezeichnet und heisst gemischter Differentialparameter von U 
und V. Es ist klar, dass, wenn im gemischten Differentialparameter 


(16) V(U,V) =D) 4, rare 


V =U gesetzt wird, sich der erste Differentialparameter A,U ergiebt. 


§ 24. Aequivalenz zweier quadratischer Differentialformen. 


Zwei Difterentialformen: 


f= =, Cnc Op Oks <3 f= =. A a 


rs 


nennen wir iquivalent, wenn es méglich ist, die 7, 7... gleich 
solehen Functionen der 2,', 4... %, zu setzen, dass die erste 
Form in die zweite tibergeht. Wenn die beiden Formen f und /,, d. h. 
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die a,, als Functionen der ~, die a’, als Functionen der x gegeben 
sind, so mtissen unter der Voraussetzung der Aequivalenz von f und f” 
die «, als unbekannte Functionen der x’ aufgefasst, gewissen partiellen 
Differentialgleichungen gentigen, deren Aufsuchung Gegenstand dieses 
Paragraphen sein soll. Wir gehen zu diesem Zwecke von der Gleichung 
(Lo ie 2ce Sago: 


aus und differenzieren dieselbe nach einer beliebigen von den Varia- 
beln x’, z. B. nach w/; dann haben wir*): 


tay / 2 
(a) Oy, OG, OL, 0%, OL, i i | LO 08, 7 OD, O78, 
a 7) 7 7 i 7s 7 7 7 m 
Ox, Ok, 0%, O8, Ou; BO 0n Oa Oa enon, 
tk I tk 


Hierin vertauschen wir s mit ¢ und gleichzeitig in der dreifachen 
Summe auf der rechten Seite die Summationsindices / und /; dann folet: 


0a, 0G;, O%, OX, O02, CPU 0 CX, 07%, 
D) 0x, = GeO d, (00 0ay + San OnMOR On as Om, uO BG Be 


tkl ik 


In dieser Gleichung vertauschen wir 7 mit s und rechts in der drei- 
fachen Summe und im zweiten Gliede der Doppelsumme die Indices 7 
und k. Die so entstehende Gleichung: 


04a,, OG,, 0%, OX, O%, | OL. Ot, Oty. O78, | 

(©) Ha a ae > % Ou, Ou, On, | Ox! Ox,’ da; | 
ikl 

addieren wir zu (b) und subtrahieren von der Summe die Gleichung (a). 

So erhalten wir: 


1 , / ie} ; as a 
04,4 4 Oa, 04, 0a, , ss Ody, OG,,\ 0%, Ox, Ox, ; 
0x, Cas Ou, Ox, Ox; 0x,) 0%, dx, Cx, | 

TRI 
2 lps 
+ 2 ley ee 
a ik 0x, Ou! Ou, 
tk 


Dividieren wir diese Gleichung durch 2 und verwandeln wir in der 
Doppelsumme rechts den Summationsindex & in J, so haben wir: 


*) Man beachte, dass die af, explicite Functionen der a’ sind, wihrend 
die a,, insofern Functionen der «#’ sind, als diese in den @ enthalten sind, 


also ist: 
Oy OU, 08, eth 
Ou, ; Om, Ov, fhe 
ji 


-§ 24. Aequivalenz quadratischer Differentialformen. 43, 


Wir fiihren mit Christoffel die Drei-Indices-Symbole: 
ie A Od;, Ody, at 
(17) Be 2 (oe ape ae ae 


ein und versehen dieselben Symbole fiir die transformierte Form f’ 
mit Strichen; dann lasst sich die obige Gleichung auch so schreiben: 


i“ yp . a Q 9 , a a 
Pe OX, ee OX, Ot, 07x, 
= AF > 5 ea eal > tL a TREE 
t - 0 x, — L | ou,’ 0x, - Ox, OX, 


Wir multiplicieren dieselbe mit 


g Dg ties 


wt 
0 vy 


summieren nach w und ¢ von 1 bis », indem wir beriicksichtigen, dass 


wegen (14), § 22, 8. 39: 


> 4; Ox, OX; A 
Lit Aa? lear = Oyls 
Ox, 0x, 


at 


und Sua yi = O fiir i + v, dagegen = 1 fiir «= v ist, und erhalten: 


7 
, fa : < Binal 
3S > mete Ox. > OL, Ot, rE 62x, 
f Aut t Ox. a er aT, Ay 1 + PETE. 
x Sal OX OW i OL, On. 
te t ik z $8 t 7 Ss 


= 


~~ 


l 


Wir fiihren nun die neuen Christoffel’schen Drei-Indices-Symbole : 


(18) {= a An Ba 


ein, wobei wir die analogen fiir die transformierte Form gebildeten 
Symbole mit Strichen versehen. Dann erhalten wir die Fundamental- 
gleichungen, welche wir aufstellen wollten: 


(I) 70 te ae eal Tie tas alae 


Dieselben driicken alle zweiten Differentialquotienten der unbekannten 
. . “TA . . e 
Functionen durch die ersten Differentialquotienten aus. 
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§ 25. Higenschaften der Christoffel’schen Drei-Indices-Symbole. 


Die Christoffel’schen Drei-Indices-Symbole werden in der Folge 
stets angewandt werden, und wir miissen daher auf thre eben 
etwas hier eingehen. 

Die durch die Gleichung (17) definierten al der ersten Art 


Ea besitzen offenbar die Higenschaft: 
ba ae be 
1 Tiss ie 
woraus nach (18) folgt, dass auch in einem Symbol zweiter Art 
pe die Vertauschung der beiden oberen Indices den Wert desselben 
nicht andert. ; 
Wir bemerken ferner, dass, wie sich die Symbole Ee durch die 


Differentialquotienten der Coefficienten der Grundform ausdriicken, so 
auch umgekehrt jeder dieser Differentialquotienten als Aggregat von 
zwei solehen Symbolen dargestellt werden kann. In der That ist: 


0 yy, al kl 
OD ja ee 
Es ist weiter zu bemerken: wie sich die Symbole der zweiten Art 


durch diejenigen der ersten mittels (18) ausdriicken, so auch umge- 
kehrt letztere durch erstere vermége der Formel: 


asm ye et 


Schliesslich leiten wir die Gleichung ab, die den logarith- 
mischen Differentialquotienten der Discriminante @ nach einem be- 
liebigen w als Aggregat von Drei-Indices-Symbolen der zweiten Art 
darstellt. 

Nach der Regel fiir die Differentiation einer Determinante haben wir: 


1 da Os, 
a On, = 2) As Ox, 
oder wegen nee 


og ele 


Die beiden Summen rechts sind einander gleich, also ist 


1 0a Shi at 
. 20 O20, ub Ie 
ih 


§ 26. Covariante 2. Differentialquotienten und 2. Differentialparameter Ay Ue AD 


Fiihren wir vermége (18) die Symbole zweiter Art ein, so erhalten 
wir demnach als die gesuchte Gleichung: 


dlogVa _ it\ 
(20) wp: 
Wacky, . ”) J 
z 
Aus dieser leiten wir eine neue ab, die wir bald werden benutzen 
miissen. Hierzu schreiben wir sie wie vorhin, addieren beiderseits 


a An Ba , wobei wir beachten, dass 
il ik Oa, 
Ml+Ll7]- Bey, 
ist, und erhalten: 
0 log Va OM, 
aie + > Ai B ez a An 7 Oe 


= 
> Aj;% Ge; = Const. 


k 


Da nun 


ist, so folgt, wenn nach x, differenziert und nach 7 summiert wird: 


Bian Pa 2 Da ie 


sodass sich als gesuchte Gleichung ergiebt: 


io 


log k ay: 0Ay 
(21) Ee efor) aa ee 


§ 26. Die covarianten zweiten Differentialquotienten und der 
zweite Differentialparameter A, U. 
* 


Unter Zuhilfenahme der Fundamentalgleichungen (I), § 24, S. 43, 
k6énnen wir nun eine quadratische Differentialcovariante der gegebenen 
Form f bilden, deren Coefficienten aus denjenigen von /, ihren Diffe- 
rentialquotienten und aus den ersten und zweiten Differentialquotienten 
einer willktirlichen Function U(#,, , ... %n) gebildet sind. 

In der That, bezeichnen wir mit U’ den Ausdruck, der aus U 
entsteht, wenn darin fiir die x ihre Werte als Functionen der x’ ge- 
setzt werden, so haben wir offenbar: : 


also: 


02 U" =e O2U Ck, Cx, He > aU 07x, 
0x,/ 0x, Ox, Ck, C8, OX, Ox, On Ou? 
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demnach wegen (1): 


e°U" Sa QU Oty Oy by 0x, O&, OU 
Ons Ome mel | \ Pot vas — Ox,0x, 04, Ox, ded |v } Ou, Ox, Ox, 


“Kh 


Werden in der dreifachen Summe auf der rechten Seite die Summa- 
tionsindices 7, k, v beziiglich in v, w, « verwandelt, so lasst sich die 
letzte Gleichung auch foleendermassen schreiben: 


eeu TS) 26 Uae aU foul aU) 2%, Ox 
ia, Le Dee iJ Cw, 6m,’ Cx, 


vo iw i 


Fiihren wir nun die Bezeichnung: 


See Tiel ou 
(22) On = 02,02, ep i} 0x, 


ein und bedienen wir uns derselben Bezeichnung mit Accenten fiir die 
transformierte Form, so erhalten wir: 
¢ Ox, OL, 
(23 Ura 2) Uru ot Ba 
Vit r s 
Diese Gleichung zeigt, dass die in (22) mit dem Symbol U,,, bezeich- 
neten Combinationen der ersten und zweiten Differentialquotienten der 


willkiirlichen Function U eben die Coefficienten einer quadratischen 
Covariante der Grundform f sind, denn aus (23) folet offenbar: 


> Urs di, Aky = > Ny 8 Det 
7TS8 Vee 


Die U,, heissen deshalb die covarianten zweiten Differential- 
quotienten der Function U beziiglich der quadratischen Grundform 7. 
Verfahren wir nun mit der covarianéen Horm: 


ay Ung A Xp Ais, 


(die als das zweite covariante Differential von U bezeichnet werden 
kann) ebenso, wie in § 23 mit dem Quadrat des ersten Differentials 
von U, so kénnen wir schliessen, dass die Coefficienten der verschie- 
denen Potenzen von / in dem Quotienten aus der Discriminante der Form: 
>) (Gre + RU ps) date dat 
i f 
und derjenigen der Grundform lauter Differentialparameter (zweiter 
Ordnung) von U sind. Insbesondere ist der Coefficient von k, den 
wir immer mit A, U bezeichnen und den zweiten Differentialpara- 
meter yon U nennen wollen, gegeben durch: 
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o2U Be Ne 
(24) d,U= DS) Arn Une = Sra} cos 2 aed sar 


Vermége der Gleichung (21) des vorigen Paragraphen kénnen wir 
A, U in eine andere Form bringen, die spater in den Anwendungen 
am haufigsten gewihlt werden wird. Setzen wir in (24) fiir die Sym- 
bole der zweiten Art ihre Werte in denjenigen der ersten ein, so 
haben wir: 


eu rs |oU 
Balla: a An 0m, 08, = 3) 4 Ail i 


aber nach (21) ist: 


rs 0 log Va 0A, 

= 2A I fe aie + Dia Om, ? 
bie a) ee OR Ge Si 1 0VaoU 
ae Va ae 7) ie Ox, Ox, 


also: 


was wir in der definitiven Form: 


(25) A,U = Teas se A,. Va 9 


schreiben k6nnen. . 


Bemerkung. Fiir die “Theorie der biniiren Formen (die aus- 
schliesslich in den Anwendungen auf die Theorie der Oberflachen auf- 
treten) sind die eingefiihrten Differentialparameter 

AU, V(UU,V), AU 
die grundlegenden. In der That lasst sich jeder andere Differentialpara- 
meter durch wiederholte Anwendung obiger drei Operationssymbole 
bilden*). 

Ks ist jedoch vorteilhaft, explicite noch einen anderen Differential- 
parameter zweiter Ordnung zu betrachten, der in der Theorie der Ab- 
wickelbarkeit sehr wichtig ist. Wir definieren ihn als Quotienten der 


beiden Discriminanten der Formen: 


*) Vgl. Darboux, Bd, 3, 8. 260, 
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Uy, da,” 4+ 2 Uy da, dat, + Uys dag”, 
(4, dy? + 2 Ay, Ax, Ady + Ag, Ax,” 

Wenn wir ihn mit A,,U bezeichnen, so haben wir: 


(26) aS ee 


2 
1 W22 — Ne 


Er driickt sich tibrigens durch die Fundamentalparameter vermége der 


Gleichung: 

2A, U.V(U, A,U)—A, (A, 0) 
(26*) A, U = — iA jc aee 
aus. 


§ 27. Vier-Indices-Symbole. 


Die Covarianten der Grundform /, welche wir bisher gebildet 
haben, enthielten in ihren Coefficienten willkiirliche Functionen. Wir 
wollen nun eine Covariante vierten Grades in den Differentialen bilden, 
deren Coefficienten aus denjenigen der Grundform und deren (ersten 
und zweiten) Differentialquotienten gebildet sind. Auf diese Weise 
sind wir imstande, uns Differentialinvarianten herzustellen. 

Dieses lisst sich dadurch erreichen, dass wir mittels geeigneter 
Operationen aus den Fundamentalgleichungen (1), § 24, 5. 43, die 
zweiten Ditfferentialquotienten eliminieren. 

Zu pe Zwecke gehen wir aus von den beiden Gleichungen (1): 


eee 0 &, So eed 

| Gaz bay — 0%, 

a le Seale Ot, fay|’ x, 
Cay 0a, tm On, Ox ae — lt) Cx; 


Differenzieren wir die erste nach a, die zweite nach x und sub- 
trahieren wir, so heben sich gewisse Glieder fort, und wir finden so: 
9 eS 9 [rh 


Es OL, OF; Ot, + {i}, are 


en ia RN aS: 1 , 
Ox, Ox. Ox, 0 as 0x, 


af 
= Ole aa at — a 
eee Bes Ox, 3a; ee ae 


p 
Setzen wir hierin statt der zweiten Differentialquotienten der a die 
durch die Fundamentalgleichungen (I) bestimmten Werte ein, so heben 
sich die Glieder, welche die Producte zweier erster Differentialquotienten 


rih 


§ 27. Vier-Indices-Symbole. AQ 


enthalten, auf, und wenn wir in einigen der Summen die Indicesbezeich- 
nung passend indern (so dass dieselben Differentialquotienten in den 
verschiedenen Gliedern sowohl der linken als auch der rechten Seite 
zum Vorschein kommen), so ergiebt sich die Gleichung: 


alr girh . | | he 

as a a Us +3(("] pees { : }) Ga Ta 0a 
oh | 

“3 (2. (ayereerten) 


ae Cu, Ox, Ox 
v fs h 
* und des Products -—-—’—" in den 
wx, Ox, 00, Oa, 


; 0 
Die Coefficienten von % 


beiderseitigen Summen sind nach demselben Gesetyz gebildet, der eine 
beztighch der Coefficienten der transformierten Form f’, der andre be- 
zliglich derjenigen der Grundform, und hingen beziiglich von vier 
Indices ab. Unter Hinfiihrung der neuen Bezeichnung: 


{v*| a {r } 
agcy tel v rai| Jlh rh\ {li \ 
eae eel) 
lisst sich die letzte Gleichung auch so schreiben: 


_. Ox, 02, Ox, Ox, 
(28) a {ry, ih} Wa taeda, | { at, By}’ oa; 


rih 


Zusammen mit den Vier-Indices-Symbolen der zweiten Art 
(27) fithren wir auch noch solche der ersten Art ein, indem wir setzen: 


(29) (rk, ih) = >layn (rv, ih) ; 
hieraus folgt dann durch Auflésung nach den Symbolen der zweiten Art: 


(29%) trv, th} ao Ayn(rk, ih). 


Ox, 
Multiplicieren wir (28) mit a, aa. und summieren wir tiber alle 
J 
oa) 


Werte von v und k, wobei wir beachten, dass nach Formel (13), 8. 39, 
oe a) , Ox, : 
AW Ok Oxy CEA ae 


ist, so ergiebt sich die Gleichung: 
Ou, O©, OL, 02, 


. , Q) % 
(30) (ad, b= > (rk, th) Ok, 0x; 0x, Ox,’ 


Bianchi, Differentialgeometrie. 4 
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also: 
(308) >) (a0, Bry dai, dM ada, da = >? (Fh, ih) da, dP xpd Mx, A a, 
apyo TRA 


wo d, d®, d®, d® die Symbole von vier verschiedenen Differential- 
systemen sind. 
In der quadrilinearen Form: 


(31). | ie ad ee (rk, th) dx,d® a, Dee d®) x, 


rkih 
haben wir also, wie verlangt wurde, eine Ditsientalewaeeee von f, die 
aus den Coefficienten von f und deren Differentialquotienten gebildet ist. 


§ 28. Kriimmungsmass einer biniren Differentialform. 


Wenden wir die Gleichung (30) auf den Fall einer biniren 
Form an, so kénnen wir leicht die Hxistenz der sehr wichtigen Dif- 
ferentialinvariante nachweisen, die als das Kriimmungsmass der 
binaren Form bezeichnet wird. 

Zu dem Zwecke entwickeln wir einige Higenschaften der Vier- 
Indices-Symbole erster Art (rk, th), die wir vor allen Dingen durch 
die Drei-Indices-Symbole erster Art ausdriicken wollen. Wegen der 
Gleichungen (27) und (29) haben wir: 


(rk, th) = Oye aa) ae Cyn —s! ae 
TDC > De ke ("| = 7} a iy). 
Nun ist nach (18*), 8. 44: 


Tele eel las 


rh 3 , 
: i Sie ee 
#301 PIED: 
C4,, Oy, 


Ase A ihre beziiglichen Werte (vel. (19) auf S. 44); 


+P) G+ 


also: 


= 
(rk, ih) =- alt 


Setzen wir fiir 
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ein, so folet hieraus: 


ete 9 > | | 
ga, ym) UT, sopaggen pape 


oder nach (18), 8. 43: 


3 a) a | 
wets rh\\tk ri|[ hk] 
Ot, On a te Daal? | J A 7s ee ad i ). 


(82) (rk, th) = e 


Entwickeln wir die beiden ersten Glieder, die nur die zweiten 
Differentialquotienten enthalten, so erhalten wir: 


, he a OF as, 070.7, 07 a,.. Coe 
ee 
2 \0x,0x, 02,0, OM, 0X Ox, 02, 


+ Biden | Led): 


Aus dieser Gleichung ergeben sich sofort folgende bemerkenswerte 
Higenschaften des Symbols erster Art: 
(a) (kr, th) = — (rk, th), 
(b) (rk, ht) = — (rk, th), 
woraus folet, dass, wenn die beiden ersten oder zweiten Indices ein- 
ander gleich sind, der Wert des Symbols identisch gleich Null ist*). 

Im Falle der biniren Differentialformen (= 2) sind nur vier 
der Symbole (rk, 7h) von Null verschieden, niimlich , 

(Coorg ob) (Ot 2). (ails 21), 

aber wegen (a) und (b) ist das vierte gleich dem ersten, das zweite 
und dritte gleich dem ersten mit entgegengesetztem Vorzeichen. 

Die Gleichung (80) des vorigen Paragraphen wird darin: 

On, Ot, OX, sy 


(12, 12)’ (12, 12) ( ee 


a7 a a , 
One Obey Oke Cay 


ise 


und da auch, wenn wir, wie iiblich, mit a und a die Discriminanten der 
Grundform f und der transformierten Form f’ bezeichnen, nach (5), 8. 37, 


} OX, ON, OL, OX, \? 
== ANA a aT aT 
Ong, Oks Oke OX, 


ist, so folgt daraus: 
(Giz, 2) 7. (12,12) 
Cathe eae 


*) Das Symbol (rk, ih) besitzt auch die durch die folgenden Gleichungen 
charakterisierten Higenschaften: 
(th, rk) = (rk, th), 
(rk, th) + (ri, hk) + (rh, ky) = 0, 


die wir im Falle n = 2 nicht zu beriicksichtigen brauchen. 
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Der Ausdruck: 
ist also eine Differentialinvariante der binaéren Form f. 
Sie wird das Kriimmungsmass oder die Krimmung der Form 


f genannt. 


= G2, 12) 
en 


§ 29. Verschiedene Ausdriicke fiir die Kriimmung. 


Es liegt uns nun ob, fiir die Kriimmung XK die verschiedenen 
Ausdriicke zu entwickeln, auf die wir in den Anwendungen auf die 
Theorie der Oberflachen werden zuriickgreifen mtissen. 

Aus (29*) folgen wegen der vorhin gefundenen Higenschaften des 
Symbols (rk, 7h) im Falle n = 2 die Gleichungen: 


Rag aot lo RO Rae Gila tee 
Ke NOOO tay ee eae 


die entwickelt lauten: 


Kon = {2 | fe loltlattettlatiatcitttaloted 
(IL) oy. eal PUURNOBAW Sieg Hit 

Kane |'a pode la JPL 8 bade af? 

ene merits pista) 


Nun schreiben wir die erste der Gleichungen (II) folgendermassen: 


Kay = 5 ae Maca ee wie eas 


HUST +2 (PHS): 
berticksichtigen, dass wegen (20), § 25 (8. 45) 


Bie LD SS Vee es] 22) Va 
ieee leJ ta tee 


ist, und setzen ein, so ergiebt sich: 


Am vali Gl a)) = ete 


11) Sapam lees 
a ae ‘eh eee 
1 1 i 


§ 29. Verschiedene Ausdriicke fiir die Kriimmung. bs 


Wegen der Gleichungen (vgl. (19) u. (18%), S. 44): 


ist aber 
LAP Oa, {12] 2a,, (aay 
ce ee \2 | at + 2a, (| ip 
also bleibt tibrig: 
0 Va {11 6 (Va {12 
mr 22 (t)-2 ts) 
(IIT) K Vales, \a, \ 2 Ca, \Gn | 2 


In dieser Gleichung ist natiirlich vorausgesetzt, dass a,, nicht gleich 
Null ist, und wir kénnen offenbar (wenn a, nicht gleich Null ist) die 
hierzu symmetrische Gleichung: 

: 0 (Va {22 0 (Va {12 
m x= 2-08(0)-2.04 
a) Valea, \a,, \ 1 02, \des (ate 
ansetzen. Merken wir uns endlich noch, dass im Falle 
Ay = Ms, = 0, 
in dem 


ze geile Cais ia ton Le Otis 
iy Re ate | Zhe Sid Ox, 


ist, die mittleren Gleichungen (II) 


1 do? log a,, 


(IV) I= — a 
G3 02, OL, 
geben. Hine wichtige Anwendung dieser Gleichung ist die folgende. 


Hs sei 


f = ,,d2,2 + ay, dx, d+ Ay, da,” 
eine indefinite bin’re Form (a,, 42 — 2,” <9) von der Kriimmung 
Null; durch eine reelle Transformation der Veranderlichen kann dieselbe 


auf die Form 
20,02, A2y. 


gebracht werden, wozu nach Zerlegung von / in seine (reellen) Linear- 


factoren: 


f = (ada, + Bday) (ydx, + Oday) 


nur 
tifa (ada, + Bdz,), =f u(yda, + ddi,), 
i 1 
Tea Hara 2a 
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esetzt zu werden braucht, wenn 4 bezw. uw ein Multiplicator (integrie- 
render Factor) von «da, + Bdax, bezw. yda, + dda, ist. Wenn aber, 
wie wir annahmen, K = 0 ist, so folgt aus (IV): 

| thy = X, X,, 

wo X, eine Function von 2,’ allein und X, eine von 2, allein ist. 
Setzen wir nun: 


V2[Xday=y,, V2, Xdy—%, 


so ergiebt sich: 
Oy dy? + 2 Ay, AX, A, + Mgg dX,” = dy, yy. 

Um y, und y, wirklich zu finden, brauchen wir nur zu beachten, 
dass es in diesem Falle einen Multiplicator von «dx, + bdr, — wir 
bezeichnen ihn mit e’ — giebt, dessen reciproker Wert e—” Multipli- 
eator von yda,-+ Oda, ist, und dass demnach die Gleichungen be- 
stehen: 


alee) _ ale’p) 


“ Cue On 
ale—"y) len") 
ee Sean niet 
durch welche die partiellen Differentialquotienten — om bestimmt 
Va, 


werden, da «d — By =+-0 ist. Also ergeben sich mittels einer Qua- 
dratur v und mittels zweier weiterer y, und y,. Wir haben demnach 
das Ergebnis: Hine indefinite binadre Form von der Kriimmung 
Null kann lediglich durch Ausfiihrung von Quadraturen in 
ein Product zweier Differentiale transformiert werden*). 


§ 30. Cubische Covariante (f/f, m) zweier simultaner quadratischer 
Differentialformen f und qg. 


Wir kehren nun wieder zur Betrachtung des allgemeinen Falles 
von # Verinderlichen zuriick und untersuchen zwei simultane quadra- 


tische Formen: . 
fp =>’ by SAL AN 


Y => Dyed, O20, 


“) Fiir eine definite Form von der Kritmmung Null ist das Resultat ganz 
ibnlich; nur sind in diesem Falle y,, y, conjugiert imaginiir. Wird dann 
Ys eer ls et 
gesetat, so geht die Form mittels Quadraturen in den Ausdruck de? + d6? iiber. 
(Vgl. 6. Kap., § 87.) 


§ 30. Cubische Covariante zweier quadratischer Differentialformen. 5i 


Or 


auf die Bildung einer simultanen cubischen Differentialcovariante hin, 
die ftir die Flachentheorie sehr wichtig ist. Setzen wir hierzu voraus, 
dass sich f und g beim Uebergange von den Verinderlichen x zu 


den w in 
f= >) G.. dai, da, y= G5 dat de, 
T8 


rs 


verwandeln, differenzieren wir alsdann die Gleichung (vgl. (13) auf S. 39): 
as OL, OX, 
Dre ao Ok Oa Oa 


nach # und setzen wir fiir die zweiten Differentialquotienten die durch 


ihe oe (1) (§ 24, 8. 43) bestimmten Werte, so erhalten wir: 
{**h3, (revi 
ee ru ae w | Dsu = 

0,1, {vA (a An ss au is 

as Fa As u Dx lu Oa | a. ao Oa, Bae 


wo die Christoffel’schen Symbole fiir f und die transformierte Form 
f gebildet sind. Diese Gleichung zeigt, dass wir in der cubischen Form: 


0b; 5 AS (42 ae 
pee a F ie me ; fue | dx;,di,.dx, 


(34) = 


ika 


bereits eine Simultancovariante von f und g erhalten haben. Fiir 
unseren Zweck jedoch ist die zu bildende Form die folgende: 

Von der Gleichung (34) subtrahieren wir diejenige, welche aus 
ihr durch Vertauschung von s mit ¢ hervorgeht. Dann ergiebt sich: 


Ob ee / fre fori 
Ae Bn — 2p Oa = 
Oi, (72) a Bet a 

te i 6m, | [Pan Pal be |e B eo Oa’ Oo Ou, ; 


Setzen wir demnach: 
b,, 


6 8 0b,.4 [rs | ee i 
Ue abe he, +2) p JO 2 pl ree? 
so ist die in den drei verschiedenen Systemen von Differentialen dz,, 


d)x,, dx, trilineare Form: 
Drs: AX AY 4, AM 20, 


rst 


eine Simultancovariante von f und g. Dieselbe mége mit 
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Ws ~) = Dr st AL, AD x, d® a, 


rst 

bezeichnet werden, wo b,,, die durch Gleichung (35) angegebene Be- 
deutung hat. Diese Invariante heisse die fiir die Form gm in bezug 
auf f gebildete trilineare Form. 

Wir sehen, dass, wenn go =f gesetzt wird, die trilineare Form 
(f, p) identisch verschwindet. Im allgemeinen driickt nun wegen 
der Invarianteneigenschaft von (f, m) das identische Ver- 
schwinden derselben eine Beziehung zwischen den beiden 
Grundformen f und g aus, die bei einer Transformation der 
Verainderlichen ungeaindert bleibt. 

Die Ausdriicke mit drei Indices b,;; besitzen die durch die folgen- 
den Gleichungen charakterisierten Higenschaften: 

Ora Op, = 0, 
Or st aia Dstr aa Dirs = 0. 

Aus der ersten derselben folgt, dass diejenigen 5,,; gleich Null 
sind, deren beide letzten Indices einander gleich sind. 

Im Falle 2 = 2 haben wir nur vier 6,;;, die nicht identisch ver- 
schwinden, und zwar 

Drie, bio, Doro; boo, 
von denen jedoch die beiden ersten, sowie die beiden letzten einander 
entgegengesetzt gleich sind. Hier wird das identische Verschwin- 
den der trilinearen Form (f,m) durch die beiden Gleichungen: 
Bia = 9, Dap, = 0 

oder, wenn nach (85) entwickelt wird, durch das folgende Glei- 
chungssystem ausgedriickt: 


OU 0 bys | 2 a 
Oi, Oa, Ur | Bs (ir ts }) Oe Uo | Bs °, 
Oe, Odes { 

On, \ 


Ox, oe 1 SF toe (y}- 


§ 31. Gleichzeitige Reduction zweier biniirer quadratischer 
Differentialformen auf Orthogonalformen, 


Wir betrachten zwei simultane binare quadratische Formen: 
f= My day" + 2a,, dx, da, + a, dx,”, 
Pp = Dy daz” + 2dj. dx, dry FE dys dax,’, 
und setzen wenigstens von der ersten voraus, dass ihre Discriminante 


@ = yy Mg, — M4,” von Null verschieden sei. 
In den Ausdriicken: 
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y2 go Ay1 Vag — 2 Oyo Py + Gee bi peek gee By Deg — Dy.” 


9 
M1 U9 — Aye Ay Ugg — Aye” 


haben wir zwei algebraische Simultaninvarianten yon f und p*). 
Bilden wir die Jacobi’sche Functionaldeterminante: 


Ada, + A,.d2, Aya Md, + Agy Ay 
by, dx, + dda, Dig dd, + dy» dry 
so haben wir eine Form, die bei einer beliebigen Transformation der 
Verinderlichen mit der Substitutionsdeterminante M als Factor repro- 
duciert wird, also gerade so, wie es bei der Quadratwurzel aus a der Fall 
ist (vgl. 8. 39). Daraus folgt, dass die quadratische Form: 


? 


1 Ay Mi, 4 MygAy yy Ad, + Ayy dary 
Veit, Gy" bi, dx, + Dy, dit, Dig dt, + Dog day | 
eine (irrationale) Simultancovariante von f und @ ist. Fiir diese dritte 
Differentialcovariante: 

O = 6, da? + Gy dx, dx, + Cyd x5" 
lasst sich unter der Voraussetzung, dass a,, nicht gleich Null ist, die 
Discriminante 4¢,,¢,. — ¢,,” identisch auf die folgende Form bringen: 


— 


if 2a ‘4 
eae 12 a 
4.613 C9 — C9" = — 5 {| a Bog — Ay, 044 — Oi (441012 — Mp b,.) | a 
4a 9 
a a3 ite — Ayzb41) | : 


Wir setzen nun voraus, dass die Form f definit, d. h. 

44 Agq — My" > O 
sei, dann folgt, dass 4¢,;¢. — G,” negativ ist. Auch kann dieser Aus- 
druck nicht gleich Null sein, wofern nicht die Proportion 0,, : Dy. : bys 
= My, 1 Ay 1 Agq besteht, d.h. wofern sich nicht g nur durch einen 
Factor von f unterscheidet. 

- Die quadratische Differentialgleichung: 
@=0 
zerfallt demnach, wenn wir diesen Fall ausschliessen, in zwei verschie- 
dene reelle lineare Gleichungen: 
(a) adx, + pdx, = 0, 
(b) ydx, + dda, = 0. 
Bezeichnen wir mit 
x,,—= Const., %—= Const. 


*) H und K sind die Coefficienten der ersten und zweiten Potenz der Con- 
stanten & in dem Quotienten 
1 | ayy + hb, Aye + hidys 
@ | Ay, + kdys Age + kde 
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die beziiglichen Integrale der Gleichungen (a) und (b) und fiihren wir 
dieselben als neue Veriinderliche z,’, 7’ ein, so ergiebt sich in den 
transformierten Formen: 


f= ayy day? + Qayy ba, date’ Age’ dt,”, 
p= dy dt? + 2049 dx, day + V9 dt,” 
gleichzeitig ; 
d= 4 Oe. 
In der That muss sich die Covariante: 
1 | Gy May yg Ay — yy A + gy dy’ 
Va" | Day dary + Dyy dat yy’ hat,’ 4 gg! dx,’ 
der Voraussetzung zufolge, abgesehen von einem Factor, auf das Pro- 
duct da,/dx,’ reducieren, und es ist demnach: 


O—= 


, ‘f [4 , 
{4 Dig — Ag D1, = 0, 


(c) | or Ae es 


CO Ee ial AP ae 

Multiplicieren wir die erste dieser Gleichungen mit 0,,’, die zweite mit 
b,,, und addieren wir, so kommt: 

Dio! (ya Dog’ — Age’ by’) = 9. 
Da die Folgerung a,’ 0g’ — eq" b4,’—= 0 auszuschliessen ist, weil sonst 
aus den beiden letzten Gleichungen die Proportion: 

Diy’ Dyp't Dag’ = Ay t Ag t Aye’ 
folgen wiirde, so haben wir mit Notwendigkeit b,."— 0, wonach aus 
(c) auch a,,—= 0 folgt. 

Umgekehrt sehen wir wegen der Invarianteneigenschaften von @ 
sofort, dass, wenn bei einer Transformation der Veriinderlichen x,, x, in 
neue Verinderliche #,', #’ in den transformierten Formen [’, p’ gleich- 
zeitig Ay = 0, byy—=O ist, die Integrale von (a) und (b) gerade 
x, = Const., a’ Const. sind. Wir haben demnach den Satz: Sind 
zwei binare quadratische Differentialformen gegeben, von 
denen wenigstens die eine definit ist, so kénnen in ihnen 
durch eine reelle Transformation der Veranderlichen die 
Mittelglieder gleichzeitig eliminiert werden. Die neu ein- 
zuftihrenden Veranderlichen sind diejenigen, welche gleich 
Constanten gesetzt die Integrale der Gleichung @=O liefern. 

Es ist klar, dass in dem Ausnahmefall, in welchem die beiden 
Formen einander proportional sind, diese Elimination auf unendlich 
viele Weisen méglich ist. 


Kapitel ITI. 


Krummlinige Coordinaten auf den Flichen. Conforme Abbildung. 


Krummlinige Coordinaten auf einer Fliche. — Linienelement. — Winkel einer 
Curve auf der Fl&éche mit den Parameterlinien. — Christoffel’sche Symbole, 
Differentialparameter und Kriimmungsmass. — Isothermensysteme. — Isometrische. 
Parameter. — Satz von Lie. — Conforme Abbildung einer Fliche auf die Ebene 
oder einer Flache auf eine andere. — Isothermensysteme auf den Rotationsflichen. 
— Stereographische Polarprojection der Kugel. — Doppelte orthogonale Kreis- 
systeme auf der Kugel und in der Ebene. — Darstellung der Bewegungen der 
complexen Kugel in Sich mittels linearer Substitutionen (Cayley). 


§ 32. Krummlinige Coordinaten auf einer Flache. 


o 
Hine Curve, die sich unter gleichzeitiger Deformation stetig im 
Raume bewegt, erzeugt eine Flaiche. Zur analytischen Bestimmung 
einer Flache kénnen wir durch ein thnliches Verfahren gelangen, wie 
wir es in §1 fiir die Curven eingeschlagen haben. Hierzu setzen wir 
voraus, dass die Coordinaten eines beweglichen Curvenpunktes: 


a= au), y=y(u), 22) 


ausser von der Verinderlichen w, deren einzelne Werte die einzelnen Punkte 
der Curve festlegen, von einem Parameter v abhingen, d. h. (in 
einem gewissen Bereiche endliche und stetige) Functionen der Ver- 


anderlichen w, v sind, so dass 
(1) b= XU, v), y= yu, »), 2 = a(u, v) 


gesetzt werden kann. 
Jedem speciellen Werte v, von v entspricht eine specielle Curve: 


| i au, 0), YS y(u, 4), a= au, W,)5 


findert sich v stetig, so bewegt sich diese Curve stetig im Raume und 
beschreibt so eine Flache, die durch die Gleichungen (1) analytisch 
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definiert ist. Durch Elimination von w und v aus den drei Gleichungen 
(1) ergiebt sich offenbar eine Relation: 

f (2, Y; z) 1 
und dies ist die gewdhnliche Gleichung der Flache. 

Diese Flaiche ist von dem System der eben betrachteten Curven 
bedeckt, von denen jede einem speciellen Werte von v entspricht und 
deshalb eine Curve v = Const. oder kurz eine Curve v heisst. 

Nun ist klar, dass, was beziiglich der Gleichungen (1) yon der 
Veriinderlichen v gesagt worden ist, auch fiir die Veranderliche w gilt. 
Erteilen wir also w einen constanten Wert w,, so liegt die Curve: 

o== HU, v), y = y(%, 2), Z = 2(u,, v) 
ganz auf der Flaiche, und wenn sich w stetig andert, so bewegt sich 
diese Curve und beschreibt die Flache. Wir erhalten so ein zweites 
System von Curven auf der Flache, die wir als die Curven w= Const. 
oder die Curven w bezeichnen. 

Ein Flachenpunkt P ist bestimmt, wenn in ihm die Werte u,, v, 
der Verinderlichen u,v bekannt sind. Anderseausgedriickt: jeder Punkt 
P ist als Schnittpunkt der beiden Curven: 

U=Wm, V=Y 
bestimmt, von denen die eine dem System w, die andere dem System 
v angehért. Die Parameterwerte w,, v, heissen die krummlinigen 
Coordinaten des Punktes, waihrend die Curven w,v als Parameter- 
linien bezeichnet werden. 

Hine Gleichung zwischen den Coordinaten des beweglichen Punktes P: 
(2) gp(u,v) =90 
beschrankt offenbar die Bewegung desselben auf eine auf der Flache 
gezogene Curve; wir sagen demnach, dass (2) die Gleichung dieser 
Curve ist. 

Die Zahl der krummlinigen Coordinatensysteme, die auf einer ge- 
gebenen Fiche: 


(3) f(%, Y, 2) = 9 
gewahlt werden kénnen, ist unendlich gross. Wir erhalten jedes der- 
selben, wenn wir die Coordinaten eines beweglichen Punktes x, y, 2 


durch zwei unabhingige Veriinderliche «, 6 so ausdrticken, dass wir durch 
Elimination von « und 6 aus den drei diesbeztiglichen Gleichungen: 


aA B), y = (a, B), a= ala, B) 
wieder zur Flachengleichung (8) kommen. Sobald ferner ein krumm- 
liniges Coordinatensystem (w, v) auf der Flache bereits fest bestimmt 
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ist, erhalten wir in der allgemeinsten Weise ein neues, («, 6), wenn wir 
u, v gleich zwei von einander unabhingigen Functionen von @, p: 


. aa ula, B), v=v(q, B) 

setzen. Dabei ist zu bemerken, dass sich, wenn z. B. u(«, 6) nur eine der neuen 
Veriinderlichen, etwa nur « enthielte, die Parameterlinien w bei einer 
solchen Transformation nicht aindern wiirden, da « mit w constant wiire, 
und umgekehrt; nur der Parameter, welcher die einzelnen Curven inner- 
halb des Systems festlegt und der vorhin w war, wiirde in a tibergehen. 

Endlich bemerken wir, dass beziiglich der Functionen: 

vu, v), y(u,%), 2, 2), 

welche die Cartesischen Coordinaten der Flichenpunkte geben, im Fol- 
genden stets vorausgesetzt wird, dass sie in dem ganzen Aende- 
rungsbereich fiir w, v endlich und stetig seien und auch end- 
liche und stetige erste, zweite und dritte partielle Differen- 
tialquotienten nach uw und v besitzen, ausgenommen héchstens 
in singuliren Punkten oder lings isolierten singularen Curven. 

Die krummlinigen Coordinaten, die wir auf diese Weise ein- 
gefiihrt haben, heissen auch Gaussische Coordinaten. Dieselben 
sind fiir das Studium der Eigenschaften der Flichen sehr vorteilhaft, 
da sie ihrer Natur nach mit der Flache an sich, ohne Riicksicht auf 
die Lage der Flache im Raume, innig verkniipft sind. 


§ 33. Linienelement der Flache. 


Denken wir uns auf der Flache eine beliebige Curve: 
(a) p(u, v) = 0 
gezogen und bezeichnen wir ihr Bogenelement mit ds, so haben wir: 
ds? = da? + dy? + dz’, 

worin fiir x, y, 2 die Werte (1) einzusetzen und in diesen w und v 
durch die Gleichung (a) zu verbinden sind. Alsdann haben wir: 

Ox Ou oy oy mS a i 
da =~ du-+ 5 dv, dy = Aig du ++ Pe dv, da a du + cs dv. 


Setzen wir nun mit Gauss: 


p= (su) + Gi) +a 


Ou Ox oy oY 02 02 
i EF 90 Bu Oo “Thai Ben! 
Ou \? oy\? 0z2\2 

a= (52) + (4) + Ge) 


so erhalten wir: 


62 Kap. 3. Krummlinige Coordinaten auf den Flichen. Conforme Abbildung. 


(5) ds? = Edw? + 2Fdudv + Gdv’, 
wo wegen der QGleichung (a) zwischen w und v die Differentiale du 
und dv durch die Relation: 


Op OD a ihe. 
ae du+ 3% dv =0 


od 


verbunden sind. 

Da der durch die Gleichung (5) gegebene Ausdruck fiir ds fiir 
jede beliebige auf der Flache liegende Curve gilt, so wird er als 
das Linienelement der Flaiche bezeichnet. 

Die quadratische Differentialform: 


Edw + 2Fdudv + Gdv?, 
die gleich dem Quadrat des Linienelements ist, heisst die erste 
quadratische Fundamentalform. Ihre Discriminante: 


Cy Oz |? | 02 Ou ® | Ox dy | 
EOF Ou Ou Ou Cu Ou ou 
ees ee ea 22 da| "| dw dy P 
Ov Ov dv Ov v Ov 
die wir abgekiirzt in der Form: : 
| 3a Oy oz ||? 
Ou Ou Ou 
ead Ph peat 
fee ae te dx. Oy 02 
Ov Ov Ov 


schreiben, ist positiv, d. h. die Form selbst ist definit. 

Es leuchtet ein, dass ihre Coefficienten HL, F, G, die durch die 
Gleichungen (4) gegeben sind, endliche und stetige Functionen von 
wu, v sind und nach den getroffenen Voraussetzungen auch endliche und 
stetige erste und zweite partielle Differentialquotienten besitzen. Ferner 
sind H, G, sowie EG — F” stets positiv, und unter 

VE, VG, VEG 
werden wir im folgenden stets die positiven Werte der Wur- 
zeln verstehen. 

In jedem Punkte einer Parameterlinie w oder v unterscheiden wir 
die positive Richtung der Curve von der entgegengesetzten negativen 
und setzen als positive Richtung der Curven w diejenige fest, nach 
welcher der andere Parameter v wiichst, ebenso als positive Richtung 
der Curven v diejenige, nach welcher der Parameter u zunimmt. Da- 


raus folgt, dass, wenn ds, ds, die positiven Bogenelemente der Curven 
w, v bedeuten, nach (5) 


dsy = VGdv, ds.=VEdu 


ist, 
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Bezeichnen 
cos(u,#), cos(u,y), cos (2, 2) 
cos(v,#), cos(v,y), cos(v, 2) 
die Cosinus der (positiven) Richtungen der Tangenten der Parameter- 
linien uw, v, so haben wir demnach: 


feos 1 0x 1 oy ay 

0) ce (u, x) = ya ae ; GOS (u, Y) —— VG Ay ; GOs (u, 2) =: VG rie 
mee 1 éy 1 02 

cos (VY, 2) SS ———_ g (4 ee aE Sais ees ; 

(v, #) VE ou’ cos (v, ¥) VE au’ cos (v, 2) “gate 


Fiir den zwischen 0 und x gelegenen Winkel , der in einem Punkte 
der Flache von den positiven Richtungen der durch den Punkt gehen- 
den Parameterlinien w, v gebildet wird, haben wir: 


COS @ = COs(U, “) Cos(v, %) + cos (u, ¥) Cos(v, y) + cos (w, 2) cos(v, 2) 


oder zufolge der obigen Gleichungen und (4): 


‘i ee 
daraus folgt weiter: fi eee 
(6%) sin =e 


wo die Wurzelwerte wie gewohnlich positiv zu nehmen sind. Aus (6) 
folgt: Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, 
dass die Parameterlinien auf einander senkrecht stehen, ist, 
dass in dem Ausdruck (5) fiir das Quadrat des Linienelements 
== Ost: 

Bemerkung. — Wir betrachten das von den vier Parameterlinien 
u,u-+du, v,v+dv auf der Fliche gebildete unendlich kleine Vier- 
eck; dasselbe kann bis auf unendlich kleine Gréssen héherer Ordnung 
als Parallelogramm angesehen werden. Da 


VE du, VGdv 


die Lingen seiner Seiten sind, wahrend der von den beiden ersten Seiten 
u, v eingeschlossene Winkel o durch (6*) gegeben ist, so ist sein 
Flicheninhalt gleich 

VEG — F? dudv, 
woraus der Satz folgt: Das Flichenelement do der Oberflache 
ist durch den Ausdruck: 


do = VEG — F?dudv 


gegeben, 
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§ 34. Winkel einer Flichencurve mit den Parameterlinien. 


Wir betrachten eine beliebige auf der Fliche gezogene Curve C, 
fiir welche die positive Richtung des Bogens s beliebig festgesetzt 
sein mége. Behufs der unzweideutigen Bestimmung der Winkel, welche 
die Curve C in jedem Punkte mit den Parameterlinien w, v bildet, 
denken wir uns in jedem Flaichenpunkte P die Tangentialebene gelegt 
und definieren als die positive Seite dieser Ebene diejenige, auf welcher 
die Drehung der positiven Tangente der Curve v in die Lage der Tan- 
gente der Curve w um den oben angegebenen Winkel @ in positiver 
Drehungsrichtung, die fiir uns diejenige von rechts nach links sein 
mége, erfolet*). Dieses vorausgeschickt, bezeichnen wir mit # den 
zwischen 0 und 2x gelegenen Winkel, um den sich die positive 
Richtung der Tangente der Curve v in positivem Sinne in der Tan- 
gentialebene drehen muss, um mit der positiven Richtung der Tan- 
gente der Curve C zusammenzufallen. 

Wenn ein beweglicher Punkt M lings C fortriickt, so kénnen 
seine krummlinigen und seine Cartesischen Coordinaten w, v; @, y, 2 
als Functionen von s aufgefasst werden, und wenn wir mit 


cos (C, x), eos(C, y), ~ cos (C, 2) 


die Richtungscosinus der Tangente der Curve C bezeichnen, so haben 
wir demnach: 


(c) cos(C, 2) = exdu , dx dv 


oxdu , cx dv _ Cy du | dydv 
ou ds a Ft AG. eae eae (C, y) ay ag 


Tz ? 
ou ds ov ds 


oz du Cz dv 
cos (C, 2) = ou ds te ov ds’ 


also: 
cos # = cos (C, #) cos (v, 2) + cos (C,y) + cos (v, y) + eos (C, 2) cos (x, 2) 


oder wegen der Gleichungen (b) des vorigen Paragraphen: 


(7) 00s di== 7 (2 i + F ae 


ds ds 


Nun besteht zufolee der Gleichung (5) die Identitiit: 


1 (qdu dey Eee aye 
glEGet Fa) t— a Gl} 


*) Hierbei halten wir an der schon § 7 (8. 12) beziiglich der Orientierung der 
Axen getroffenen Vereinbarung fest; wir setzen niimlich voraus>dass auf der posi- 
tiven Seite der wy-Kbene die positive Richtung von OY links von derjenigen 
von OX liegt. 
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woraus folgt: 
VEG — F* dv 

Die Zweideutigkeit des Vorzeichens wird dadurch beseitigt, dass 
sin ® nach der von uns getroffenen Vereinbarung tiber das Messen yon 
® positiv ist, wenn v mit s wiichst, negativ im entgegengesetzten 


Falle. Wir haben also: 


sino == 


(7*) ie a Oe Be do, 

Hieraus und aus (6) und (6*) des vorigen Paragraphen ergiebt sich auch: 
(8) gin (= 8). Ve mae 

Wie aus der Gleichung: 

(9) eo Eee a 


Edu+ Fdv 
hervorgeht, hangt der Neigungswinkel einer auf der Flache gezogenen 
Curve gegen die Parameterlinien nur von dem Verhiltnis der Zu- 
nahmen du,dv der krummlinigen Coordinaten lings der Curve selbst ab. 
Stehen die Parameterlinien auf einander senkrecht (J’= 0), so 
gehen unsere Gleichungen in die einfacheren iiber: 


(10) cos = VES", sind = VG, gee. 

Wir wollen nun annehmen, dass auf der Flache S von einem 
Punkte MM der Curve C eine zweite, zu C orthogonale Curve C’ aus- 
gehe, und wollen die Bedingung fiir die Orthogonalitét der beiden 
Curven aufzustellen suchen. 

- Im Punkte UM sind die Richtungscosinus der Tangente an C durch 
die Gleichungen (c) gegeben. Wenn wir mit ds das Bogenelement von 
C’, mit du, dv die Zunahmen der krummlinigen Coordinaten lings C’ 
bezeichnen, so haben wir analog: 

ewe) mF AIEEE, com) Fat 


i Oz OU Oz Ov 
Oe (C, a= Ou Os an ov Os” 


Die Orthogonalitiitsbedingung: : 
cos(C, «) cos (C’, x) + cos (C, y) cos (C’, y) + cos (C, 2) cos (C’, 2) = 0 
wird demnach: 

(11) Edudu + F(dudv + dv du) + Gdvdv = 0. 


Dieses ist also die Bedingung dafiir, dass die Linienelemente, 


Pa 


Bianchi, Differentialgeometrie. 9) 
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die vom Punkte (w,v) der Flache nach den beiden unendlich benach- 
barten Punkten (w+ du, v-+dv), (w+0u, v-+ dv) ausgehen, aut ein- 
ander senkrecht stehen. 

Mittels der Gleichung (11) kénnen wir leicht folgende Aufgabe losen: 
Gegeben ist eine Schar von oof Curven auf der Flache; ge- 
sucht wird die Differentialgleichung ihrer orthogonalen Tra- 
jectorien. Es sei die Gleichung der gegebenen Curvenschar, nach 
der willkiirlichen Constanten ¢ aufgelést: 


plu, v) =e. 
Sind du, dv die Zunahmen der krummlinigen Coordinaten eines 


Punktes (w, v) liings der durch den Punkt gehenden Curve y = ¢, so 
ist offenbar: 


oder: 


und (11) giebt als gesuchte Differentialgleichung der orthogonalen 
Trajectorien die folgende: 


(12) (E22 — 8?) gut (FS —G) dv =0. 


Hs ist jedoch hervorzuheben, dass wir, auch wenn die Curven der 
gegebenen Schar nicht direct bekannt, sondern nur durch eine Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung: 


Mdu-+ Ndv =0 
definiert sind, wegen der Proportion: 


Nw oP . eo” 
M:N=<: 


wu" Ov 
die Differentialgleichung der orthogonalen Trajectorien unmittelbar in 
der Form: 
(13) (EN — FM) du + (#N — GM) dv =0 


angeben kénnen. 


§ 35. Christoffel’sche Symbole, Differentialparameter und 
Krimmungsmass. 


Im den im vorstehenden Paragraphen behandelten Fragen, so- 
wie in allen denjenigen, die nur die sogenannte Geometrie auf der 
Flaiche betreffen, treten ausschliesslich die Coefficienten H, F, G der 
ersten Hundamentalform auf. Hs diirfte daher jetzt zweckmiissig sein, 


§ 35. Christoffel’sche Symbole, Differentialparameter und Kriimmungsmass. 67 
die expliciten Werte der Christoffel’schen Symbole, der Differential- 
parameter und des Kriimmungsmasses fiir unsere Form: 

Edw + 2Fdudv + Gdv? 
zu berechnen, in der jetzt w—2,, v=, 
uf, =F, tg =G 

ist; wir haben dann nach dem 2. Kapitel (S. 37): 


G FF iE 


41—pear 4u=—z@om 4n— ZG =F 


Die Christoffel’schen Symbole erster und zweiter Art haben nun nach 
S. 43 die in nachstehender Tabelle zusammengefassten Werte: 


flea) tf OF ea eo is ig OE Sas. 
RES BCI ine 2 os 1| dv 2 Ou’ 
OS ieee Apa Weep) 12] 106 ee 
Bel eda 8 Oo pA Oe Doiloene ts Dust 
OH OH ofr Ob oF OH 
= ; =} y fies St jae 
Fenn ety, eae at eu (tacieere eu +? ou Ov 
ce Sate 2(EG — F% EDR oo? ces 2(EG — F% 
OH OG OG 0B 
“Wade Ou UES ose tae 
re ope eee 2 |. eG Fe)? 
aA OG OG OG CF 
i GE 
Boe <i) ay (foyer pee ou Cv. 
i fe oe ee Ps Tae Nea te 2(EG — F?) 


Fiir die beiden Differentialparameter einer willkiirlichen Function 
g und den gemischten Differentialparameter zweier willkiirlichen Fune- 
tionen gy, w ergeben sich nach 8. 41, 47 beztiglich die Ausdriicke: 


(14) Ag = EG — F? 


1 gu Gu | | dv au | | 
VEG—F?\éu| VEG—F Go| VEG— F3 


(15) A.g = 


Op ow Op ow gee) oe 
( ma (Fi ov ' dv Ou plies 


Ou OU 
(16) Vy, ~) a op ; EG — F? 


Fiir das Kriimmungsmass unserer Fundamentalform (deren geo- 
metrische Bedeutung wir spiter als Kriimmungsmass der Fiche er- 
: ry = : AS : 

kennen werden), erhalten wir nach (III), § 29, 5. 53, wenn wir ftir die 


Be 
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Symbole ae be die in der Tabelle (A) angegebenen Werte ein- 


setzen, den Ausdruck: 


1 (0 Fr 0 1 oF 
ay) ae 2VEG— F? \ou | aya F? do VEG—F* du 
é 2 er on F za ' 
Ov | 7aa= F? Gu YHG— F? dv EVEG — F? 6u JJ 


Treffen wir nun die besondere Annahme, dass die Parameterlinien 
auf einander senkrecht stehen, d.h. /’ =O sei, so wird der vorstehende 
Ausdruck fiir K: 


es 1 Oo (A an ee 
Co ar VE a (gaye rae Dare Ve Gow) 
Ist noch specieller ausser L’ = 0 
a Giz h 
(was, wie wir bald sehen werden, ftir jede beliebige F'lache zu errei- 
chen ist), so ergiebt sich fiir AK der sehr einfache Ausdruck: 


1 (0? loga 0? loga 
(19) K= ihe 1 (‘ 2 oe By Sy 


2 Cw 


§ 36. Einfiihrung neuer krummliniger Coordinaten. 
Mittels der Differentialparameter kénnen wir die Aufgabe lésen, 
die Coefficienten der transformierten Form der Grundform: 
Edw + 2Fdudv + Gdv? 
zu berechnen, wenn statt der Veranderlichen w, v willktirliche neue, 
y, v, eingefiihrt werden. Es sei niimlich 


L,dg? + 2k dy dy + G,dy? 
die transformierte Form. Zufolge der Fundamentaleigenschaft der Diffe- 
rentialparameter sind die fiir die Grundform berechneten Werte von 
Ap, V,¥), Ae 
gleich den fiir die transformierte Form berechneten. Fiir letztere ergiebt 
sich aber aus (14) und (16): 


; 
1c E, 


MPG = VOY ret ae 


daraus folet: 


1 
A.pdAiy — 9 Cath LE, G, EG ae 


und es ist demnach: 
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A, Ve, wp) 


fe =; 
(20) : 4,9 A, %}— 7°, ¥)’ os 4,9 A,y — 779, ~)? 
a A. Pp : 
4,9 4,%— 97 (, 9) 


Wie man sieht, ist die Bedingung dafiir, dass die neuen Parameter- 
linien: 

gy = Const., wo = Const. 
einander senkrecht schneiden, die Gleichung: 


V(g, ~) 10; 
wie sich in anderer ‘Weise auch nach § 34 ergiebt. 
Wir bemerken noch, dass der gemeinsame Nenner in den Glei- 
chungen (20) identisch auf die Form: 


bo 


Leb] 

Ss 
}&> WD) wD 
sle e)e 


1 
Ap Ay —V'O, +) = Ae | 2 


had) 
= 
» 


gebracht werden kann. 

Die Gleichungen (20) wenden wir nun zum Beweise der schon 
vorhin erwahnten wichtigen Higenschaft an, dass (auf unendlich viele 
Weisen) eine solche Transformation der Veranderlichen vorgenommen 
werden kann, dass dabei H, = G, und F, = 0 wird. 

Zu diesem Zwecke wihlen wir fiir m eine reelle Lisung der par- 
tiellen Differentialgleichung: 


ae Oy Op OP 
a (San— Fe), 2 ( oo 7) _¢ 
du \ VEG— F? dv \ VEG—F? ; 


Der Ausdruck: 


d. h.: 


69 eo OF. 7 OP 
ae Ou ie Sarr ov 
VEG — F? VEG— F? 


ist alsdann das vollstiindige Differential einer Function, die wir mit 
bezeichnen wollen, sodass also kommt: 


Op pee 

ay he Faw 

Bier VEG — F? 

(21) Cg a) 
Ga hes 

Mie CUZ Leia 

ae ae VEG— F? 


Diese Gleichungen geben, nach den Differentialquotienten von g auf- 


gelost: 
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Ow Ow 
dor)! Gu enon 

e1*) a 
PEs SHORE 

OG gots LU 6 

dv VEG— F? 


Daraus folgt, dass die Function , die bis auf eine additive Constante 
durch (21) bestimmt ist, wieder eine Losung von: 


Aoy = 0 
ist. Wir nennen sie die zu conjugierte Lésung. 


Hs folgt ferner: 
Vg, y) = 0, Ay = Ay, 


und es nimmt demnach, wenn 4 = sees gesetzt wird, die trans- 
Ai® A, 2 
formierte Form wegen (20) die gewiinschte Gestalt: 
A(dg* + dy") 


an. 
§ 37. Isothermensysteme. 


Das soeben erhaltene Resultat ist von solecher Wichtigkeit, dass 
es zweckmissig sein diirfte, dasselbe noch auf einem anderen Wege ab- 
zuleiten. 

Wir zerlegen die quadratische Form: 


ds* = Edw + 2Fdudv + Gdv? 


in ihre beiden conjugiert imaginaren Linearfactoren: 

Ss {VBau-+ (FLiVEG—F*) a |} VEdu+(F-iVEG_—F aide oe a 
Aus der Integralrechnung ist bekannt, dass es Multiplicatoren von 
(a) VEdu + (F +i VEG —#) ae 


giebt; einer derselben sei w + ¢v. Dann oe wir, wenn wir mit 
p+ ip die (complexe) Function bezeichnen, -fiir welche der mit 
uw + iv multiplicierte Ausdruck (a) ein vollstiindiges Differential wird: 


(w+ iv) {Vz du+(F+iVEG— F dp + idw. 


Demnach wir ; 


(u— iv) {V Edu + (FS7y EG ne = dp — idw. 


A 


§ 37. Isothermensysteme. Cel 


Wenn wir die beiden letzten Gleichungen mit einander multipli- 
cieren und dabei 4 = ites al setzen, so folgt: 
wu Vv 
(22) ds? = A(dg? + dw’). 
Diese besonderen Orthogonalsysteme, in denen das Quadrat des 
Linienelementes der Fliche die charakteristische Form (22) annimmt, 
heissen Isothermensysteme. Ihre Bestimmung hingt, wie man 


sieht, von der Integration der Gleichung: 


VEdu + (F-+ivEG— F*) a 50 


oder: 

ds? = Edw? + 2Fdudv + Gdv? = 0 
ab. Die durch diese Gleichung bestimmten imaginiren Curven auf 
der Flache werden deshalb als Curven von der Linge Null (Mini- 
malcurven) bezeichnet; sie sind durch die Higenschaft charakterisiert, 
dass ihre Tangenten den imaginiren Kugelkreis im Unendlichen schneiden. 

Die Isothermensysteme (gm, w) besitzen eine charakteristische Eigen- 
schaft. Um diese klarzulegen, beachten wir, dass das Viereck, das auf 
der Flache von den beiden Curven gm, # und den unendlich benach- 
barten » +dg, w+ dw gebildet wird, bis auf unendlich kleine 
Gréssen héherer Ordnung als Rechteck angesehen werden kann. Wenn 
nun das System (m, w) isotherm ist, wenn ferner gy, ~ um unendlich 
kleine constante Betrige dgs dy wachsen und ferner noch dg = dyp 
genommen wird, so ergiebt sich niamlich sofort: Die Isothermen- 
systeme teilen die Fliche in unendlich kleine Quadrate. 

Endlich bemerken wir, indem wir zu den Gleichungen (21) zurtick- 
kehren, dass, wenn schon das urspriingliche System (w, v) isotherm 
war, jene Gleichungen einfach in die folgenden tibergehen: 

0 Ow OS 
6a. -00° ~ 00" Ou 

Diese Gleichungen besagen bekanntlich, dass m + iy eine Func- 
tion der complexen Verandertichen w + vv ist. 

Da sich ferner bei der Verwandlung von ~ in —w der fiir das 
Linienelement charakteristische Ausdruck (22) nicht andert, so haben 
wir das Ergebnis: 

Ist auf der Fliche ein Isothermensystem (yp, ») bekannt, 
so erhilt man jedes andere Isothermensystem (g’, ¥’), wenn 


man 


gp + iv’ = Fy + i) 
setzt, wo J’ das Zeichen fir eine willktirliche Function einer 


complexen Veranderlichen ist. 
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Wir fiigen noch hinzu, dass jede complexe Function » + vp, die 
aus zwei conjugierten Loésungen der Gleichung A,g = 0 gebildet ist, 
als complexe Veranderliche auf der Fliche bezeichnet wird. 


§ 38. Isometrische Parameter. 


Wenn in einem Isothermensystem, fiir welches das Quadrat des 
Linienelementes der Flache die Form: 


ds? = A(du,? + dv,?) 
annimmt, ohne dass die Parameterlinien geaindert werden, an Stelle 
der sie bestimmenden Parameter neue: 
th = 9%), % = vv) 
eingefiihrt werden, so geht das Quadrat des Linienelementes in die Form: 
ds? = A(p?(wdu? + wp” (v)dv*) 


iiber, wo der Quotient aus H = Ag”(u) und G = Aw” (v) offenbar ein 
Quotient (oder ein Product) von zwei Functionen ist, von denen die 
eine nur von wu, die andere nur von v abhangt. Ist umgekehrt in 
einem Orthogonalsystem (uw, v), fiir das 


(23 ds? = Edw? + Gdv? 
ist: 

. E U 
Ce Gaye 


wo U Function von wu allein, V von v allein ist, so kénnen wir auch 


Hi A eG ara 


setzen, woraus sich 
ds* = A(Udw? + Vdv?) 


ergiebt. Fiihren wir nun mittels der Gleichungen: 


[Vea =the [VF a =, 
neue Parameter u,, v, ein, so erhalten wir fiir ds? den Ausdruck: 
ds* = A(du,? + dv,?). 

Wenn also in dem Orthogonalsystem (wu, v) die Bedingung (24) 
erfiillt ist, so ist dasselbe gleichfalls isotherm. Die Parameter u,, v,, 
mittels deren das Linienelement in die charakteristische Form, bei der 
i = G ist, gebracht werden kann, heissen isometrische Parameter. 

Nach diesen Bemerkungen kénnen wir leicht die Bedingung dafiir 
angeben, dass die Curven g = Const. zusammen mit den Orthogonal- 
trajectorien ein Isothermensystem bilden. Hierzu ist notwendig und 


§ 39. Satz von Lie tiber Isothermensysteme. 73 


hinreichend, dass sich bei einer passenden Aenderung des Parameters, 
indem 9, = F'(q) gesetzt wird: 


A. = 9 
ergiebt (wegen (12), § 34, S. 66). 
Aber aus der Gleichung (15), § 385 (S. 67) folgt sofort: 
ALF@)] = F@) Arg + EF’) Aig, 


wo die Striche Differentiationen nach g andeuten, und also muss 


A EF” (g) 
2 Lop eyes ae ec 
25) 4.9 F’ (@) 
sein. Die rechte Seite ist eine Function von allein, folglich muss es 


A. 
A, 9 


so kann F() nach der vorstehenden Gleichung so bestimmt werden, 
dass A, f(g) = 0 wird; d. hb: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass 
die Curven m=Const. zusammen mit ihren Orthogonaltrajec- 
torien ein Isothermensystem bilden, ist, dass das Verhiltnis 
der beiden Differentialparameter von @ eine Function von 
allein ist. 


auch die linke sein. Umgekehrt, ist eine Function von @ _allein, 


§ 39. Satz von Lie iiber Isothermensysteme. 


Angenommen, die soeben aufgestellte Bedingung ware erfitillt, d. h. 
es waren in einem doppelten orthogonalen Isothermensystem die Curven 
des einen der beiden Systeme 

gy = Const. 
bekannt, so lassen sich diejenigen des anderen mittels Quadraturen 
finden. In der That geben die Gleichungen (21), § 36 (S. 69), wenn 
gm durch F(g) ersetzt wird, die Differentialquotienten von ~: 


og Te) 
ow RF ey ak Ou 
ou PO) aga’ 
Gee ape 
Ow F'( ) Ou Ov 
av YY EG — F 
wahrend aus (25) 
— [zea 
F 1f 
FAP) e 


folgt. 


Dieses Ergebnis kénnen wir folgendermassen aussprechen: Wenn 
die Curven gy = Const. einem Isothermensystem angehéren 
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und die Differentialgleichung der Orthogonaltrajectorien 
dieser Curven in der Form (8. 66): 
Be een GA 
Ov Ow Ow Cv 
AY —_-___—. dy 
EG en: VEG =e 
geschrieben wird, so hat man fiir dieselbe in dem Ausdruck: 


— f 22 a9 


Ni = & 


unmittelbar einen Multiplicator. 

Mit Lie kénnen wir diese Untersuchungen noch weiter fiihren 
und beweisen, dass, wenn fiir die Curven eines Isothermen- 
systems nur eine Differentialgleichung erster Ordnung: 

Mdu + Ndv = 0 
bekannt ist, deren Integrale die Curven der einen Schar sind, 
ihre Gleichung in endlicher Gestalt mittels Quadraturen ge- 
funden werden kann. 

Es folgt nimlich aus den Gleichungen (21), § 36 (S. 69), dass 
es unter dieser Voraussetzung einen Multiplicator 4 von Mdu + Ndv 
giebt, der zugleich Multiplicator von 

EN — FM ae i FN— GM 
VEG — F3 VEG_— 


ist. 
Setzen wir fiir den Augenblick: 
ease Ve f M fe N—— ooh ME 
VEG Te ee ee ean 
so haben wir demnach die beiden Gleichungen: 
QM) _ @QN) | 


Ov ou 
OAM,)  0QN,) 
Diem We bee con 


Aus ihnen folgt: 


1, OX aps) mt (2M on 


Ologa s+ \Ow ov Ou Cv 
ue os MN, — MN ’ 
(26) ; 1 1 
NG ce | w (Gs at) 
0 log a Ou Ov ow Ov 
bv MN, — M,N 


Es rei sich demnach 4 mittels Quadraturen*), 


*) Es sei bemerkt, dass —-MN, + NM, = = HN*—2FMN+ GM? wegen 
HG — F? > 0 nicht gleich Null sein kann, 


§ 40. Conforme Abbildung von Flichen. 15 


Ks ist auch ersichtlich, dass man hier gleichzeitig ein Mittel hat, 
aus der Differentialgleichung Mdu-+-Ndv = 0 m entscheiden, ob ihre 
Integraleurven einem Isothermensystem angehdren. Zufolge der Glei- 
chungen (26) ist dazu notwendig und hinreichend, dass der Ausdruck: 


oN 0M) (0%, OM, 
Ve i) ES aC: a) du + 
ON eG y, ON, OM, 
a ( ev) is "(os Ov ) fe 


ein vollstandiges Differential ist. 


§ 40. Conforme Abbildung einer Fliche auf die Ebene oder auf 
eine andere Flache. 


Auf einer Flache denken wir uns ein auf die isometrischen Para- 
meter uw, v bezogenes Isothermensystem gegeben, fiir welches also das 
Quadrat des Linienelementes die Form: 

ds* = A(du? + dv?) 
annimmt, und deuten w, v als die rechtwinkligen Cartesischen Coordinaten 
&, 7 eines Punktes in einer Hilfsebene (Bildebene), indem wir £ = wu, 
4 =v setzen. 

Auf diese Weise ordnen wir jedem Punkte P(w,v) der Fliche 
oder des Flachengebiets, auf das sich unsere Untersuchungen erstrecken, 
denjenigen Punkt P’(€, 7) der Bildebene zu, dessen Cartesische 
Coordinaten den krummlinigen Coordinaten von P gleich sind; wir 
haben somit eine Abbildung unserer Fliche auf die Ebene. Wir wollen 
nun nachweisen, dass bei dieser Abbildung die Winkel erhalten 
bleiben (Winkeltreue stattfindet), d. h. dass der Winkel, unter 
dem sich zwei beliebige Curven auf der Flache schneiden, gleich dem- 
jenigen ist, den die beiden Bildeurven in der Ebene bilden. 

Um dieses einzusehen, brauchen wir uns nur an die Fundamental- 
formeln des § 84, speciell an die Gleichung (10) (8. 65) zu erinnern, 
die in unserem Falle die Form: 


annimmt und erkennen lisst, dass jede auf der Flache gezogene Curve 
die Curven v = Const. unter denselben Winkeln schneidet, wie thre 
Bildeurve in der Ebene die Geraden 7 = Const. 

Wenn wir allgemein eine Zuordnung zwischen den Punkten P, P’ 
zweier Flichen (oder Flichengebiete) S, S’ festsetzen, derart, dass jedem 
Punkte P der einen Flache S ein Punkt P’ der anderen Fliche S’ 
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entspricht und dass, wenn sich P stetig auf S bewegt, der Bildpunkt 
P’ sich stetig auf S’ bewegt, so sagen wir, dass die eine Flache auf 
die andere abgebildet ist. 

Ist die Abbildung eine solche, dass die Winkel erhalten bleiben, 
so heisst sie conform oder winkeltreu. Bisweilen wird diese That- 
sache auch in der Weise ausgedriickt, dass man sagt, es herrsche bei 
dieser Abbildung Aehnlichkeit in den kleinsten Teilen, was offen- 
bar der Winkeltreue genau entspricht. 

Gemiiss dem zu Beginn dieses Paragraphen erhaltenen Ergebnis ist 
es klar, dass man behufs Lésung der allgemeinen Aufgabe, eine Flache 
S auf eime andere S’ conform abzubilden, nur beide Flachen auf 
eine Hbene conform abzubilden und dann die allgemeinste conforme 
Abbildung einer Ebene auf eine andere zu bestimmen braucht. 


§ 41. Allgemeine Lésung des Problems der conformen Abbildung. 


Bei der Lésung der zuletzt gestellten Aufgabe ist der Fall, in 
dem die entsprechenden Winkel einander gleich und von gleichem Dreh- 
sinn sind, von demjenigen zu unterscheiden, in dem sie zwar auch ein- 
ander gleich sind, aber entgegengesetzten Drehsinn haben*). Wir 
wahlen in den beiden Ebenen z, x’ zwei rechtwinklige Cartesische 
Axensysteme OX, OY; OX’, OY’, und es seien w, y die Coordinaten 
eines Punktes P von x, ferner x’, y’ diejenigen des entsprechenden 
Punktes P’ von xz’. Dann wird unsere Abbildung analytisch durch 
zwei Gleichungen: 


v= a' (2,9), y=y'@e,y) 
dargestellt, und wir miissen nun die Bedingungen suchen, die den 
Functionen x’, y’ von «, y (die wir, ebenso wie ihre partiellen Diffe- 
rentialquotienten, in dem abzubildenden Gebiet als endlich und stetig 
voraussetzen) auferlegt werden miissen, damit die Abbildung conform 
werde. 

Betrachten wir eine Curve in z, die von P in beliebiger Richtung 
ausgeht, so haben wir fiir die im positiven Drehungssinne gemessene 
Neigung ® ihrer Tangente gegen die v-Axe die Gleichung: 


__ ay 


und bei der Bildeurve C’ entsprechend: 


*) Hierbei setzen wir voraus, dass bei beiden Ebenen die positiven Seiten 
gemeint und die Coordinatenaxen in gleicher Weise orientiert sind. 
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oy 
peek? yy 
# , dy’ oe } ay 
(27*) to o ie ie 


eda ay 


Ist fiir eine zweite von P ausgehende Curve C, der Wert von @ 
gleich @, und der entsprechende von @’ gleich ,', so muss im Falle 
der directen Winkeltreue 


#,— 9 = 6,/— 9", 
dagegen bei der inversen Winkeltreue 

o,— a= 9'— 9, 
sein. Daraus folgt im ersten Falle: 


e=F+a, 
im zweiten: 
= — +a, 


wobei «& nur vom Punkte P abhanet und fiir alle durch den Bruch 


dy bestimmten Richtungen constant ist. 


dx 
Setzen wir zur Abkiirzung-tg«@ =m, so haben wir: 
r-. mttgs 
ee 1 m tgs’ 


wo die oberen Vorzeichen im ersten, die unteren im zweiten Falle 
gelten. Zufolge (27) und (27*) ergiebt sich hieraus die Gleichung: 


oy’ oy” dy dy 
a Oy da Wes Ea 

Ox’ ch a _ ay 
3a uae eda 


dy 
daz 


, 


die also fiir alle Werte von gelten soll. Daraus folgen die Be- 


zlehungen: 


Oa — oy oy 
die «’+ iy’ als Function der complexen Veranderlichen x —+-iy charak- 
terisieren. Wir schliessen daraus: Die allgemeinste conforme Ab- 
bildung einer Ebene auf eine andere ergiebt sich, wenn die 
complexe Veranderliche der einen gleich einer (willktirlichen) 
Function der complexen Verinderlichen der andern oder der 
zu dieser conjugierten Verinderlichen gesetzt wird. Im 
ersten Falle findet directe Winkeltreue statt, im zweiten 
sind entsprechende Winkel ebenfalls einander gleich, aber 
entgegengesetzt gedreht. 
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Wenn wir uns nun an das Ergebnis zum Schluss des vorigen 
Paragraphen erinnern, so folgern wir hieraus allgemeiner: Die all- 
gemeinste conforme Abbildung einer Fliche auf eine andere 
ergiebt sich, wenn die complexe Verinderliche auf der einen 
gleich einer Function der complexen Verinderlichen auf der 
anderen (oder der conjugierten Verinderlichen) gesetzt wird. 


§ 42. Isothermensysteme auf den Rotationsflachen. 


Die in den vorstehenden Paragraphen enthaltenen allgemeinen Hr- 
gebnisse wollen wir auf eine Klasse von Flachen anwenden, ftir die wir 
die Isothermensysteme unmittelbar bestimmen kénnen, auf die Rota- 
tionsflachen. Als Parameterlinien wihlen wir auf eimer solchen 
Fliche die Meridiane und Parallelkreise. Zum Parameter eines ver- 
anderlichen Meridians nehmen wir den Winkel w, den seine Ebene 
mit derjenigen eines festen Meridians bildet (Lange), und zum Para- 
meter des Parallelkreises seinen Radius r, sodass also der Fall des 
(geraden Kreis-)Cylinders einstweilen ausgeschlossen ist. Wahlen wir 
als g-Axe die Rotationsaxe und als festen Meridian, von dem aus die 
Linge @ gerechnet wird, denjenigen in der wz-Hbene, so sind die 
Coordinaten eines Punktes der Flache durch die Gleichungen: 

(28) t= COS, Y=rsing, 2 == H(r) 


gegeben, wobei ¢=q(r) die Gleichung der Meridiancurve ist. Fiir 
das Linienelement ds der Flache, ausgedriickt durch die Coordinaten 
ry, @, erhalten wir demnach die Gleichung: 

ds? = (1 + py?) dr? + +? da”. 
Fiihren wir statt » den von einem festen Punkte gerechneten Meridian- 
bogen w als Parameter ein, indem wir 


um [Vit ear 


? 


setzen, so haben wir: 

Mee p(w), 
wo die Natur der Function w durch die Gestalt der Meridianecurve be- 
stimmt wird, und es ist: 


(29) ds? = du? + rdo. 
Diese Gleichung gilt auch fiir den Fall des Cylinders, in welchem 
L=/PCoso, y=rsnw, g—u, r= Const. 


ist. Da nun r in der Gleichung (29) eine Function von w allein ist, 
so folgt hiernach nach § 38 (S. 72): 


§ 43. Stereographische Polarprojection der Kugel. 19 


Auf jeder Rotationsfliche bilden die Meridiane und die 
Parallelkreise ein Isothermensystem. 
Schreiben wir ferner (29) in der Form: 


dw? ‘ 
a do), 


ds?= r ( 


so sehen wir, dass @ und w, —{ isometrische Parameter sind. 
y fe 


Fiir jede Rotationsfliche kénnen wir demnach die Aufgabe, sie 
auf die Ebene conform abzubilden, lésen. Setzen wir insbesondere: 


§= 0 ee ae oe 
z 
und betrachten wir §, 7 als die rechtwinkligen Cartesischen Coordinaten 
eines Punktes der Bildebene, so haben wir eine conforme Abbildung, 
bei der die Meridiane und die Parallelkreise zu Bildern die zur y- 


bez. §-Axe parallelen Geraden haben*). 


§ 43. Stereographische Polarprojection der Kugel. 


Wir betrachten die Kugel: 
Oty +l, 
deren Radius wir der Hinfachheit halber gleich der Lingeneinheit 
gesetzt haben. Sie kann als Rotationsfliche mit der z-Axe als Drehaxe 
aufgefasst werden, und es sind dann die Coordinaten eines Punktes 


derselben: 
L—=sinucosv, y=snusinv, 4=—cosu, 


wo v die Linge und w die Winkeldistanz des Punktes vom Pol w= 0, 
d. h. das Complement der Breite ist; fiir das Quadrat des Linienele- 
mentes erhalten wir ferner den Ausdruck: 

ds? = du? + sin?u dv’. 
Da nun: 


und v isometrische Parameter sind, kénnen wir als complexe Verinder- 
liche auf der Kugel ¢ = e—“7+'?, d. h. 


*) Es sei erwihnt, dass bei dieser Abbildung die Loxodromen, d. h. die- 
jenigen Curven auf der Flache, welche die Meridiane unter constantem Winkel 
schneiden, die Geraden der Bildebene zu Bildern haben. _Daraus folgt z. B. der 
Satz: In jedem auf einer Rotationsfliche von drei Loxodromenbogen 
gebildeten Dreieck ist die Winkelsumme gleich zwei Rechten. 
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(30) t = cotg . ef? 


wihlen. Als complexe Verianderliche € in der Ebene des Aequators 
kénnen wir 

£ == oe" a 
wihlen, wo @, # Polarcoordinaten sind. Wenn wir dann t =, d. h. 


(31) e=cotg >: o= 


setzen, so haben wir eine conforme Abbildung der Kugel auf die 
Aequatorebene. Dieselbe ergiebt sich geometrisch wie folgt: Vom Pol 
u == 0 werde der Kugelpunkt M(w,v) auf die Aequatorebene nach m 
projiciert, dann ist dieser Punkt m gerade der durch die Gleichungen 
(31) bestimmte Bildpunkt. Diese Abbildung der Kugel auf die Ebene 
wird deshalb als stereographische Polarprojection bezeichnet. 

Ausser der Higenschaft der Winkeltreue besitzt diese Abbildung 
noch die andere sehr wichtige Higenschaft, dass jeder Kreis auf der 
Kugel als Bild in der Ebene einen Kreis hat und umgekehrt, wie sich 
mittels elementargeometrischer Betrachtungen beweisen lisst*). 

Unmittelbar folgt dieses aus den Abbildungsgleichungen (31), wenn 
man beachtet, dass die Gleichung eines Kreises auf der Kugel die 
Form hat: 

asinucosv + b sinu sinv + ¢cosu + d= 0, 


wo a, b, c, d Constanten sind, und dass das Bild des Kreises in der 
Ebene wegen (31) in Polarcoordinaten die Gleichung: 


2a0 cos # + 2be sind + c(o? — 1) + die? + 1) = 0 


hat, also ein Kreis (oder eine Gerade) ist. Die Umkehrung ist eben- 
falls eimleuchtend. 


§ 44. Doppelte Orthogonalsysteme von Kreisen auf der Kugel und 
in der Ebene. 


Mit Hilfe der stereographischen Abbildung der Kugel kénnen wir 
leicht die Aufgabe lésen: Alle méglichen doppelten Orthogonal- 


*) In sehr einfacher Weise folgendermassen: Zuniichst lisst sich, wenn 
M, M’ zwei Punkte auf der Kugel, m,m’ die beiden Bildpunkte in der Ebene 
des Aequators sind, um das Viereck MM’m’m ein Kreis legen. Wir nehmen 
nun an, M beschreibe einen Kreis C auf der Kugel, und MM’ sei eine specielle 
Lage von M, m’ der entsprechende Bildpunkt. Die Kugel, welche durch C und 
m’ geht, enthilt nach dem vorhin Gesagten den Kreis MM’ m’m (denn derselbe 
hat mit der Kugel drei Punkte gemeinsam), und deshalb ist der Ort des Bildpunk- 
tes m der Schnittkreis ¢ dieser Kugel mit der Ebene des Aequators. 
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systeme von Kreisen (oder Geraden) in der Ebene zu be- 
stimmen. 

Ein solches System muss, auf die Kugel projiciert, ein doppeltes 
orthogonales System von Kreisen (C), (C’) geben. Nun ist sofort 
klar, dass die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass sich 
zwei Kreise auf der Kugel rechtwinklig schneiden, ist, dass die Ebene 
des einen durch den Pol der Ebene des andern geht. Da hiernach fiir 
die Kreise des Systems (C) die Pole ihrer Ebenen in der Ebene 
jedes Kreises von (C’) liegen miissen, so ist ihr Ort eine Gerade g’, 
durch welche alle Kbenen des zweiten Systems hindurchgehen. Analog 
gehen die Kbenen aller Kreise des Systems (C) durch eine Gerade g, 
die offenbar reciproke Polare von g’ beziiglich der Kugel ist. 

Daraus schliessen wir, dass die allgemeinste Weise, ein doppeltes 
Orthogonalsystem von Kreisen auf der Kugel zu construieren, die ist, 
dass wir die Kugel durch zwei Ebenenbiischel schneiden, deren Axen 
reciproke Polaren beziiglich der Kugel sind. 

Setzen wir zunichst voraus, dass die Gerade g nicht Tangente der 
Kugel ist, so schneidet entweder sie oder ihre reciproke Polare g’ die 
Kugel in zwei getrennten reellen Punkten, die allen Kreisen des be- 
ziighichen Systems gemeinsam sind. Durch stereographische Projection 
auf die Ebene erhalten wir: 

A) Zwei orthogonale Kreisbiischel, von denen das eine 
reelle, das andere imaginire Scheitelpunkte besitat. 

-Ist insbesondere g die Polaraxe der Kugel, so geht das System (A) 
in die Geraden eines Biischels und in das System der concentrischen 
Kreise tiber, deren Mittelpunkt der Scheitel des Biischels ist. 

Ist g Tangente der Kugel, so beriihrt g’ die Kugel in demselben 
Punkte und steht auf g senkrecht, und durch stereographische Projection 
erhalten wir in der Ebene: 

B) Zwei Kreissysteme, die zwei auf einander senkrecht 
stehende Gerade in demselben Punkte (ihrem Schnittpunkte ) 
bertihren. 

Ist insbesondere der Beriihrungspunkt von g und g’ mit der Kugel 
das Projectionscentrum, so haben wir in der Ebene als Grenzfall ein 


doppeltes orthogonales Geradensystem. 


$45. Darstellung der Bewegungen der complexen Kugelfliche in 
sich mittels linearer Substitutionen nach Cayley. 


Wir denken uns nun die Kugel um ihren Mittelpunkt in sich 
gedreht. Indem wir jeden Punkt der Kugel durch den Wert bezeichnen, 


Bianchi, Differentialgeometrie, 6 


‘ 
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den die complexe Veriinderliche + in ihm annimmt*), sei tr’ derjenige 
Punkt, in den t nach der Bewegung iibergegangen ist. Da zwei von 
den entsprechenden Punkten t,t’ beschriebene Figuren congruent, mit- 
hin auch conform sind, so wird 7’ eine Function der complexen Verander- 
lichen + sein, und wir behaupten nun, dass r’ eine linear gebrochene 
Function von t: 


he, CEA ANP 
(32) apr rater | 


ist, 

Nach den Fundamentalsitzen tiber Functionen einer complexen Ver- 
tinderlichen erhellt dieses sofort daraus, dass +’ fiir jeden Wert von r nur 
einen Wert hat und umgekehrt. Hlementarer beweisen wir dieses, wenn 
wir beachten, dass sowohl auf der Kugel als auch in der Bildebene 
jedem Kreise, den + beschreibt, ein von +’ beschriebener Kreis ent- 
spricht. Nun sind diejenigen conformen Abbildungen der Ebene auf 
sich selbst, welche Kreise wieder in Kreise tiberfiihren, notwendig durch 
lineare Substitutionen gegeben**). 


*) Dieses ist offenbar gestattet, da zwischen den Werten der complexen 
Veriinderlichen + und den Kugelpunkten eine eindeutige Beziehung besteht, ein- 
schliesslich des Wertes t = oo, der dem Projectionscentrum entspricht. 

**) Dass eine lineare Substitution : 

ue +B 
(1) COE AS 
die von z’ beschriebenen Kreise in solche von z beschriebene tiberfiihrt (und um- 
gekehrt), lisst sich folgendermassen beweisen: 

Bezeichnen wir (mit Hermite) mit a die zu emer williciehea Grésse a 
conjugierte Grésse, so lautet die Gleichung eines von z’ beschriebenen reellen 
Kreises in der allgemeinsten Gestalt: 

’ Azz, + Be’+ Bz +C=0, 
wo A und C reelle Constanten sind. Die entsprechende von z beschriebene Curve 
hat wegen (1) die Gleichung: 


A(az + B) (oy % + By) + Blwz + B) (yo % + 9) + By (ey % + Bo) (yz + 9) 
Cz + 9) (oz, 6,) = 
und ist folglich wieder ein Kreis. TS ee 


Wir bemerken ferner, dass, wenn 7, ein beliebiger fester Punkt der Ebene 
ist, die lineare Substitution: 


, 
o 


= 


(¢ = Const.) 


z— &, 


die Kreise, die in dem festen Punkte z, eine bestimmte Richtung beriihren, in 
parallele Gerade iiberfiihrt, die durch passende Wahl von e einer der Coordina- 
tenaxen parallel gemacht werden kiénnen, Nach dieser Vorbemerkung stelle nun; 


eine conforme Abbildung der Ehene auf sich selbst dar, die die Kreise wieder in 
Kreise tiberftihrt. Die Parallelen zu den Coordinatenaxen in der ¢”-Ebene gehen 
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Die Determinante der linearen Substitution (32), ad — By, muss 


von Null verschieden sein und kann unbeschadet der Allgemeinheit 
gleich Kins gesetzt werden, so dass also 


(33) ad — py=1 


ist. Wir wollen nun untersuchen, welche besonderen Beziehungen 
zwischen den Coefficienten a, B, y, 6 bestehen miissen, damit die 
Gleichung (32) bloss eine Bewegung der Kugel in sich darstellt. Zu 
diesem Zweck driicken wir das Quadrat des Linienelements der Kugel: 


ds? = du? + sin? udv? 
durch die complexe Verinderliche + und ihre Conjugierte 1, aus. Da 
dige. Day 
t= coig> ee, t = cotg eX 


ist, so erhalten wir sofort: 


9 _ 4drdrt, 
ieee EA 
Damit (32) eine Bewegung darstellt, ist demnach notwendig und hin- 


reichend, dass sich 
dt’ dt,’ dt dt, 


(ct +I? @r + 1)? 


ergiebt oder auch, da wegen (32) und (33) 


Ne Pde e 
~ (yt oy?’ 


AT, 


ay SPOT Gre) 
ist, dass 


(ar a B) (oT Sm Bo) ae late 0) (Yot> + 99) = t% + 1 


Diese Gleichung muss fiir jeden Wert von + bestehen und giebt 
daher: 


ist. 


Oy + 7% = 1, wBy + 70) = 9, 
Ba + 0% = 9, BB, + 00, = 1. 


in der z-Ebene in ein System von Kreisen iiber, die zwei auf einander senkrecht 
stehende Gerade in ihrem Schnittpunkt bertihren. Diese gehen wieder mittels 


einer passenden linearen Substitution: 2° = oo, in Parallele zu den Coordina 


tenaxen in der 2’-Ebene tiber. wee 
Wird 2’= 2+ iy”, 2’=«'+ iy’ gesetzt, so muss also x Le Funetion 
von «’ oder y’ allein und entsprechend y” eine Function von y oder x’ allein 
i i i , zwischen 2” z’ ist offenbar: 
sein, und die Beziehung zwischen 2” und z’ 1 


” / 
2 = és, 


wo « constant (reell oder rein imaginir) ist. 
Es ist demnach ¢” mit zg linear verkntipft, was zu bewejsen war. 
6* 
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Wegen (33) reducieren sich diese Beziehungen auf die notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen: 


d= &, y=— po, 
d. h.: 0 ist conjugiert zu @, und y ist, abgesehen vom Vorzeichen, con- 
jugiert zu B. Daraus schliessen wir: 
Die allgemeinste Bewegung der complexen Kugelflache 
in sich wird durch die Vornahme einer linearen Substitution 
mit der complexen Verinderlichen t: 


(34) me peg (am + Bho = 1) 
dargestellt. 

Diese Gleichung riihrt von Cayley her. 

Bei jeder solchen Bewegung (34) der Kugel in sich bleiben die 
beiden Punkte, welche den Wurzeln der quadratischen Gleichung: 


Bot? + (@ — a&)t + B=O 
entsprechen, fest. Sie liegen offenbar eimander diametral gegeniiber, 
und die Bewegung besteht mithin bloss in einer Drehung um den sie 
verbindenden Durchmesser. Fiir den Winkel © dieser Drehung ergiebt 
sich leicht die Gleichung: : 


‘ QO) Ge a, 
(35) cos 9 == ce ea a 


*) Die Gleichung (35) ist im Falle 6 = ~, = 0 unmittelbar evident. Be- 
zeichnen wir nun mit S eine beliebige Substitution (84), mit 7’ eime Substitution 
(34), welche die beiden bei S festen Punkte in die Pole tr = 0, t = o© verlegt, 
so ist die Substitution: 

TST 


die aus S vermége der Substitution 7’ hervorgeht, eine Drehung von derselben 
Amplitude wie S um die Polaraxe. Dabei ist in S und TS7~+ die Summe 
des ersten und vierten Coefficienten dieselbe, wie die wirkliche Ausrechnung so- 
fort ergiebt, sodass damit Formel (35) bewiesen ist. 


Kapitel IV. 
Die Fundamentalgleichungen der Flachentheorie. 


Edu? +2Fdudv + Gdv? 

Ddu? + 2D’ dudv + D’ dv2. 
Gleichungen, welche die zweiten Ableitungen von «, y, z und die ersten Ablei- 
tungen von X, Y, Z geben. — Formeln von Gauss und Mainardi-Codazzi 
zwischen den Coefficienten H, I’, G, D, D’, D” der beiden Fundamentalformen. 
— Existenz und Kindeutigkeit der Fliche, die zwei solchen gegebenen Funda- 
mentalformen entspricht, welche den Gleichungen von Gauss und Codazzi ge- 
ntigen. — Kritimmungslinien. — Radien der ersten Kriimmung der auf einer 
Flache gezogenen Curven. — Meusnier’scher Satz. — Euler’sche Formel. — Du- 
pin’sche Indicatrix. — Totale und mittlere Kriimmung. — Conjugierte Systeme. 

— Haupttangentencurven (Asymptotenlinien). — Berechnung der 
Differentialparameter. 


Die beiden quadratischen Fundamentalformen: 


§ 46. Die beiden quadratischen Fundamentalformen der Flache. 


Bei den im vorigen Kapitel angestellten Untersuchungen tiber ge- 
wisse Higenschaften der Flichen haben wir nur eine einzige Differen- 
tialform auftreten sehen, diejenige nimlich, welche das Quadrat des 
Linienelementes der Flache darstellt: 

f = ds? = Edw? + 2Fdudv + Gdv’, 
d. h. die erste Fundamentalform. Werden jedoch diejenigen Higen- 
schaften untersucht, die der wirklichen Gestalt zukommen, welche die 
Fliche im Raume hat, so tritt neben der ersten noch eine zweite 
quadratische Differentialform auf, und wie wir sofort sehen werden, 
kommt die Flachentheorie, von unserm Gesichtspunkte aus 
betrachtet, im wesentlichen auf das Studium zweier simul- 
taner quadratischer Differentialformen hinaus. 

Behufs Einfiihrung der erwahnten zweiten Differentialform bestim- 
men wir zuniachst die Cosinus der positiven Richtung der Flachen- 
normale; dieselben werden wir stets mit 

YS, 87, 
bezeichnen. 
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Wie in § 34 setzen wir fest, dass die positive Seite der Tangen- 
tialebene diejenige sein soll, auf der die positive Richtung der Tan- 
gente der Curve w links von derjenigen der Tangente der Curve v 
liegt *). 

Die positive Richtung der Normale ist diejenige, welcher die posi- 
tive Seite der Tangentialebene zugewandt ist. Nach bekannten For- 
meln der analytischen Geometrie haben wir dann wegen (b), 5. 63: 


Udy Lawes LCC Lee 

1 |VEou V#Hou alse itt vlad gee Gu VE éu 
= Gino od Oy" Oe Te saa 1 G2 dee 
VGdv VE ov VG dv VG 60 | 


Oo ae 1 ge gga 


wo @ der in § 33 definierte Winkel der Parameterlinien ist. Aus der 
Gleichung (6*) desselben Paragraphen (S. 63) folgt dann: 


Outs 0a Ox 
: 1 Ow Ow fi ou ou 
(1) ON Ne ip > ) — o seek 
VEG— "| Oy 08 VEG— F?| 02 On 
| dv Ov dv dv | 
eos 
aaa ae Ou Ow | 
VEG— F* | dx dy | 
ov Ov 


Die zweite Differentialform, die wir einfiihren, ist: 


yp = — (dadX + dydY + dzedZ), 
wofiir wir uns stets der Bezeichnung: 
(2) gp = — LdxdX*) = Ddw + 2D'dudv + D" dv? 


bedienen werden. 
Wir geben anschliessend hieran die verschiedenen Formen an, 
. . * Waly ‘2 ad . . 
auf die man die Coefficienten D, D’, D” von g bringen kann. Aus den 


Identitaten: 
OM Cx 
Xa = 9, > Xs, = 0 


*) Wir halten immer daran fest, dass auf der positiven Seite der ay-Ebene 
die positive Richtung von OY links von derjenigen von OX liegt. 

*) Das Summenzeichen X bezeichnet hier und im folgenden eine Summe 
dreier Glieder, von denen das zweite und dritte aus dem ersten dadurch abge- 
leitet werden, dass #, X beztiglich durch y, Y; 2, Z ersetzt werden, 
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folgen durch Differentiation nach w und v die weiteren: 


iE Cel OX Ox 
pes Ow? Ou Ou’ 


x Orn i RY OX Ox 
Ov? a> Ov Ov 


Wir haben demnach: 


= ee e OX 0x 
D=>'X; a = Bu Bu? 
3 pet =nas OX Of Sy OX dx 
( ) D = ue Ov Ou aw Ov’ 
Lyrae ¥ OX Ox 
D > as 558 rqeie 00 Ov 


Zufolge der Gleichungen (1) kénnen wir D, D’, D” auch in Deter- 


minantenform schreiben: 


Oa oy 072 | Oty OY Oo 
Ow Ow? du? Ouev ouov Cuodv 
ee py OE 
VEG— F?| Qu ou du)’ VEG—F?| eu Cu Cu 
CE ED hy OF de dy oa 
dv ov Ov Ov Ov ev 

OL 07 Yin Goa 

Ov? Ov? dv? 

” it Oz Oy G2 

= VEG—F?| 04 ou Ow 

Ox Oy O08 

| dv Ov ov 


Die beiden quadratischen Differentialformen: 
f= da? = Edw + 2Fdudv + Gav’, 
po = — SdadX = Ddu?+ 2D'dudv+ D" dv’ 
heissen die erste und die zweite Fundamentalform der Fliache, 


Es ist klar, dass dieselben bei einer beliebigen Transformation der 
Parameter wu, v in die neuen Fundamentalformen tibergehen. 


§ 47. Formeln fiir die zweiten Ableitungen von ~, y, 2 und fiir 
die ersten Ableitungen von X, Y, Z. 


In diesem Paragraphen wollen wir die grundlegenden Glei- 
chungen unserer Theorie aufstellen. Hierzu schicken wir die folgende 
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Bemerkung voraus: Sind A, B, C drei beliebige Functionen von w, », 
so kénnen wir, da die Determinante: 


Ox Ou 

hi oe 

AME Diy NE he ia 
Ou Ov 

Oz Ov 

Fu oe 


nicht gleich Null ist, drei unbekannte Coefficienten «, 6, y so bestim- 
men, dass die Gleichungen gelten: 


0 04 
A=a7 4+ po + 7X, 


0 0 
(a) Boo 4 poo ty, 


Nach dieser Vorbemerkung bedienen wir uns fiir den Augenblick 
wieder der Bezeichnung mittels Indices und setzen: 
b =i, 1) = Uy 
E=a@,, F=aMy,, G= Age y 
D=b;, D=by, D'= dg. 
Da nach (4), S. 61: 


ist, so folgt daraus nach (17), 8. 43: 


AO 72 ap 
0x Oa __ [rs], 
OU, OW,.0W, t 


Wenn wir in den Gleichungen (a) 


ora ) ory 072 
=~ AT? J =F s 
OW, OU, OU, OU, 


== An ae. 
OW, OW, 


. 4 A Ox 4 
setzen, dieselben dann der Reihe nach zuerst mit 2” , ub coe 


Ou, Ou,’ Ou? dann 


tig da) 0. 0 ain Lae cher rie 
mb <2) 2 ey Cannan X, Y, Z multiplicieren und jedes Mal 


A bee tera 
Oly Oy Oe 
addieren, so folgt: 


rs 
Ay, % Ay B = ae 


SRS 
Aye 0 > Ugg B = I", 


a b. 
hieraus weiter nach (18), 8. 48: 
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p= af] + 9[%]- 


nnd es ist demnach: 
Beet ahr a\ oe fa 2 
ed Me fou. 


oder kiirzer mittels der Bezeichnung fiir die covarianten zweiten Ab- 


leitungen (§ 26, Gleichung (22), 8. 46): 
Lys bys LG. 


Schreiben wir die Formeln (a) in den alten Bezeichnungen mit Riicksicht 
auf unsere Ergebnisse, so erhalten wir die erste Gruppe von Funda- 
mentalgleichungen: 
0? x (11| dx (11) dx 
| eu ON eae 
Gat | (dele (12) dx 
iD Peace ee ee 
7) 


G22 22| ea (22)\ x ” 
a ifort lata aig ee 


wobei wir diejenigen fiir y und z weglassen, die ganz analog sind und 
aus den vorstehenden dadurch BoE OEe Ren, dass X bezgl. durch Y, Z 
ersetzt wird. 

Die zweite Gruppe von Fundamentalgleichungen ist diejenige, 
welche die ersten partiellen Differentialquotienten von X, Y, Z durch 


ae X u.s. w. ausdriickt. 


ou’ dv? 
Wir setzen in den Gleichungen (a) der Reihe nach entweder 
ax ay ag 
Sg 0. Ow 
oder 
ox oY OZ 
A= av’ Sarr Ce 


Dann erhalten wir, wenn wir der Reithe nach das erste Mal mit 


= = Ea das zweite Mal mit ee os das dritte Mal mit X, 
Y, Z multiplicieren und jedes Mal addieren, fiir jeden der beiden Falle 
Formeln fiir «, 6, y. Setzen wir diese Werte «, 6, y alsdann in die 
betreffenden Gleichungen (a) ein, so ergeben sich die gesuchten Glei- 


chungen: 
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ox FD'’—GD 0« FD— ED’ Cu 
ou =—s EG — F* Ou T BGS FP oe’ 
Oe ox FD"— GD’ 0x FD'— ED" 64 
Qe.” EGS TE? ou as EG — F* ov’ 
wo die analogen fiir X und Y wieder weggelassen sind. 
Wie man sieht, sind die Coefficienten der rechten Seiten der 
Gleichungen (I) und (ID) lediglich mittels der Coefficienten der beiden 


Grundformen: f und @ gebildet*). 


§ 48. Formeln von Gauss und Mainardi-Codazzi zwischen den 
Coefficienten ’, I’, G, D, D’, D” der beiden Fundamentalformen. 


Die sechs Coefficienten der beiden Grundformen, 
d dipped ede Doo, 
sind nicht von einander unabhangig, sondern durch drei wichtige Rela- 
tionen verbunden, die wir nun aufstellen wollen. Dazu setzen wir die 
Bedingungen fiir die Integrabilitét des Systems (1) an: 


0 ey 0 (<2) —0 
Ov \euw? Ow \Owdv , 


hi (=) £ (<3) es 0, 


lz cee 2 +} s+ Dx)—A(()] fh e+DX)—0, 


OU 
0 ({22\ dx 22| 0x i 6 ({12\ aa , [12) dx ; 
AC 1 set 2 [ae tD x)—- (| 1 pee 2 | se+D'X)—0 
nebst analogen fiir y und z. Hs ist klar, dass sich unter Benutzung der 


Fundamentalgleichungen (I) und (II) selbst die linken Seiten der Glei- 
chungen (b) identisch auf die Form: 


Ov 
bringen lassen; es miissen daher gleichzeitig die Gleichungen bestehen: 


Ou Ox , Ox ,Ox , 
ont pe pk 0, oo ee ye 0, 


a) 
oy oy , OY 04 ; 
Oat Pay ee Oe ee ey Pam, 


02 Oz moe iO8 $ 
On, Baa Ue Oe ep ee 


—_ 
ov 


‘e} 


*) Insbesondere ist stets festzuhalten, dass die Christoffel’schen Symbole hat 


die in (I) auftreten, beztiglich der ersten Fundamentalform f gebildet sind. 
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Wir haben somit als gesuchte Integrabilititshedingungen: 

AS aaa 0, p= 0, eS 0, 

==) § —= Oy == 0; 
Die vier Bedingungen: 

p=0,-o=0, B=0, of =0 
lauten in den Christoffel’schen Vier-Indices-Symbolen (§ 27, Formel (27), 
S. 49) geschrieben wie folgt: 
DD" — D"” 


Bea, WS 02 eb ON 
ee ear? 1), 
poaige 6 122,12), 
eG (21 9 1) 


Bezeichnet AK das Kriimmungsmass der ersten Fundamentalform, 

so ergeben diese Gleichungen itibereinstimmend (Formeln (ID, S. 52): 
DD" — D"” 

(III) Few — * 
d. h. in Worten ausgesprochen: Der Quotient der Discriminanten 
der beiden Fundamentalformen @ und f ist gleich dem Kriim- 
mungsmass K der ersten Fundamentalform f. 

Was die beiden weiteren Bedingungen: 


y) 


ec ery doa 


betrifft, so lauten dieselben entwickelt: 


hc ae Sta Fas Da Pisce 0, 
bears el a+((e}— bao [e] a0 


ow Ov 
Sie besagen nach den Formeln (V) des § 30 (S. 56), dass die fiir 
die zweite Fundamentalform g beziiglich der ersten f ge- 
bildete trilineare Covariante (f,-g) identisch verschwindet. 
Die Gleichung (II1) ist von Gauss in den Disquisitiones u.s. w. auf 
gestellt worden. Dort finden sich bereits alle Elemente zur Ableitung 
der Gleichungen (IV) vor. Dieselben werden gewohnlich als die Glei- 
chungen von Codazzi bezeichnet, weil sie den von diesem Mathe- 
matiker aufgestellten vollig aquivalent sind*); in eimer anderen Form 
sind sie weit friiher (1856) von Mainardi abgeleitet worden*). 


*) Annali di matematica, 2. Bd., 8. 273 (1868). 
**) Giornale dell’ Istituto Lombardo, 9. Bd., 8. 395. 


92 Kap. 4. Die Fundamentalgleichungen der Flachentheorie. 


Mit Hilfe der Gleichungen (20) des § 25 (8. 45), namlich: 


dlogVEG — F? {11 fn 
ao =the 
ae ee a0 {ral, 


kénnen die Gleichungen (IV) auf eine bemerkenswerte Form gebracht 
werden. Sie sind namlich dem folgenden System Aquivalent: 


io (Gee) - 3 (re) Rvabcess = 


ae A 
oa VEC 


mt || yaeSRo 


Ces 


0 D 0 De a seal a D 
5 (Gee) ss (yee ai Vee =r 
9 {12) eee: Mes LS 
t Te pyeeea VEG — F3 
Die Gleichungen (IIT) und (IV), die zwischen den Coefficienten 

der beiden Fundamentalformen bestehen, geben die notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen an, denen diese Coefficienten gentigen miis- 
sen. Kleiden wir diese Higenschaft in eine pracisere Form, so gilt 
némlich der foleende Fundamentalsatz: 


Sind zwei quadratische Differentialformen: 
f = Edw’ + 2F dudv + Gav’, 
g = Ddw? + 2D’ dudv + D’ dv? 
gegeben, von denen die erste definit ist, so ist es, damit 
eine Flache existiert, die dieselben beziiglich als erste und 
zweite Fundamentalform besitzt, notwendig und hinreichend, 
dass die Gleichungen (III) und (IV) befriedigt werden. Sind 
diese Bedingungen erfiillt, so ist die entsprechende Flache, 
abgesehen von Bewegungen im Raume, eindeutig bestimmt. 
Durch den Beweis dieses Satzes, den wir sogleich fiihren werden, 
wird die den Formen f und » beigelegte Bezeichnung: Fundamental- 
formen gerechtfertigt, und es leuchtet cin, dass alle aus der Gestalt 
und Grésse der Fliche sich ergebenden Higenschaften nur von den 
sechs Coefficienten der Fundamentalformen abhangen werden. In Ana- 
logie mit der fiir eine Curve eingeftihrten Bezeichnung: natirliche 
Gleichungen kénnen die Gleichungen: 
f = Edw + 2Fdudv + Gdv?, 
yp = Ddw + 2D'dudv +D" dv? 


kurz die natiirlichen Gleichungen der Flache genannt werden, 
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§ 49. Existenz und Eindeutigkeit der Fliche, die zwei solchen 
gegebenen Fundamentalformen entspricht, welche den Gleichungen 
von Gauss und Codazzi genitigen, 


Wegen des invarianten Charakters der Fundamentalgleichungen 
(IIT) und (IV) kénnen wir beim Beweise des soeben ausgesprochenen 
Satzes geeignetere neue Parameter uw, v einfiihren, und zwar wollen 
wir im Anschluss an das Ergebnis des § 31 (8. 58) diejenigen wihlen, 
welche gleichzeitig # und D’ zu Null machen. 

Wie wir in dem angefiihrten Paragraphen gesehen haben, sind 
diese neuen Veranderlichen w, v vollkommen bestimmt, ausgenommen 
den Fall, in dem die Proportion: 

Det Dos Dial BiG: 

besteht, die, wie man leicht einsieht, nur im Falle der Kugel (oder der 
Ebene) *) gilt. Gleich Constanten gesetzt geben die neuen Veriander- 
lichen die sogenannten Kriimmungslinien der Flache (vgl. § 52). 

*) In der That folet aus der obigen Proportion: 

De, WI) 2h ik ae DI 4G. 

Setzt man dieses aber in (IV) ein und beriicksichtigt, dass man dann nach (V), 
S. 56, identisch hat: 


pe ye n(fii) (i) ae] a= 


i a 2 
0G OF yo ie en aM) oe ee ~ 
ene tli sete} tid)? le p= 9, 
so folgt: a 
di 
22 mana 
pe Geto. 
Ov ou 
also 
4 = Const. 
Die Gleichungen (II), § 47, S. 89, geben dann, wenn 
A a (R = Const.) 
gesetzt wird: 
0x ox DS Oz _R OZ 
ia eo Re oa woke RG 
Ox ox Osan ts, OX Oz i OZ 
iy mee Ou dv’ dv ~—s«i 


Die Integration lefert: 

a=RX+a, y=RY4+0, e=RZ+4+ec GG, db, c = Const.). 
Demnach ist («@ — a)? + (y — b)? + («¢ — ec)? = R*, und dieses ist die Gleichung 
einer Kugel. Im Falle 4 =0 folgt weiter, dass X, Y, Z constant sind, d.h. dass 
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Setzen wir in den Fundamentalgleichungen (IIL) und ([V*) fiir die 
Symbole ihre wirklichen Werte (Tabelle (A), § 35, S. 67) und fiir 
seinen durch die Gleichung (18), $35, gegebenen Wert ein, so lauten sie: 


(DO ae a8) ee aE) 5, 


VEG Ou VE ou Ov\V@ bv 

(V) 2 (fF) mye =0, 
cv \WE G ov 
0 ?-) D oye 2% 
Ou (ez E ou ; 


In jedem Punkte der Fliche, deren Existenz und Hindeutigkeit 
wir unter der Voraussetzung, dass die Gleichungen (V) erfiillt sind, 
nachweisen wollen, betrachten wir ein rechtwinkliges Trieder, das wir 
das Haupttrieder nennen und das von den positiven Richtungen der 
Tangenten an den beiden Curven v und w und der Flachennormale 
gebildet wird. Bezeichnen wir die Cosinus dieser drei Richtungen be- 
guolich mit. X7°Y,, 2:3 X,, Vs,-2.5 Xs, Vs, 025, $0 maven swinhenack 
(b), 5. 63: 


ss i ee ‘ 1 ¢y 1 dz 
4 VE du apy ee au 1 VE bu i 
Z 1 0 7 1 oy 1 02 
xX == —— al y a a a eae 
B AVG Dy, 1 Eee Vara a Vee 
A= X Ba aie Ly = ZL. 


Setzen wir in den Fundamentalgleichungen (1) und (I]), § 47, 
8. 89, fiir die Christoffelschen Symbole ihre wirklichen Werte ein, 
so erhalten wir die folgenden Gleichungen: 


0X, 1 0VE D 
~ SS X. aero Ge 
| Ou VG av ay VE Xs; 
He oe 1 0VG XY 
“an Tieshy eae cae 
Ov VE ou 
OB: Cos 1 0VE 
Ce ae Ta Ay 
VG ov 
0X, a 15 OV Ge ID! Xx 
=e ov VE ou t VE 2 


die Fliche eine Ebene ist. Wir kénnen dann niimlich unbeschadet der All- 
gemeinheit X—0, Y=0, Z=—1 setzen, und aus den Gleichungen (1), S. 86, 
folet dann: 
Oz 08 : 
=0, —=0,4d.h. ¢ = Const. 
a) 
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ax, D 


— X, 
du Ey ta 
0X, DF 
—= == ——= X,. 
dv VG 


Die unbekannten Functionen X,, X,, X, miissen also den folgenden 
drei homogenen totalen Differentialgleichungen gentigen: 


(a 1 OVE x OVG 
x, ld Xa) 
oe aa Ov Oe af du + Ou oat 

ea = ove hyeoy Ors Dip 

esix, = Bde en en in eel Ae Sat 79! 
(4) | dX, ap u+{ VE bu Pel Gat i 

2 Bs es 
es VE X, du ea VG X, dv. 


Demselben System (4) miissen auch die Functionen Y,, Yj, 
bez. Z,, Z, Z, geniigen. 

Dabei ist das System (4) unbeschrankt integrabel, da die In- 
tegrabilitétsbedingungen zu eben den drei Relationen (V) fiihren, die 
wir als erfillt voraussetzen. 


% 
2 
o 


§ 50. Beendigung des Existenzbeweises. 


Stiitzen wir uns nun auf den bekannten Satz*), dass bei einem 
unbeschréinkt integrabeln System von totalen Differentialgleichungen 
stets ein Lésungssystem existiert, das fiir die Anfangswerte wu), v) der 
Veranderlichen uw, v willkiirlich gegebene Anfangswerte annimmt, so 
k6nnen wir unsern Beweis schiell zu Ende fiihren. Dazu ist nur noch zu 
beachten, dass, wenn X,, X,, X, und X,’, X,’, X,’ zwei verschiedene 
oder tibereinstimmende Lésungssysteme der Gleichungen (4) sind, wegen 
der speciellen Form dieser Gleichungen 

X, X,/+ X, X,’-+ X,X,’ = Const. 
ist, da das vollstindige Differential dieses Ausdrucks zufolge der Glei- 
chungen (4) und der analogen Gleichungen fiir X,’, X,’, X;° identisch 
verschwindet. 

Nach diesen Vorbemerkungen seien X,, X,, X33; Y,, Y2, Yo; 
Z,, 4, 2, drei Lésungssysteme von (4), die fiir w=, v=) im 
die neun Coefficienten einer orthogonalen Substitution: 

Xo xX,0 x, 
Y© Yo Yo 
ZO Z0 Zo 


WS, ne. Jordan, Traité d’Analyse, Bd. 3, 
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tibergehen mdégen. Aus der obigen Bemerkung folet, dass fiir alle 
Werte von w und v die Groéssen: 


Ny 2X 
Ba 
ZT ae, 


die Coefficienten einer orthogonalen Substitution sein miissen; ins- 
besondere wird sein: 
Dee mie Seca Ze 
RAG Ye a A 
u. Ss. W. 


Nun sind infolge der Gleichungen (4) selbst die drei Ausdriicke: 
VEX,du +VGX,dv, VEY,du+VGY,dv, VEZdu+VGZd0 


vollstindige Differentiale. Setzen wir also 
x = [ (VEX, du +YGX,dv), y =|(VE Y,du + VG Y, dv), 
e= | VEZadu+ VEZ, dv) 


und betrachten wir wv, y, z als die laufenden Coordinaten eines Punktes 
einer Flache, so hat diese Fliche in der That die beiden gegebenen 
Formen zu Fundamentalformen. 

Was endlich denjenigen Teil des Fundamentalsatzes betrifft, der 
sich auf die Hindeutigkeit bezieht, so ergiebt sich dieselbe entweder 
aus der linearen Form der Gleichungen (4) oder mittels derselben Ueber- 
legung, wie wir sie bereits § 8, 8. 13, fiir die Curven angestellt haben. 

Bemerkung. Beim Beweise des obigen Satzes haben wir uns der 
Einfachheit halber auf ein besonderes System von Parameterlinien 
(Kriimmungslinien) bezogen; doch ist wohl zu beachten, dass, auch 
wenn die unsbhingigen Veriinderlichen ganz alleemein gelassen wer- 
den, als Haupttrieder dasjenige z. B. eingefiihrt werden kann, das in 
jedem Punkte der Fiche von den Halbierungslinien des Winkels 
zwischen den Tangenten der Parameterlinien und yon der Flachen- 
normale gebildet wird. Fir die neun Cosinus dieser drei Richtungen 
wiirden wir, wie hier das System (4), ein zufolge der Fundamentalglei- 
chungen (IIT) und ([V) unbeschriinkt integrables System totaler Diffe- 
rentialgleichungen erhalten, und wie in § 9, S. 15, kénnte die Aufgabe, 
die Fliche zu bestimmen, auf die Integration einer (totalen) Differen- 
tialgleichung vom Riccati’schen Typus zurtickgefiihrt werden. Daraus 
folet das Ergebnis: 


Zur wirklichen Bestimmung der zwei gegebenen Funda- 
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mentalformen entsprechenden Fliche ist die Integration einer 
Differentialgleichung vom Riccati’schen Typus erforderlich. 


§ 51. Kriimmungslinien der Fliche. 


Betrachtet man auf einer Fliche S eine beliebige Curve LZ und 
errichtet man lings der Curve die Flachennormalen, so werden diese im 
allgemeinen eine nicht abwickelbare Linienfliche (Regelfliche) 
bilden. In dem besonderen Falle, dass diese Linienflache abwickelbar 
ist, d. h. dass die Normalen von S lings LZ die Tangenten einer ge- 
wissen Curve im Raume sind (oder durch ein und denselben Punkt 
gehen), wird die Curve LZ eine Kriimmungslinie der Flache genannt. 

Wir sehen sofort, dass nach dieser Definition jede in der Ebene 
oder auf der Kugel gezogene Curve als Kriimmungslinie der Ebene 
bez. Kugel aufzufassen ist, da lings einer solehen die Normalenfliche ein 
Cylinder bez. ein Kegel ist. Auf jeder anderen Fliche giebt es, wie 
wir nun nachweisen wollen, nur eine einfach unendliche Mannigfaltig- 
keit von Kriimmungslinien, die ein doppeltes Orthogonalsystem stets 
reeller Curven bilden. 

Wir fiihren zunachst einige Higenschaften der Kriimmungslinien 
an, die direct aus ihrer Definition und den in § 17, Kap. I (8. 30), 
angegebenen Sitzen A) und B) iiber Evoluten folgen. 

Ist die Schnittcurve C zweier Flachen fiir beide eine 
Kriimmungslinie, so ist der Winkel, unter dem sich die 
Flachen langs C.schneiden, constant. Umgekehrt, schneiden 
sich zwei Flachen unter constantem Winkel und ist ihre 
Schnittcurve Kriimmungslinie fiir die eine Flache, so ist sie 
es auch fiir die andere. 

Da ferner in der Ebene und auf der Kugel jede Curve Kriim- 
mungslinie ist, haben wir als Zusatz: 

Schneidet eine Ebene oder eine Kugel eine Flache S in 
einer Kriimmungslinie, so schneidet sie S unter constantem 
Winkel. Umgekehrt, schneidet eine Ebene oder eine Kugel 
eine Flache S unter constantem Winkel, so ist die Schnitt- 
curve eine Kriimmungslinie yon 8. 

Demnach sind z. B. auf einer Rotationsflache die Meridiane und 
die Parallelkreise Kriimmungslinien. 

Sehen wir nun zu, durch welche analytische Bedingung eine 
Kriimmungslinie Z charakterisiert ist. Langs einer solchen sind wu, v; 
x, y, #; X, Y, Z als Functionen einer einzigen Veranderlichen, z. B. 
des Bogens s von ZL, zu betrachten. Ist M(x, y, z) ein Punkt von 

7 


Bianchi, Differentialgeometrie. 
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L und M, (2,, y,, 2) derjenige Punkt, in dem die Riickkehrkante C, 
der Developpabeln, die von den Normalen lings L gebildet wird, von 
der Normale des Punktes M beriihrt wird, so haben wir: 


(5) = G-=- 7X, -Y, = 7-74, 2=2—r7Z, 


wo r den algebraischen Wert der Strecke M,M bezeichnet und positiv 
oder negativ ist, je nachdem die Richtung von M, nach M mit der 
positiven oder negativen Richtung der Normale zusammenfallt. 
Differenzieren wir die Gleichungen (5) nach s und beriicksichtigen 
LL, Hay, hz, 
ds’ ds’ ds 
da eben die Flichennormale Tangente von C;, ist, so erhalten wir: 


nach Annahme proportional bez. X, Y, Z sind, 


wir, dass 


= ax ax dr 
AX = ds ds — XG? 
dy dY dr 

AY = sim, Tass Y as? 
dz aZ dr 

AZ = ds ds Z 4s 


Multiplicieren wir diese Gleichungen der Reihe nach mit X, Y, Z und 
addieren wir, so folgt: 


dr 

De eye pcs 
ae do Ted dy. dd ae ee 
: Geo ds eiise de gee ae as 


oder: Lings der Kriimmungslinie Z muss die Proportion: 


(6) du:dy:de=dX:dY¥:dZ 
bestehen. 

Umgekehrt, wenn lings einer Flichencurve C die Proportion (6) 
besteht und r+ den gemeinsamen Wert der drei Verhiiltnisse : 


dx dy _ dz 
Xa UY ma, 


bezeichnet, so sieht man sofort, dass die Gleichungen (5) eine Curve 
C, definieren, deren Tangenten die Flichennormalen lings C sind. Es 
ist demnach die Proportion (6) fiir die Kriimmungslinien 
charakteristisch. 

Auch braucht hier nicht der Fall ausgenommen zu werden, in dem 
sich die Curve C, auf einen Punkt zusammenzieht; es ist dann nur: 


dz, = dy, = dz, = 0, 


also auch dr = 0, d. h. r = Const. 
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§ 52. Hauptkriimmungsradien der Fliche. 


Wir driicken nun die fiir eine Kriimmungslinie charakteristischen 
Gleichungen: 
dt=rdX, dy=rdY, dzez=rdZ 
in krummlinigen Coordinaten aus. Zu diesem Zwecke schreiben wir 
sie wie folgt: 


0x ox ox 
© tn 4 2 dome (Zan + 2X an), 

oY oY 

Y du + oY dy ar (& du + ao @ ), 
OZ OZ 

ao du + oe a var(S du 2 dv). 

Statt dieser ae kénnen wir auch das aquivalente System setzen, 
On OY O24 


das sich pea? wenn das erste Mal mit — das zweite Mal 


Ow Ou’ ow? 
mit oo aw? os das dritte Mal mit X, Y, Z multipliciert und jedes 
Mal addiert wird. 
Das letzte Mal ergiebt sich eine Identitait, und wir erhalten somit 
nur die beiden Gleichungen (vgl. § 46): 
Edu + Fdv =—r(D du+ D'dv), 
(7) ae + Gdv=—r(D'du+ Dav). 
Die Elimination von r aus diesen beiden Gleichungen ergiebt als 
Differentialgleichung der Kriimmungslinien: 
(8) Edu + Fdv Fdu+tGdv | 
Ddu+t D'dv D'du+ D’ dv 
Diese Determinante ist genau die Jacobi’sche Form der beiden 
Grundformen. Schliessen wir also den Fall: 
DD AD FS eG, 
in dem die Flache eine Kugel oder eine Ebene ist*), aus und erinnern 
wir uns der Ergebnisse des § 31, Kap. II (S. 58), so haben wir den Satz: 


*) Zu dem in der Anmerkung zu § 49 (S. 93) hierfiir gegebenen analyti- 
schen Beweise kann ein einfacher geometrischer leicht hinzugefiigt werden. Im Falle 
der Proportion D: D’: D”= E: F: G ist wegen (8) jede Curve auf der Fliche 
S Kriimmungslinie. Daraus folgt, dass, wenn M und M’ zwei beliebige Punkte 
von § sind, die Normalen in M und M’ in einer Ebene liegen. In der That, 
durch die Normale in M und durch den Punkt M’ lege man die Ebene, welche 
S in einer Curve C schneiden mige. Die Flichennormalen lings C bilden eine ab- 
wickelbare Fliche, d.h. sie sind Tangenten einer Evolute von C. Da die Nor- 
male von M in der Ebene der Curve @ liegt, so liegt auch jede andere Normale 

nee 


ye, fae ee Oe RP, i ft ee 
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Auf jeder Fliche giebt es ein doppeltes Orthogonal- 
system von Kriimmungslinien, das stets reell ist. Hine Un- 
bestimmtheit tritt nur im Falle der Kugel und der Ebene 
ein; fiir diese Flachen ist jede Curve Krimmungslinie. 


Durch jeden Flachenpunkt M gehen also zwei Kriimmungslinien L, 
und L,, die sich in ihm rechtwinklig durchsetzen. Die Normale von M 
bertihrt die Riickkehrcurve der von den Flachennormalen lings L, er- 
zeugten abwickelbaren Flache in einem Punkte, den wir mit M, be- 
zeichnen wollen; dieser Punkt heisst der Kriimmungsmittelpunkt 
der Fliche in M beztiglich der Krimmungslinie L,. Desgleichen haben 
wir auf der Normale yon M einen zweiten Kriimmungsmittelpunkt M, 
beziiglich Z,, und die Strecken: 


teas MM, ij Ma) 


werden aus einem Grunde, den wir in § 54 einsehen werden, als Haupt- 
kriimmungsradien der Fliche in M bezeichnet. 

Eliminieren wir aus unseren Gleichungen (7) das Verhaltnis du: dv, 
so kommen wir offenbar zu dem Ergebnis: 


Die Hauptkriimmungsradien 7, und 7, der Flache sind in 
jedem Punkte als die Wurzeln der in r quadratischen Glei- 
chung: 

(9) (DD"’— D”®)r? + (#D"+ GD — 2FD'\r+ EG — F?=0 


gegeben., 


§ 53. Radien der ersten Kriimmung der auf einer Fliche gezogenen 
Curven und Meusnier’scher Satz. 


Wir wollen nun untersuchen, welche Beziehungen zwischen den 
Radien der (ersten) Kriimmung der unendlich vielen Curven bestehen, 
die auf einer Flaiche durch ein und denselben Punkt M gezogen wer- 
den kénnen. 


Ks sei C eine solehe Curve, lings deren u v; a, y, 2 Functionen des 
Bogens s der Curve seien. Indem wir fiir die Curve C die Bezeich- 


lings C, insbesondere die yon M’, in derselben Ebene. Es schneiden sich dem- 
nach alle Normalen von § paarweise, und da sie nicht in einer Ebene liegen 
kénnen, miissen sie durch einen Punkt O gehen. Liegt O in endlicher Entfer- 
nung, 80 ist hiernach S eine Kugel (mit dem Mittelpunkt 0); liegt O im Unend- 
lichen, so ist S eine Ebene, 
VE aces a : ae . 

F Ks sei daran erinnert, dass 7, und 7, positiv oder negativ gerechnet wer- 
en, Je nachdem die Richtungen von M, nach M und yon M, nach M mit der 
positiven oder mit der negativen Normalenrichtung zusammenfallen. 


° 
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nungen des ersten Kapitels beibehalten, erhalten wir somit fiir die 
Richtungscosinus ihrer Tangente (§ 34, Kap. III): 


_ Oxdu 0x dv Oy du Cy dv 

(10) [cos g ow ds 5 dv ds’ cos B= ou ds as ov ds’ 
ata pe 02 du =e Oz dv 

Sab ahds ov ds 


Bezeichnen wir mit 6 den zwischen 0 und w gelegenen Winkel, der 
von den positiven Richtungen der Hauptnormale von C und der Flichen- 
normale gebildet wird, so haben wir nach den ersten Frenet’schen 


Formeln (8. 10): 
ad COS @ COS 6 
> x ee ees 


demnach zufolge (10) und (8) (S. 87): 
cose Ddu? + 2D'dudv + D" dv? 


Q ds? 

oder: 

(11) cosa Ddu* + 2D'dudv + D'dv® ; 
Q Hdu? + 2k dudv + Gdv? 


Durch die Flachennormale von M und durch die in M an C gezogene 
Tangente legen wir die Ebene; sie liefert auf der Flache eine Schuitt- 
curve I, die als Normalschnitt lings OC bezeichnet werde. Die 


erste Kriimmung a von I’in M wird wieder durch die Gleichung (11) 


gegeben, wenn darin coso = -+ 1 gesetzt wird, je nachdem die Con- 
cavitét von I’ nach der positiven oder negativen Richtung der Nor- 
male liegt. Daraus ergiebt sich sofort die Gleichung: 
o=—+ foeose, 

d. h. der Meusnier’sche Satz: 

Der Radius der ersten Kriimmung einer auf einer Flache 
S gezogenen Curve C ist in jedem Punkte M gleich dem 
Kriimmungsradius des Normalschnitts langs der Curve C in 
M, multipliciert mit dem Cosinus des Winkels, den die 
Schnittebene mit der Schmiegungsebene der Curve bildet. 

Wir kénnen uns demnach auf die Untersuchung der Normal- 
schnitte beschrinken. 

Fiir diese wird die’ Gleichung (11) die folgende: 

1 Dduv? + 2D'dudv 4+ D" dv? 


RR — Bduvi+2Fdudv + Gdv® — 


Dabei hingt die Wahl des oberen oder unteren Vorzeichens von dem 
vorhin erwaihnten Umstand ab; bei dieser Wahl ergiebt sich (nfolge 
der in der Curventheorie getroffenen Festsetzung, dass die erste Kriim- 
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mung stets einen positiven Wert haben soll) als thatsichliches Vor- 
zeichen der rechten Seite in jedem Falle das positive. 

Da aber hier fiir die unendlich vielen Normalschnitte alle Sieben 
R auf derselben Geraden, der Normale von M, gemessen werden, auf 
der die positive Richtung bereits definiert ist, so diirfte es doch zweck- 
miassiger sein, auch & mit einem Vorzeichen zu versehen, und zwar 
setzen wir fest, dass R positiv gerechnet werden soll, wenn die Rich- 
tung vom Kriimmungsmittelpunkt des Normalschnitts nach dem Nor- 
malenfusspunkt mit der positiven Richtung der Normale zusammen- 
fallt, negativ im entgegengesetzten Falle (s. den vorigen Paragraphen). 
Zufolge dieser neuen Festsetzung haben wir in allen Fallen aus- 
nahmslos: 
(12) 1 Ddu? + 2D’dudv + D”’ dv? ? 


‘Ryo Edw? + 2Fdudv + Gav? 
§ 54. Huler’sche Formel und Dupin’sche Indicatrix. 


Wihlen wir nun die Kriimmungslinien zu Parameterlinien und 
bezeichnen wir mit 7, bezw. r, die in § 52 eingefiihrten Grdssen, so 
haben wir langs der Kriimmungslinien w: 


da=rdX, dy=rdY, dze=r,dZ 
und lings der Kriimmungslinien »v: 


da—=r,dX, dy=rdY, dz=—r,dZ 


das zi 
00. ORS wey pidy Ore 308 aZ 
13 Gu "3 Ju’ Gu "8 Gu? Bu "2 Ou” 
ov By sgn (t Dereon 
folglich nach den Formeln (8) 8. 87: 
(14) jae Ee aE | 
ei 1 
demnach wegen (12): 
1 a du? + es dv? 


oe oe _ # (du\* |, @& fdv\? 
R Edw? + Gdv? ~~ 9, (2) ae r, (3) 
Bedeutet ® den Winkel, den der betrachtete Normalschnitt mit der 
Curve v bildet, so ergiebt sich die Euler’sche Formel: 
(15) = as ee ite sin? @ : 


; re i) 


1) Gleichungen von Rodrigues. 
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Hieraus folgt unmittelbar: 7, und r, sind die Hauptkriimmungs- 
radien der Normalschnitte lings der Kriimmungslinien. Diese 
Schnitte heissen Hauptschnitte, deshalb r, und r,, wie bereits be- 
merkt, Hauptkriimmungsradien; die Kriimmungsmittelpunkte der 
Hauptschnitte sind die beiden am Schlusse des § 52 betrachteten Punkte 
M, und M,. Sie werden die Kriimmungsmittelpunkte der Fliche 
in M genannt. 

Wir untersuchen nun, wie sich der Kriimmungsradius R des Nor- 
malschnitts andert, wenn die Schnittebene gedreht wird. Lin recht 
klares Bild von der Art der Aenderung erhilt man mit Hilfe der fol- 
genden Betrachtungen: 

1) Nehmen wir an, es hitten in dem betreffenden Punkte +, und 
r, dasselbe, z. B. das positive Zeichen. In der Tangentialebene von M 
fiihren wir ein rechtwinkliges Coordinatensystem ein, dessen Axen £, 
beztighich mit den Tangenten der Kriimmungslinien w, v zusammen- 
fallen, und betrachten diejenige Ellipse, welche die Gleichung: : 


(16) 4 1 
"4 Te 
hat. 

Die Linge eines Halbmessers. 9 der Ellipse, der mit der 7-Axe 
(Tangente der Curve v) den Winkel @ bildet, ist durch die Gleichung: 
1 cos * sin *> 
@? = Ts + r 
gegeben. Also ist wegen (15) 

oi ==_h. 
Es ist daher das Quadrat jedes Halbmessers der Ellipse (16) 
gleich dem Kriimmungsradius desjenigen Normalschnitts, 
dessen Ebene durch den betreffenden Halbmesser gelegt ist. 
Aus diesem Grunde wird die Ellipse (16) die Indicatrixellipse ge- 
nannt. ; 

Es mag bemerkt werden, dass dieselbe fiir 7,7, ein Kreis wird 
und also in diesem Falle alle Normalschnitte durch M denselben Kriim- 
mungsradius haben. Der Punkt M wird dann ein Kreis- oder Na- 
belpunkt genannt. Die einzige Fliche, deren simtliche Punkte Kreis- 
punkte sind, ist die Kugel*). 

2) Es mégen nun 7, und r, entgegengesetzte Vorzeichen haben, 
und um die Ideen zu fixieren, nehmen wir 7, positiv, 7, negativ an. 
Wir betrachten dann in der Tangentialebene die beiden conjugierten 


Hyperbeln: 


*) In der That muss fiir eine solche Flache tiberall D: D’: D’ = E: F: G sein. 
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isi ees 


rs > ys T, 
(17) £2 7? 
ee ee I, 
( " a5 i 


a7 
Mit dem System dieser beiden conjugierten Hyperbeln erzielen wir die- 
selbe geometrische Veranschaulichung wie vorher mit der Ellipse (16). 

Die Ellipse (16) im ersten bez. das System der beiden Hyperbeln 
(17) im zweiten Falle bilden die Dupin’sche Indicatrix, so genannt 
nach dem Namen des Mathematikers, der zuerst die obige geometrische 
Deutung der Huler’schen Formel gab. 

Es ist zu bemerken, dass im ersten Falle die Flache in der Um- 
gebung von M ganz auf einer Seite der Tangentialebene liegt. Die 
Normalschnitte drehen dann nimlich ihre concave Seite saémtlich der- 
selben Richtung der Normale zu. Im zweiten Falle dagegen hegt die 
Fliche in der Umgebung von M&M teils auf der einen, teils auf der 
anderen Seite der Tangentialebene*), und zwar wenden diejenigen Nor- 
malschnitte, deren Ebenen die erste der Hyperbeln (17) in reellen Punk- 
ten schneiden, ihre concaven Seiten alle nach der einen, die tibrigen, 
welche die conjugierte Hyperbel in reellen Punkten schneiden, nach 
der entgegengesetzten Seite. Der Uebergang von der einen zu der 
anderen Schnittgattung findet dann statt, wenn die durch die Normale 
geleote Ebene durch eine der beiden Asymptoten der Hyperbeln (17) geht, 


und es ist dann fiir den betreffenden Normalschnitt z = 0, was einen 


Wendepunkt dieses Normalschnitts bedeutet. Diese beiden ausgezeich- 
neten Richtungen, die in der Tangentialebene von M ausgehen, wer- 
den demnach als asymptotische Richtungen oder Haupttangenten 


*) Auf einem kiirzeren Wege gelangen wir zu demselben Ergebnis folgender- 
massen : 

Wir betrachten die Tangentialebene im Punkte (w, v) der Flache und be- 
rechnen die Entfernung 0 des unendlich benachbarten Punktes (w-+h, v-+k) (wo 
h und & als unendlich klein von der ersten Ordnung anzusehen sind) von dieser 
Ebene, Wir erhalten: 

0= (Dh? + 2D’'hk + Dk?) + 0, 


wo 7 unendlich klein von der dritten Ordnung ist. Das Zeichen yon 6 hangt 
also von demjenigen von 


(«) Dh? + 2D'hk + Dk? 
ab. 

Ist nun DD”— D’?>0, dh. ist der betreffende Punkt, wie man sagt, 
elliptisch, so ist die Form (a) definit, und & behilt immer dasselbe Zeichen; 


ist DD D” <0, ad. h. der Punkt hyperbolisch, so nimmt die Form (a), 
somit auch 0, positive und negative Werte an. 
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bezeichnet. Sie teilen die Flache in der Umgebung von M in vier 
Sectoren, die abwechselnd auf der einen und auf der anderen Seite der 
Tangentialebene liegen. 


§ 55. Totale und mittlere Kriimmung. 


Wie wir schon gesehen haben, hingt die Art, wie eine Flache 
S in der Umgebung eines ihrer Punkte gekriimmt ist, aufs engste 
von den Werten ihrer Hauptkriimmungsradien 7, und 7, ab.  Statt 
r,, 7 selbst kénnen auch zur Definition dieser Art der Kriimmung 
zwei Combinationen von 7, und r, gegeben werden, aus deren Werten 
umgekehrt diejenigen yon 7, und r, berechnet werden kénnen. Die 
wichtigsten zu betrachtenden Functionen von 17,, 7, sind das Pro- 
duct und die Summe der beiden Hauptkriimmungen : und a Wir 


hezeichnen sie beziiglich mit 


Heese 


MTs 


1 1 
De react a wes 
Vy 1s 


Die erste heisst das Kriimmungsmass, die totale oder Gaussi- 
sche Kriimmung, die zweite die mittlere Kriimmung der Flache. 
Erinnern wir uns daran, dass in beliebigen krummlinigen Coordinaten 
die Hauptkriimmungsradien die Wurzeln der quadratischen Gleichung 
(9), § 52, S. 100, sind, so erhalten wir als allgemeine Werte von K 
und AH unmittelbar: 


EDD dD’? 
mea Ta 
(18) ya 2FD'— ED’— GD, 
Ss ee 


Die Ausdriicke rechts sind absolute Invarianten der beiden Funda- 
mentalformen (s. § 31, Kap. I)*). 

Fir die Gaussische Kriimmung aber haben wir nun gemiss den 
Resultaten des § 48 den héchst wichtigen Satz: 

Die Gaussische Kriimmung einer Fliche ist gleich der 
Kriimmung der ersten Fundamentalform. 

Diese Higenschaft der totalen Kriimmung, nur von den Coefficien- 
ten der Form fiir das Linienelement-Quadrat abzuhiingen, ist es (wie 
wir im Kapitel tiber dieAbwickelbarkeit niher sehen werden), die eben 
dieser Kriimmung in den geometrischen Anwendungen tiberwiegende 


*) Dieses entspricht der Thatsache, dass die totale und die mittlere Kriim- 
mung eine von der Wahl der krummlinigen Coordinaten véllig unabhingige Be- 
deutung haben. 
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Bedeutung verleiht. Sie wird deshalb auch oft schlechtweg als 
Kriimmung bezeichnet. 

Die Kriimmung K ist positiv in den Punkten mit elliptischer, 
negativ in solchen mit hyperbolischer Indicatrix; erstere heissen, wie 
schon bemerkt, elliptische, letztere hyperbolische Punkte der Flache. 

Im allgemeinen giebt es auf einer Flache ein Gebiet elliptischer 
und ein solches hyperbolischer Punkte, die durch eine Curve para- 
bolischer, d. h. solcher Punkte, in denen die Kriimmung Null ist, 
geschieden werden. 

Als Erginzung zu diesen Bemerkungen wollen wir den Satz be- 
weisen: Hine Fliche, die in allen Punkten die Kriimmung Null 
besitzt, ist eine abwickelbare Flache. 

Dass alle abwickelbaren Flachen die Kriimmung Null besitzen, 
folet unmittelbar daraus, dass nach den Sitzen tiber Curvenevoluten 
(§ 17, Kap. I) die Kriimmungslinien einer solechen Flache die EHrzeu- 
genden und deren orthogonale Trajectorien sind; von den beiden Haupt- 
kriimmungen ist die den Erzeugenden zukommende ‘stets gleich Null. 

Besitzt umgekehrt die Flache S die Kriimmung Null, so ist 


DD -— D® =a), 
und, wenn die Kriimmungslinien zu Parameterlinien gewahlt werden, 
Di== 0, 
also auch D =O oder D’=0. Angenommen, es ware: 
D=0, D'=='0. 
Nach den Grundgleichungen (II), § 47 (S. 90), ist dann: 


(pGRaay  aem eee 
Gu pe Og es ee 
d.h. X, Y, Z sind Functionen von v allein. Aber aus den Gleichungen: 
1 ae 1 z 
ee eee ees tn 
VE eu Vii a sal wi eu 
1 0a0X Ley oy il d20Z 9 
VE du dv VE ou ev VE ou ov : 


von denen die zweite nach (3), S. 87, aus D’=0 folgt, ergiebt sich 
weiter, dass die Richtungscosinus der Tangente der Kriimmungslinie », 


i Oa 1 dy 1 02 
y. 
VE tu YE ue VE ou 


Functionen von v allein, folglich lings jeder einzelnen Curve v con- 
stant sind. Die ape eee v sind also gerade Linien, und § 
ist nach den angefiihrten Siitzen tiber Hvoluten abwickelbar. 
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Die Annahme: 
La OSD i= 0 
erledigt sich ganz analog, nur vertauschen dann die Curven w und v 
ihre Rollen, 


§ 56. Conjugierte Systeme. 


Zwei Tangenten einer Fliche, die von einem Punkte M der Fliche 
ausgehen, heissen nach Dupin conjugiert, wenn sie beziiglich der In- 
dicatrix conjugiert sind. 

Beziehen wir uns auf die Kriimmungslinien w, v und bezeichnen 
wir mit #, ® die Neigungswinkel der beiden conjugierten Tangenten 
gegen die Curve v, so haben wir zufolge der obigen Festsetzungen: 

tg 3 tg o’ = — a : 
2 
Wenden wir ferner das Symbol d bei den Zunahmen lings der ersten, 
0 bei denjenigen lings der conjugierten Richtung an, so haben wir 


nach (10), S. 65: 


@ a UE Gees 
go=VYo?, ea V5%, 
demnach: 
(19) Faudu+ & dvov=0. 
Ys "; 


Zu den conjugierten Richtungen auf der Flache werden wir auch 
durch die folgende Betrachtung gefiihrt: Hs sei C eine beliebige Curve 
auf der Fliche S, bezogen auf ein beliebiges krummliniges Coordi- 
natensystem (wu, v). Die Tangentialebenen von S langs C umhiillen 
eine abwickelbare Flaiche, die der Flache S lings C umschrieben ist. 
Wir wollen nun beweisen, dass in jedem Punkte von C die Tan- 
gente von C und die Erzeugende der umschriebenen Deve- 
loppabeln conjugierte Tangenten sind*). 

Wir setzen zu diesem Zwecke die Gleichung der Tangentialebene 
von S in einem Punkte (a, y, 2) von C an: 

(20) (—2)X+(y7—y)¥+C—2)4=0. 

Hierbei bedeuten £, 7, € die laufenden Coordinaten. Langs C sind so- 
sowohl x, y, z, als auch X, Y, Z Functionen des Bogens s von CG, 
und die sich durch Differentiation von (20) nach s ergebende Gleichung: 


*) Insbesondere folgt hieraus: Auf der einer Flache S langs einer 
Kriimmungslinie C umschriebenen Developpabeln ist die Curve C 
Orthogonaltrajectorie der Erzeugenden. Hs ist dieses eine charakte- 
ristische Higenschaft der Kriimmungslinien und kénnte zu ihrer Definition dienen, 
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: 1X dY \ aZ 

(21) €—2) 5-+¢-—07, 16-24,” 
giebt mit (20) combiniert die durch den Punkt (w, y, 2) gehende Hr- 
zeugende G der genannten Developpabeln. Bezeichnen wir demnach 
durch das Symbol 6 die Zunahmen von @, y, 2 auf der Flache in der 
Richtung von G und beriicksichtigen wir, dass die Richtungscosinus 
von G sowohl proportional 

yi dY aX _y 


Ge ae Paes” ds ds? 


XG 
AZ ei vo 
ds 


ds 


als auch proportional da, dy, Oz sind, so erhalten wir: 
dxdX + dydY + dedZ=—0 
oder, wenn wir 2, y, 2; X, Y, Z durch w und v ausdriicken: 


(22) Ddudu + D(dudv + dvdu) + D'dvdv=0. 


Werden die Kriimmungslinien zu Parameterlinien gewiahlt, so 
stimmt diese Gleichung wegen der Gleichung (14), S. 102, genau mit 
(19) tiberein und beweist die vorhin ausgesprochene Higenschaft. 

Man sieht, dass die Gleichung (22), die besagt, dass die den Zu- 
nahmen d, 0 entsprechenden Linienelemente conjugiert sind, beztiglich 
der zweiten Grundform ebenso gebildet ist, wie die Orthogonalitits- 
bedingung (11), § 34, Kap. (S. 65): 

Edudu + F(dudv + dvdu) + Gdvdv = 0 


beztiglich der Coefficienten der ersten Grundform. 

Hine doppelte Curvenschar auf einer Flache heisst ein conju- 
giertes System, wenn in jedem Punkte die Richtungen der beiden 
hindurchgehenden Curven conjugiert sind. 

Offenbar kann die eime der beiden Scharen willkiirlich gewihlt 
werden. Wenn ihre Gleichung, nach der willktirlichen Constanten ¢ auf- 
gelést, die Form: 

pu, v) =e 
hat, so sind die Curven der zweiten Schar die Integraleurven der Dif- 
ferentialgleichung erster Ordnung (vel. § 34, 8. 66, (12)): 
7 10 0 ” 
(p ce] aa) du —- (D . D ) dv = 0. 


Ov 


Inshesondere merke man: Die notwendige und hinreichende Be- 
dingung dafiir, dass die Parameterlinien selbst ein conjugier- 
tes System bilden, ist: D’= 0. 

Die doppelte Schar der Kriimmungslinien ist sowohl orthogonal 


als auch conjugiert und die einzige, der diese beiden Higenschaften zu- 
kommen. 
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§ 57. Haupttangentencurven. 


Hine auf einer Flache liegende Curve heisst Asymptoten- oder 

Haupttangentencurve, wenn in jedem ihrer Punkte die Tangente 
mit der zu ihr conjugierten zusammenfillt. Aus (22) folet, dass lings 
einer Haupttangentencurve die Bedingung: 
(23) Ddw + 2D'dudv + D' dv? = 
erfiillt sein muss. Umgekehrt: geniigt eine Curve auf der Fliche 
der Differentialgleichung (23), so ist sie eine Haupttangentencurve. 
Wie die Kriimmungslinien bilden auch die Haupttangentencurven eine 
(im allgemeinen nicht orthogonale) doppelte Schar, und in jedem 
Flichenpunkte fallen die Richtungen der beiden hindurchgehenden 
Haupttangentencurven mit den Asymptoten der Dupin’schen Indicatrix 
zusammen. 

Natiirlich sind die Haupttangentencurven nur dann reell, wenn 
DD’— D” <0 ist, d. h. im Gebiet der hyperbolischen Punkte, ima- 
ginir im Gebiet der elliptischen Punkte. Nur bei den abwickelbaren 
Flachen (§ 55) fallen die beiden Systeme der Haupttangentencurven 
musammen und zwar mit den Hrzeugenden. 

Wir kénnen nun leicht erkennen, dass aus der obigen Definition 
der Haupttangentencurven unmittelbar der Satz folet: 

In jedem Punkte einer Haupttangentencurve A fallt ihre . 
Schmiegungsebene mit der Tangentialebene der Flache zu- 
sammen. Umgekehrt, besitzt eine Curve A diese Higenschaft, 
so ist sie eine Haupttangentencurve. 

Hs hat nimlich die der Flache lings der Haupttangentencurve A 
umschriebene Developpable die Tangenten der Curve A, die ihre Riick- 
kehrkante ist, zu Hrzeugenden. 

Umgekehrt, hat die der Fliche langs A umschriebene Develop- 
pable diese Curve zur Riickkehrkante, so ist die Curve eine Haupt- 


tangentencurve. 


§ 58. Laplace’sche Gleichung fiir die Coordinaten x, y, 2 der 
Flichenpunkte bei Zugrundelegung conjugierter Parameterlinien. 


Wir wollen nun mit Darboux*) einige wichtige Higenschaften 
der conjugierten Systeme und der Haupttangentencurven entwickeln. 
Angenommen, die Gleichungen: 


E= (Uv), Yy=ylu, v), 2=—2(%, 2) 


*) Bd. I, 8, 127 ff, 
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definieren uns eine auf ein conjugiertes System (u, v) bezogene F'lache. 
Da dann D’= 0 ist, so giebt uns die mittlere der Fundamentalglei- 
chungen (I) des § 47 (S. 89) den Satz: 

Die Cartesischen Coordinaten 2, y, eines beweglichen 
Flachenpunktes sind Lésungen ein und derselben Laplace- 
schen Gleichung von der Form: 


(24) peaee tie, (a— fe ie aye 
Umgekehrt gilt der Satz: 

Sind wx(u,v), y(u, v), z(u,v) Lésungen ein und derselben 
Laplace’schen Gleichung (24), so bilden die Curven w,v auf 
der Flache: 

2. a(u, v), ee y (wv, v), cue elu, v) 
ein conjugiertes System. 

In der That ist dann 


Orn o7y 072 
OuUudv CwWOv OUWdv 
Ox On) Ge > tae 0 
ou Ou Ow Pes? 
Ox oY 08 
Ov Ov Ov 


dh. D'=='0. 
Andererseits wollen wir nun annehmen, es wiren die Curven u, v 
die Haupttangentencurven. In diesem Falle haben wir zufolge (23) 
Desi Daa), 
und die Gleichungen (I), § 47, (S. 89) geben den Satz: 
Die Coordinaten a, y, z eines beweglichen Flichenpunk- 
tes, ausgedrtickt als Functionen der Parameter wu, v der Haupt- 


tangentencurven, geniigen gleichzeitig zwei Gleichungen von 
der Form: 


Ore 0 oe ice fiat 
(25) 3 [j= het Oe » (c= {"}, jee 
{ {??} 


) 7; 
ore 22 

tao = yer oe, (y= [i], = 

Umgekehrt: Haben zwei simultane Gleichungen (25) drei linear von 


einander unabhiingige gemeinsame Liésungen 2, y, 2 *), so definieren 
die Gleichungen: 


Z—=2(uU,v), yoy, vr), 2=-2(u, v) 
eine Fiche, die auf ihre Haupttangentencurve bezogen ist. 


4) Dazu muss das System (25) unbeschriinkt integrabel sein, 


§ 58. Laplace’sche Gleichung fiir x, y, z. iGlal 


Diese Higenschaften kénnen zum analytischen Beweise des folgenden 
Satzes dienen: 

Bei den projectiven Transformationen gehen die conju- 
gierten Systeme und die Haupttangentencurven einer Fliche 
in ebensolche tiber®*). 

Hine projective Transformation ist durch die Gleichungen: 
es, oe y= ue f= “ 
gegeben, wo a, 6, y, 0 ganze lineare Functionen von 2, y, z, also, 
wenn (w, v) ein conjugiertes System ist, Lésungen von (24) und, wenn 
(w, v) die Haupttangentencurven sind, Lésungen des Systems (25) sind. 


Wird aber v=o gesetzt, so geht die Gleichung (24) in eine ana- 


loge fiir 9’ tiber und ebenso das System (25) in ein solches von 
derselben Form, wodurch die behauptete Higenschaft bewiesen ist. Im 
nichsten Kapitel, das von den Ebenencoordinaten handelt, werden wir 
in gleicher Weise sehen, dass auch den dualistischen Transformationen, 
insbesondere den Transformationen durch reciproke Polaren im Raume, 
die namliche Higenschaft zukommt (s. § 73). 

Unter den conjugierten Systemen (u, v) befindet sich auch das- 
jenige der Kriimmungslinien. Wir kénnen nun fragen, welche beson- . 
dere Higenschaft die Gleichung (24), der w, y, 2 geniigen, besitzt, 
wenn man die Kriimmungslinien zu grunde legt. Mit Darboux finden 
wir, dass in diesem Falle auch w+ y?-+ 2? eine Lésung von (24) ist. 
Setzen wir naimlich: 


e= ety + 2, 4 
so folgt aus den Gleichungen (I), § 47 (S. 89): 


670 ee epee = 2k 


Yous (et fow 62s oeo- 
Also nur, wenn F' = 0 ist, ist @ eine Lésung von (24). 

Aus diesem Umstande hat Darboux einen eleganten Beweis fiir 
den Satz gefolgert: Bei der Transformation mittels reciproker 
Radienvectoren gehen die Kriimmungslinien in ebensolche 
tiber. Die bekannten Gleichungen fiir diese Transformation sind in 
ihrer einfachsten Gestalt die folgenden: 


*) Geometrisch folgt dieses sofort daraus, dass die einer Fliche lings einer 
Curve umschriebene Developpable bei einer projectiven Transformation in die der 
transformierten Fliiche lings der transformierten Curve umschriebene Develop- 


pable tibergeht. 
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vm apypee Uap ee Pee se 
Da nun in dem vorliegenden Falle 
e=eP tpt? 


eine Lisung der Gleichung (24) ist, so fiihrt die Transformation: 


2 
at 


diese Gleichung in eine andere derselben Art tiber, der offenbar 
* , 79 , Re oe | 
a’, y, #, sowie auch xv? + y+ 2? == > geniigen, da 0 = R? eine 
Lésung von (24) ist*). Nach dem, was wir vorhin gesehen haben, 
sind dann auch auf der Ortsfliiche des Punktes (a’, y’, 2’) die Curven 


u, v die Kriimmungslinien. 


? 


§ 59. Hinige Anwendungen. 


Wir machen nun einige Anwendungen von den Hrgebnissen des 
vorigen Paragraphen. 
1) Wir betrachten die Gleichung: 
2 
a8 __ oan), 
Owev 
Thre allgemeine Lésung ist die Summe zweier willkiirlicher Functionen, 
von denen die eine nur von w, die andere nur von v abhingt. Wird 
demnach 


(26) c=fA(™ +90), y=AM+H(), 2=fh& + O3() 
gesetzt, so bilden auf der hierdurch definierten Flache die Curven u, v 
ein conjugiertes System. Diese Flichen werden Translationsflichen 
genannt, weil sie durch die translatorische Bewegung einer Curve er- 
zeugt werden, deren simtliche Punkte infolge der Translation congruente 
Curven beschreiben. In der That braucht man dazu nur der Curve: 


a=f,(u), y¥=f,(u), z= f,(u) 
eine Translationsbewegung zu erteilen, bei der jeder ihrer Punkte eine 
der Curve: 


t= 9,(%), Y=G,(%), #=Hs(e) 
congruente Curve beschreibt. 
Ks ist klar, dass die Art der Erzeugung dieser Flichen eine 


doppelte ist, insofern als sie durch Translation entweder einer Curve u 
oder einer Curve v entstehen. 

*) Darboux, Bad. I, 8. 208, 

**) Kbenda, 8. 98 ff, 
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Mit Lie kénnen wir uns die Translationsflichen folgendermassen 
erzeugt denken: Wir betrachten die beiden Curven: 
a= 2f,(u), y = 2f,(u), 2 = 2f; (u); 
t= 29, (v), ie 2 p2(v), ane 293(v), 
dann ist die Flache der Ort der Mittelpunkte aller Strecken, welche 
die Punkte der ersten mit den Punkten der zweiten Curve verbinden. 
Wie ersichtlich, ist die Differentialgleichung der Haupttangenten- 
curven fiir die Translationsflachen gegeben durch (vel. (3*), 8. 87): 


fi'@) A°@M fh’ @ Pi (Y) Pa") -ps"(&) 
i @) f @) f..@) |d?+) He) hw Bw ldF=—0. 
pi (v) Ge (v) 3 (v) tae) P2 (v) 93 (v) 


Wenn insbesondere 


b=%. 91-9 

angenommen wird, so werden die Verinderlichen getrennt, d. h.: Fir 
eine Translationsflache, deren erzeugende Curven in auf ein- 
ander senkrechten Hbenen liegen, ergeben sich die Haupttan- 
gentencurven mittels Quadraturen. 

2) Wir betrachten zweitens die Gleichung *): 
(27) (u — v) Wes == a —n = (m, n = Const.). 
Man sieht sofort, dass fiir beliebige Werte der Constanten A und a 

a = A(u— a)™(v — a)” 
eine Lésung derselben ist. Setzen wir also: 
2=A(u—a)"(w—a)”, y= Bu—bd)"(w— by, 2z— C(u—e)™(w—e)”, 
so erhalten wir eine Flache, auf der die Curven w, v ein conjugiertes 
System bilden. Als Differentialgleichung der Haupttangentencurven 
dieser Flaiche ergiebt sich die Gleichung: 
m(m — 1)du? n(n — 1)dv? 
(w—a)(u—Vuw—e w—aw—dDw— 0)’ 

die mittels Quadraturen durch elliptische Functionen integriert wird. 

Ist m ==, so ist die Gleichung der Fiche: 


1 A aL 
(4) @—9 + (8) C— 9) + (6) GY) =) 0-9-9, 
und die Integralgleichung der Haupttangentencurven ist in w, v alge- 


braisch. 
Insbesondere betrachten wir den Fall einer Fliche zweiten Grades: 


—— ed 
m=n= >t. 


*) Darboux, Bd. I, 8. 242. 


Bianchi, Differentialgeometrie. 


i) 
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Mit Riicksicht darauf, dass hier w-++-v eine Lésung der Gleichung (27) 
ist, erhellt, wenn 

A+ B+ O00 
gesetzt wird, dass die Curven wu, v gerade die Kriimmungslinien der 
Fliche zweiten Grades sein werden, da jetzt x? + y?-+ 2 eine Liésung 
von (27) ist. Im Hinklang hiermit braucht man bei dem Ellipsoid: 


2 2 2 
a gteenoee CO Ba a 

nur 
Pe Oe) jie ra gre TA er) 

Ce me (ey ee. ae oe Giese aap) 
za setzen, wo wu zwischen —y”? und — 6? und v zwischen — fp” und 
—« variiert, um alle reellen Punkte des Ellipsoids (Gn. elliptischen 
Coordinaten) zu erhalten. 

Anmerkung. In den Anwendungen kommen oft die auf die 
Hauptkriimmungsradien, die Kriimmungslinien und die Haupttangenten- 
curven einer Fliche beziiglichen Gleichungen vor, wenn die Gleichung 
der Fliche in der gewohnlichen Form: 


eet (a, Y), 
bezogen auf rechtwinklige Cartesische Axen, gegeben ist. Um die- 
selben zu erhalten, setzen wir in unseren allgemeinen Gleichungen 


U=2, Cay) 


und fiihren die tiblichen Monge’schen Bezeichnungen ein: 


Oz 08 
p= Ait i oy ; 
2 07% Ow. Saker 
7 awe, ~ Oxdy’ ~ Oy? 
Dann erhalten wir als Coefficienten E, F, G der ersten Grundform: 
(a) E=-1+ p, F=pq, G=1+¢@. 
Als Richtungscosinus der Normale ergeben sich: 
(b) X= ; = : : 


Vite Pa ak de tsce Leo eee 
demnach als Coefficienten D, D’, D” der zweiten Grundform: 
(c) De Ia Co, De ee 
Vit oe Vibe ag ViteP+e 
Die mittlere Krimmung H und die Totalkriimmung K der Fliche 
sind daher durch die folgenden Ausdriicke gegeben: 


@) Ste Pi eee gu 
(1 + p? + q?)? ? (e) cn. 


§ 60. Berechnung der Differentialparameter. 115 


Endlich lautet die Differentialgleichung der Haupttangentencurven bezw. 
Kriimmungslinien wie folet: e 


(f) rdx* + 2sdxdy + tdy? =0, 


() 2 (1 + p’)s— par} da? + {1 + p?)t— (1+ @)r} dxdy + 
- AR pg =i g*) 5} dy*—= 0. 


§ 60. Berechnung der Differentialparameter. 


Zum Schlusse dieses Kapitels geben wir die wichtigen Ausdriicke 
fiir die Differentialparameter von a, y, z; X, Y, Z und fiir ihre beiden 
Functionen: 

eo=seV+y +), W=Xr+ LY = 22, 
von denen die erste das halbe Quadrat der Entfernung des Coordinaten- 
anfangspunktes vom Flaichenpunkte (x, y, 2) und die zweite die Ent- 
fernung des Coordinatenanfangspunktes von der Tangentialebene darstellt. 

Um sie zu berechnen, beziehen wir uns unter Benutzung der In- 
varianteneigenschaften der Differentialparameter der grésseren Bequem- 
lichkeit halber auf die Krtimmungslinien als Parameterlinien, wobei 
wir beachten, dass die Determinante: 

feat Oy Lee 
VE0u VEou VEbu 
Th Ot 1 oy 1 oz|—+1 
VGov VGev VGev 
x x Z 
die einer orthogonalen Substitution ist (vgl. $. 63), und uns im vor- 
liegenden Falle der Gleichungen (vgl. (13) 8. 102): 
Ox ox Ox ox 
Be Oe Oe 8 On 


bedienen. 
Da nach (14) und (16), § 35, 8. 67 jetzt 


1 /dgp\?, 1 [dg\? 1 0g dw 1 0g ow 
A.p =x (52) +a (3) Vg, WW). E Cu ae Ov Ov 
ist, erhalten wir: 
(28) Ae ee de X* Ay = 1 XY?) Aig LZ? 
(29) Via,y)=—XY, Va@,e)=—XZ, AYy,2)=— YZ. 


Ferner haben wir: 


8* 
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und analog A, Y, A,Z, woraus folgt: ; 


3 


Ts 
Behiifs Berechnung von A,« kénnen wir auf die allgemeine Gleichung 
(24), § 26, S. 47, zuriickgehen. Dieselbe ergiebt hier: 


Ga, + Hay, — 2F X45 
A,c = u GF? 2, 


wo die a. die covarianten zweiten Derivierten von x beziiglich der 
ersten Grundform sind. Infolge der Gleichungen (I), § 47, ist aber 
(vgl. (22), S. 46): 

ty, —= DX, %=— DX, %.— DX, 


ae G DEE Di ew, 
eee EG — F? 2 
oder (nach (18), S. 105): 
i ya 
(A) Ae = — HX ——(-4—)X. 


Diese wichtige von Beltrami abgeleitete Gleichung zeigt (§ 38, 
S. 73), dass auf den Flachen von der mittleren Kriimmung Null 
(Minimalflichen) die Schnitte mit einem System paralleler Hbenen 
einem Isothermensystem angehéren. 

Eine weitere Gleichung, die fiir die Theorie der Abwickelbarkeit 
von grosser Wichtigkeit ist, erhalt man, wenn man den Differential- 
parameter (§ 26, S. 48) 


bildet. Fiir ihn ergiebt sich infolge der obigen Werte von 2,, Yj), Los 
und der Gleichungen (28) der Ausdruck (vgl. (18), 8. 105): 


(B) Bio ¢. == A, 2) ie DORK. 

Dieses ist eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir 
x (auch y und g geniigen ihr), deren Coefficienten nur aus denjenigen 
der ersten Fundamentalform gebildet sind. 

Hiner Gleichung derselben Art gentiet auch 

o=4@ + y? + 2’). 
In der That finden wir zunichst bei Zugrundelegung der Kriimmungs- 
linien als Parameterlinien nach (14), S. 67: 
A,o = 20 — W?. 

Beachten wir ferner, dass sich fiir die covarianten zweiten Differential- 
quotienten von @ nach (22), 8. 46, sowie wegen der obigen Werte von 
V1) V9, Xe 


O 


=H DW, oyg= P+ DW, 02 = G+ DW 


§ 60. Berechnung der Differentialparameter. habe 


ergiebt, so haben wir sofort nach (24), S. 47, und nach (18), 8. 105: 
ao —2—w (+2) 
ferner nach (26), 8. 48: 
apes = wi ais i) 4 WK. 
Durch Elimination von W und W® aus den Ausdriicken fiir A, 09, 
4,0, 4,.9 erhalten wir endlich noch die Gleichung: 


(C) 4,0 — Ono = 1 =P (57 6) 


Kapitel V. 


Die spharische Abbildung nach Gauss. — Ebenencoordinaten. 


Sphirische Abbildung nach Gauss und ihre Eigenschaften. — Satz von Enneper 
iiber die Torsion der Haupttangentencurven. — Allgemeine Formeln fiir die spha- 
rische Abbildung. — Die Flichen bezogen auf ihre Haupttangentencurven. — 
Formeln von Lelieuvre. — Die Flachen mit positivem Kriimmungsmass bezogen 
auf ein isotherm-conjugiertes System. — Formeln von Weingarten fiir die Ebenen- 
coordinaten der Flichen. — Flachen mit gegebenem Bilde eines conjugierten 
Systems. — Flichen mit einer Schar von Kriimmungslinien in parallelen Ebenen. 


§ 61. Sphirische Abbildung nach Gauss. 


Sehr nutzbringend fiir das Studium jeder nicht abwickelbaren 
Fliche ist eine punktweise Abbildung derselben auf die Kugel, welche 
die Gaussische Abbildung heisst und die wir folgendermassen er- 
halten: Es sei S eine Fliche, M ein beweglicher Punkt auf ihr; wir 
beschreiben eine Kugel und ziehen durch ihren Mittelpunkt den Radius 
parallel der positiven Richtung der in M auf S errichteten Normale. 
Der Endpunkt M’ des Radius heisse das Bild des Punktes M. Wenn 
sich M auf der Fliche S (oder auf einem Gebiete der Fliche) bewegt, 
so bewegt sich sein Bildpunkt MW’ auf einem entsprechenden Gebiete 
der Bildkugel. Ks versteht sich, dass dieses sphiirische Bild die Kugel 
im allgemeinen mehrfach tiberdecken wird, nimlich dann, wenn inner- 
halb des betreffenden Gebietes von S die Normale von S in verschie- 
denen Punkten von § dieselbe positive Richtung hat. Wenn man will, 
so kann man im allgemeinen das Gebiet von S in mehrere Teilgebiete 
zerlegen derart, dass das sphiirische Bild jedes Teilgebietes einblittrig ist. 

Der Kinfachheit halber legen wir den Mittelpunkt der Kugel in 
den Coordinatenanfang und setzen ihren Radius gleich der Langenein- 
heit. Dann ist klar, dass, wenn x, y, 2 die Coordinaten eines Punktes 
M von S sind, diejenigen des Bildpunktes M’ auf der Kugel genau 
die Cosinus der (positiven) Normalenrichtung, X, Y, Z, sind. Bezeich- 
nen wir demnach das Linienelement der Bildkugel mit ds’, so haben wir: 
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ds® = dX*?+ dY?+ dZ?, 
und setzen wir: 
ds” = edu? + 2fdudv + gdv*, 
so finden wir mit Hilfe der Fundamentalgleichungen (II), § 47, Kap. IV, 
(S. 90) leicht: 
(1) e=—(KE+HD), f=—(KF+HD’), g=—(KG+4+HD")*), 
a Hs 
ds” — — K(Edw + 2Fdudv + Gdv?) — 

oN — H(Ddu? + 2D'dudv + D" dv’), 
Imallgemeinen giebt es bei jeder punktweisen Abbildung einer Fliche 
auf eine andere ein und nur ein (stets reelles) Orthogonalsystem auf der 
einen, das in ein ebensolches auf der anderen iibergeht, wofern die Ab- 
bildung nicht conform ist, in welechem Falle jedes Orthogonalystem auf 
der einen in ein ebensolches auf der anderen iibergeht**). Nun sieht 
man sofort, dass im allgemeinen dasjenige Orthogonalsystem 
auf der Fliche, das bei der spharischen Abbildung von Gauss 
in ein ebensolches tibergeht, das der Kriimmungslinien ist. 

Denn wenn das System (wu, v) auf der Flaiche orthogonal ist, so 
ist =O. Ist das entsprechende auf der Kugel nach (1) orthogonal, so 
folet auch: 

HD’== 0; 

also ist (abgesehen von dem Fall H—=0O) D’= 0, und die Gleichungen: 
F=0, D’=0 charakterisieren eben das System (w, v) als das der 
Kriimmungslinien. | 

Im Falle H=0O hat jedes Orthogonalsystem auf der Fliche ein 
orthogonales sphirisches Bild. Daraus folgt: Die spharische Abbil- 


*) K, H bezeichnen wie gewoéhnlich die totale und die mittlere Kriimmung: 
DD"— D” 2FD’— ED” — GD 
as mai Nes a EG — F? 

**) Dieser Satz ergiebt sich leicht aus den Ergebnissen des § 31, Kap. I, 
iiber simultane binire quadratische Formen. Es mégen auf den beiden Flachen 
zwei entsprechende Systeme (w,v) zu Parameterlinien gewahlt werden. Dann 
k6énnen die beiden (definiten) quadratischen Formen: 

ds? = Edu? + 2Fdudvu+ Gdv?, ds’? = E'du? 4+ 2F’dudv + G'dv, 
welche die Quadrate der Linienelemente der Flichen darstellen, auf eine und nur 
auf eine Weise gleichzeitig auf Orthogonalformen gebracht werden, falls nicht 


die Proportion: 


Hide Ge == Hie Fs G 


besteht. Im letzteren Falle ist die Abbildung conform, d. h. alle Orthogonalsysteme 
gehen in ebensolche tiber, und die obige Reduction ist auf unendlich viele Weisen 


moglich. 
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dung nach Gauss ist nur fiir die Flachen von der mittleren 
Kriimmung Null und fiir die Kugel eine conforme. 

Diese wichtige Higenschaft der Flichen von der mittleren Kriimmung 
Null, der sogenannten Minimalflachen, bildet die Grundlage fiir den 
Zusammenhang, der, wie wir im weiteren sehen werden, zwischen der 
Theorie dieser Flichen und derjenigen der Functionen einer complexen 
Veranderlichen besteht. 


§ 62. Higenschaften der Gaussischen Abbildung und Satz von 
Enneper tiber die Torsion der Haupttangentencurven. 


Aus den Gleichungen (1) kénnen wir noch eine weitere bemer- 
kenswerte Folgerung ziehen. Wir nehmen an, das System (wv, v) auf 
der Fliche wire conjugiert, d.h. D’=0. Die Gleichungen (1) geben: 

GD? LED ION LHI 
OG pe = as yg een se oer 
Bezeichnen wir mit w bez. 8 den Winkel, der von den positiven Rich- 
tungen der Parameterlinien in jedem Punkte der Flache S bez. der 
Bildkugel gebildet wird, so folgt aus den Gleichungen (vgl. (6), 8. 63): 
C08 = 08s eyeee) 

das Ergebnis: ei o@eGees 

wo das obere Zeichen fiir einen hyperbolischen Punkt (bei dem D, D” 
verschiedene Zeichen haben), das untere fiir einen elliptischen Punkt 
gilt. Daraus schliessen wir: Bei der spharischen Abbildung bleibt 
der Winkel zweier conjugierter Richtungen auf der Flache 
entweder ungeandert oder er geht in den Supplementwinkel 
tiber, je nachdem der Punkt, von dem die beiden Richtungen 
ausgehen, hyperbolisch oder elliptisch ist. 

Weniger streng ergiebt sich dieser Satz auch auf Grund der fol- 
genden Ueberlegung: Hs seien ¢, ¢’ zwei conjugierte Richtungen auf der 
Flaiche. Dann erhalten wir, wenn wir mit den Symbolen d bez. 0 die 
nach diesen Richtungen gerechneten Differentiale bezeichnen (vgl. § 56, 
pone dvdX + dydY+ d2dZ—0. 

Da nun dX, dY, dZ den Cosinus der ¢ entsprechenden Richtung auf 
der Kugel proportional sind, so folgt, dass diese Richtung auf der Rich- 
tung ¢’ senkrecht steht. 

Hieraus ergiebt sich, dass ftir die (auf einander senkrechten) 
Hauptrichtungen und nur fiir diese die entsprechende Rich- 


*) Es sei daran erinnert, dass die Vorzeichen der Wurzeln positiv zu nehmen sind. 
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tung auf der Kugel der urspriinglichen parallel wird, wie 
auch aus den Gleichungen von Rodrigues (§ 54, Kap. IV, (13)) erhellt. 

Wir sehen auch, dass sich nach dem Vorstehenden fiir die Haupt- 
tangentenrichtungen die folgende Definition ergiebt: Die Haupttan- 
gentenrichtungen sind diejenigen, welche bei der spharischen 
Abbildung um einen rechten Winkel gedreht werden. 

Wir kehren nun zu den allgemeinen Gleichungen (1) zuriick und 
berechnen das Flichenelement der Kugel (§ 33, 8. 63): 

do’= Veg — f? dudv. 
Wir erhalten: 
do’= KV EG — F? dudv = Kade, 

wenn do das Flaichenelement der gegebenen Fliche ist. 

Wenn wir also um einen Punkt M der Fliche eine kleine ge- 
schlossene Curve ziehen und mit o das eingeschlossene Flachenstiick- 
chen, mit o’ das entsprechende des sphirischen Bildes bezeichnen, so 


convergiert das Verhiltnis <, wenn das Flichenstiickchen 6 (nach einem 

beliebigen Gesetz) unendlich klein wird, gegen den Wert der Total- 

krimmung K = =. im Punkte M. Diese von Gauss gegebene De- 
LOE | 


finition des Kriimmungsmasses weist, wie man sieht, eine vollige Ana- 
logie zu derjenigen der Kriimmung ebener Curven auf. 

Zum Schlusse leiten wir aus denselben Gleichungen (1) oder (2) 
den Satz von Enneper ab: Das Quadrat der Torsion der Haupt- 
tangentencurven ist in jedem Punkte gleich der mit entgegen- 
gesetztem Zeichen genommenen Totalkriimmung der Flache. 

Zum Beweise braucht nur beachtet zu werden, dass fiir eine Haupt- 
tangentencurve die Richtungscosinus der Binormale gerade 

». Gand Aa 
sind und also nach § 5 
1 dX*4+d¥?+4+4Z2 _ ds’? 
Rass ds? yor ase 


ist. Wegen der Gleichung (2) aber und unter Beriicksichtigung des 
Umstandes, dass lings einer Haupttangentencurve nach § 57 


Ddw + 2D'dudv + D’ dv? =0 


ist, erhalten wir: 
1 


Pio 
Dieser Satz wird nachher in § 65 weiter ausgefiihrt werden, wo 
unter Beriicksichtigung des Vorzeichens der Torsion bewiesen werden 
wird, dass in jedem (hyperbolischen) Punkte der Flache die 


— K. 
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beiden Haupttangentencurven, die sich in dem Punkte durch- 
kreuzen, gleiche, aber dem Zeichen nach entgegengesetzte 
Torsion haben. 


§ 63, Allgemeine Formeln ftir die spharische Abbildung. 


Fiir viele Fragen der allgemeinen Flichentheorie ist die Unter- 
suchung der Flichen mit gegebener sphirischer Abbildung von 
Wichtigkeit. Wir wollen nun in diesem Paragraphen die allgemeinen 
Gleichungen aufstellen, die sich auf das Problem beziehen: Wenn die 
dritte Differentialform: | 
(3) ds’? = edu? + 2fdudv + gdv’, 


gegeben ist, dh. e, f, g als Functionen von w und v gegeben 
sind, sollen die zugehérigen Flachen bestimmt werden. 

Zu diesem Zwecke suchen wir die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen auf, denen die Coefficienten D, D’, D” der zweiten Grund- 
form geniigen miissen. Sind diese Bedingungen erftillt und werden 
X, Y, Z als bekannte Functionen von w und v vorausgesetzt, so lasst 
sich nachweisen, dass sich die entsprechende Flache mittels Quadra- 
turen ergiebt. 

Zunichst sind die Grundgleichungen (I) des § 47, Kap. IV (8. 89), 
angewandt auf die Bildkugel, anzusetzen. Da die Cosinus der nach 
aussen gerichteten Kugelnormale eben X, Y, Z sind, so ist die 
zweite Grundform beziiglich der Kugel, mit entgegengesetztem Vor- 
zeichen genommen, mit der ersten identisch*). Die angefiihrten Glei- 
chungen lauten also in dem vorliegenden Falle: 


OP «ial neex it lige Le 

rill tEil|t ces aPrijrs ca 
hp Game Ci Ge peed soe 

(4) Hes So Aascts \eobleeo al 
OX a2) sox ee ox 
Gok Saalnaatteh \ios loam 


wo der Strich an den Christoffel’schen Symbolen andeuten soll, dass 
dieselben aus den Coefficienten e, f, g der dritten Grundform (3) ge- 
bildet sind**), 


*) Es wird hier also als positive Seite der Kugel die iiussere genommen 
und in Uebereinstimmung mit den “erundlegenden Festsetzungen des § 46, Kap. IV, 
vorausgesetzt, dass auf dieser positiven Seite die positive w- -Richtung links yon 
der positiven v-Richtung liegt. 


) Wie immer lassen wir auch hier die analogen Gleichungen in Y und Z weg. 
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Wir setzen nun die Grundgleichungen II (§ 47, Kap. IV, 8. 90) an, 
aber in anders aufgeléster Form, wobei wir mittels der Gleichungen 
(1), § 61, die Coefficienten e, f, g einfithren, und finden: 

NO2e-\fD.= GDP on ED 26D4 ox 
(5) ae! eg — f? Bi cake eg—f? av’ 
Ce [Dg Ox Ee FE OD OX, 
\ dv eg—f? Ou eg—f? ov 
Nun driicken wir in den Integrabilititsbedingungen: 

0 (ox Ox 

Ov (*) 5 Ga) Ui, te 8. 
die zweiten Differentialquotienten von X mittels der Gleichungen (4) 
aus und setzen fiir die Differentialquotienten der Coefficienten e, f, g 
ihre Werte in den Christoffel’schen Symbolen ein.. Nach einfachen 
Umformungen finden wir als die gesuchten Bedingungen *): 


CAD BX. 12)’ 1a VaR (ais oot IRA ee 
oe we ar tae 
OD. oD! 22) Pe hala bE {12 
7 reap ea Ne age ee ar Us eh 
Dies sind genau die Codazzi’schen Gleichungen (IV), § 48, Kap. IV 
(S. 91), wenn an Stelle der ersten Grundform die dritte gesetzt wird. 
Geniigen ihnen D, D’, D”, so ist die entsprechende Fliche wirklich 
vorhanden und ergiebt sich mittels Quadraturen aus den Gleichungen 


(5). Wir kommen somit zu dem einfachen Ergebnis: Sind die 
beiden Differentialformen: 


Ddw + 2D'dudv + D' dv, 

edu? + 2fdudv + gdv? 
gegeben, von denen die zweite definit ist und die positive 
Kriimmung Eins besitzt, so ist daftir, dass eine Flache existiere, 


*) Um diese Rechnung in aller Kiirze durchzufiihren, setze man fiir den 
Augenblick: . 
pDAagGD fD—eD’ _ PDEs Din p pD 6 Di oak, 
eg — f? = M, eg —f? ae ’ eg —f? ’ eg —f? Q, 
woraus folgt: 
Me * Np— — DP, *MfP+ No =Pe+Of=—D, Pf+ = — 


Als Integrabilitatsbedingungen erhilt man die Gleichungen: 


yer *\'y Mae ey GE or 0, 
2028 _(23V a4 (Mp (18) ar @ mo, 


die unmittelbar in die Gleichungen (6) des Textes tibergehen. 
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welche dieselben als zweite und dritte Grundform besitzt, 
notwendig und hinreichend, dass die Codazzi’schen Gleichun- 
gen (6) erfillt sind. Die betreffende Flache ist eindeutig 
bestimmt und ergiebt sich, wenn X, Y, Z als Functionen 
von wu und v bekannt sind, mittels Quadraturen aus den Glei- 
chungen (5). 

Die Bestimmung von X, Y, Z, wenn nur die Coefficienten e, f, g 
bekannt sind, hangt von einer Riccati’schen Gleichung ab (§ 50, Kap. IV). 

Wie in § 48 (S. 92) sieht man, dass die Gleichungen (6) auch in 
der folgenden Form geschrieben werden k6nnen: 


(0 D o dD’ )+ 
ee a i 
(6*) leJVeg—f? l2atveg—f les Veg—fe ” 
be eg DE Aes. )+ 
Lolers aman 27 
20)'. D me bE £ERE, ATU ee 
| +| 1 ae liasVveg—f 11S Veo—P? 
Endlich leiten wir die Gleichungen ab, die uns die Werte fiir 
M+ %, 10 
geben, wenn r, und v, die Hauptkriimmungsradien der Flache sind. 


Als die quadratische Gleichung, durch die sie bestimmt werden, erhalten 
wir nach Formel (9), § 52, 8. 100, die folgende: 


(7) (eg —f?)r? + (eD"+ gD — 2fD')r + DD"— D? = 0. 
Also ist: 


2fD’— eD”— gD 
N+ = eq —f? 
(8) DD pe 
Tio eg aft 


Aus den Gleichungen (1), § 61, finden wir fiir die Coefficienten des 
Quadrates des Linienelementes der Fliche die Werte: 
(9) [Bm rest te) te) aes 

| CF eC hr a ple eee NN 


, 


§ 64. Die Flichen bezogen auf ihre Haupttangentencurven. 


Diese allgemeinen Gleichungen wenden wir auf zwei Fille von 
besonderem Interesse an. Im ersten Falle nehmen wir als Parameter- 
linien w, v auf der Kugel die Bilder der Haupttangentencurven 
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der Flache, von der wir also, indem wir uns auf reelle Gréssen be- 
schranken, annehmen, dass sie, wenigstens in dem betreffenden Gebiet, 
nur hyperbolische Punkte besitze. 
Wir haben in diesem Falle: 
D =Di Die=.0:. 


Setzen wir nun: 


1h = — @, 
d. h. bezeichnen wir mit ae das Kriimmungsmass der Fiche, so 
erhalten wir aus (8): 

a eet of): 

Veg—f? 
Die Codazzi’schen Gleichungen (6*) lauten: 
é loge _ D251 seilogien eae 

(10) ou ——2|""}, ov =——2{71, 


wobei die geometrische Bedeutung von @ durch die Gleichung: 


(11) K=— a 
gegeben ist. 

Wir haben also das zum ersten Mal von Dini**) gefundene Er- 
gebnis: 

Damit die sphirischen Curven u,v die Bilder der Haupt- 
tangentencurven einer Flache seien, ist notwendig und hin- 
reichend, dass die fiir das Linienelement der Kugel berech- 


neten Symbole Lait b> tea der Gleichung: 


Le ee [ithe 
ey A l=A lt] 
gentigen. 

Ist diese Bedingung erfiillt, so wird @ durch die Gleichungen (10) 
bis auf einen constanten Proportionalititsfactor bestimmt. Wir erhalten 
dann mit Riicksicht auf die Gleichungen (5) den Satz: 

Die zugehérige Flache ist ihrer Gestalt nach mittels 
Quadraturen durch die Gleichungen: 


*) Wir lassen hier das doppelte Zeichen weg und betrachten die Grésse g, 
die durch die folgenden Gleichungen (10) definiert ist, als positiv. Die Aende- 
rung des Zeichens von D’ bedeutet nur eine Aenderung der Zeichen der rechten 
Seiten in (5), d. h. es ist die Flache nur durch die zum Coordinatenanfangspunkt 
symmetrisch gelegene Flache zu ersetzen. 

**) Annali di matematica, Ser. 2, Bd. 4. 
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(OS ae ive in OX ee oe 
: Ou Veg —f2? du YVeg—f? dv 
(13) On eg = OX Ofer). Oe 
\ ov Veg — f? Ou Veg —f? Ov 
bestimmt. 
Die Gleichungen (8) werden dann: 
2 
Reg eye 1,1, = — 0” 
und folglich die Gleichungen (9): 
E= Qe, = — of, G = 09. 


Fiir das Quadrat des Linienelements der Flache ergiebt sich 
also der Ausdruck: 


(14) ds? = g*(edu® — 2fdudv + gdv’). 
Es mag noch auf die einfachen Beziehungen hingewiesen werden, die 
jetzt zwischen den fiir die Flache bez. Kugel gebildeten Christoffel’schen 


: (aly 
Symbolen ia und (it bestehen. Aus der Tabelle (A), § 35, 
S. 67, finden wir auf einfache Weise *): 


*) Ks mag hier eine Reihe von einfachen und allgemeinen Gleichungen an- 
gegeben werden, die von Weingarten bemerkt und dem Verfasser brieflich mit- 
geteilt worden sind. Wir nehmen die vier Gleichungen (vgl. § 46): 


oe Ox OX ra Ox OX F 0x2 OX 
we Ou Ow’ Das Ou Ov’ es > Ou’ 


pa See 

Ov Gv 
und differenzieren jede derselben einerseits nach w und andererseits nach »v. 
Wenn wir dann fiir die zweiten Differentialquotienten von a die durch die Grund- 
gleichungen (I), 8. 89, gegebenen Werte und ebenso fiir diejenigen von X die 


Werte (4), 8. 122, einsetzen, so erhalten wir die in Rede stehenden Gleichungen, 
die wir in der folgenden Tabelle zusammenstellen: 


Fata) DE Maik Dok bad Bee had Be 


Reo lts Pt lal? hla Ot he) O 
(= (th oe (2) ors (yo 4 aa, 
[22 = 2) na 2] oe 4 (on 
(22 =~ [18 448) pou) pale 
| = ea D4 (32) D4 [120 py es D", 
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§ 65. Zweiter Beweis des Satzes von Enneper. 


Wir zeigen zunachst, wie sich aus diesen Gleichungen wieder der 
in dem bereits in § 62 angedeuteten Sinne vervollstindigte Satz von 
Enneper ergiebt. 

Wir betrachten auf der Fliche S die Haupttangentencurven 1, 
deren Bogenelement ds, infolge der Gleichung (14) durch 

ds, = eVedu 
gegeben ist. 
_ Fiir die Curve » erhalten wir unter Beibehaltung der in der 
Curvenlehre gebrauchten Bezeichnungen: 


COS & Lee cos B bee cos eee 
= —— — —- — —» =— ae 
oVe ou’ eVe ou ‘ oVe cu 
d. h. infolge der Gleichungen (13): 

A ox Veig ox 

"Ye Veg—fidu Veg— Fido’ 

f ay Ve OY 

Me Ve Youn ou © Veg—P 00’ 

cosy = f OZ Ve 02 


Ve Veg—fidu Veg—f? dv 
Ferner ist, da die Schmiegungsebene der Curve v mit der Tangential- 
ebene der Fliche zusammenfiallt, 

cosA—=+ X, cosu=-+ Y, cosv—-+ Z, 


und demnach: 


“us A 12 
Sea Tt Diketek jelalato \p ; 
Ou 
oD” iat {2 ef ep i °\'D ae ay 
Fp Ve Oe a A ee Sapte: ae 

Durch geeignete Combination dieser acht Gleichungen ergeben sich wieder 
die Codazzi’schen Gleichungen sowohl beztiglich der ersten als auch der dritten 
Grundform (S. 91 und §. 123). Wird in den obigen Weingarten’schen Gleichungen 
D und D” gleich Null gesetzt, so ergeben sich unmittelbar die Gleichungen (a) 


des ‘T'extes, 
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é COS MW Cosy 
cos § = 
cos B cosy 


\e Ls ras 4 ae 
ei cet OMe Ve .a% s Ee Ve 22). 
Ate Veg—f?eu YVeg—frdv Ye Veg—frdu VYeg—f* ov 


Analoge Gleichungen bestehen fiir cosy und cos€. Ist $ die Tor- 


sion der Curve v, so kommt nach den Frenet’schen Formeln (8. 10): 


1 d cosh 1 OX 
T= > oss er ee ne 
d. h. infolge der obigen Gleichung: 


x Be Z 
(abel | aoa ay an 
a = Ve Ow Ou Ow 
é led = a 
va alien’ View vos Ve. ox Ve 0Z 
Veg—f? 0v YVeg—f? dv » Veg —f? bv 
Es ist aber nach § 47, S. 88, oben: 
XS ee ee: 
OX OY O42 Rae boa 
ou du du |—Veg—f?, 
OX OY @2 
Ov Ov 6H 
demnach : 
1 i 
15 ages ee oe eee 
(15) p44 
Wird entsprechend mit rs die Torsion der Haupttangentencurven 
wu bezeichnet, so finden wir: 
% apoeen, 
(15%) p=—3 


Wie man sieht, geben diese Gleichungen wieder den Enneper’schen 
Satz und beweisen ferner, dass die beiden durch einen Flachenpunkt 
gehenden Haupttangentencurven zwar gleiche, aber dem Zeichen nach 
entgegengesetzte Torsionen haben. 


§ 66. Haupttangentencurven auf den Minimalflichen. 


Die Gleichungen des § 64 geben, angewandt auf zwei wichtige 
Klassen von Flichen, die wir weiterhin untersuchen werden, nimlich 


auf die Minimalflichen und die pseudosphirischen Flichen, unmittelbar 
einige bemerkenswerte Siitze, 
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Wie bereits erwithnt , werden als Minimalflichen diejenigen 
Flachen bezeichnet, bei denen in jedem Punkte die Hauptkriimmungs- 
radien gleich und dem Vorzeichen nach entgegengesetzt sind. Ihre 
Haupttangentencurven sind reell und stehen auf einander senkrecht, 
da die Dupin’sche Indicatrix in jedem Punkte aus zwei (conjugierten) 
gleichseitigen Hyperbeln besteht. Da hier 


Ves? 
sein muss, so folet f= 0, also auch FO nach §. 126, d.h. die 
Curven wu, v bilden, wie bereits bemerkt, auf der Fliche und im sphi- 
rischen Bilde ein Orthogonalsystem. Weiter folet aber aus der Glei- 
chung (12), da wegen (A), S. 67 
12)’ 1 dloge 12)" i A logg 

(b) 0 eta at |= > Ge 
ist, die Gleichung: 


CO? loge __ G* logg 

Oudv duov- 
Dieselbe besagt (nach (24), § 38, 5. 72), dass die sphiirischen 
Curven w, v isotherm sind. Durch Aenderung der Parameter wu, v kénnen 
wir ohne weiteres e gleich g machen. Dann folgt aus den Gleichungen 


(b) und (10), § 64, 8S. 125: 


1 
cis dam aa 


Die Quadrate der Linienelemente auf der Kugel und auf der Fliche 
erhalten dann beziiglich die Formen: 


ds’? = + (du? + dv), ds? = 0 (dw + dv’). 
Q ? Q 


Also: Sowohl die Haupttangentencurven einer Minimalfliche 
als auch ihre spharischen Bilder sind Isothermensysteme. 
Die vorstehenden Ausdriicke lassen wiederum erkennen, dass die sphi- 
rische Abbildung nach Gauss fiir die Minimalflichen conform ist. Da 
nun ferner alle Isothermensysteme auf der Kugel bekannt sind, so er- 
geben sich alle Minimalflachen aus den Gleichungen des Paragraphen 64 
mittels Quadraturen. 


§ 67. Haupttangentencurven der pseudospharischen Flachen. 


Wir betrachten Flichen mit constantem negativen Kritim- 
mungsmass: 3 
K=— o (o = Const.). 

Diese Flachen werden auch als pseudosphiarische Flachen und 9 als 
ihr Radius bezeichnet. Aus den Gleichungen (10) folgt: 


Bianchi, Differentialgeometrie. B) 
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Ov Ow ? Ow ? 
demnach: 3 2 
Ate CGNs 
ou 0, oni 


Da somit e eine Function von w allein und g eine solche von v allein 
ist, so kann durch Aenderung der Parameter uw, v einfach 

e=l, -g =) 
gemacht werden, und es ergiebt sich, wenn mit w der Winkel der 
Haupttangenten auf der Flache bezeichnet wird: 
(16) ds? = 9*(du* + 2cosadudv + dv’), 
(16*) ds? = dw? — 2cosadudv + dv’. 

Wir betrachten nun auf der pseudosphirischen Fliche S das Vier- 
eck, welches von vier Haupttangentencurven: 

“=U, U=Ws VHD, Vv=V, 
gebildet wird. 

Da edu das Bogenelement der Curven v und odv dasjenige der 
Curven w ist und da @ constant ist, so haben die beiden Gegenseiten: 
O== Uy, VEY, 
die Linge o(u,— wu) und die beiden andern Seiten die Linge 

o(¥%, —%). Hs besteht also der Satz: 

In jedem krummlinigen Viereck, das von vier Haupttan- 
gventencurven einer pseudosphiarischen Flache gebildet wird, 
sind die gegentiberliegenden Bogen einander gleich. 

Zufolge (16*) ist ferner klar, dass den spharischen Bildern 
der Haupttangentencurven dieselbe Higenschaft zukommt. 

Wir bemerken noch, dass beide Higenschaften fiir die pseudo- 
sphirischen Flachen charakteristisch sind. In der That, wenn diese 
Higenschaft von den Curven w, v auf der Kugel vorausgesetzt wird, so 
besagt dieses, dass e, g durch Aenderung der Parameter u, v gleich 


Kins gemacht werden kénnen, woraus sich en == (), (it = 0 and 


also infolge der Gleichungen (10) 9 = Const. ergiebt. Berticksichtigt 
man andrerseits die Gleichungen (a), § 64, S. 127: 

a) aa Fy mec (a3) 

es amen: (Po eae 
so gelanet man offenbar zu derselben Schlussfolgerung, wenn man yor- 
aussetzt, dass die in Rede stehende Higenschaft den Haupttangenten- 
curven w, v auf der Fliche zukommt. 


§ 68. Formeln von Lelieuvre. tot 


Die Aufgabe, die pseudosphirischen Flichen zu bestimmen, deckt 
sich mit der, auf der Kugel diejenigen Systeme von Curven w, v zu 
finden, fiir die das Quadrat des Linienelementes den Ausdruck (16*) 
annimmt, d. h. diejenigen Systeme zu finden, welche die Kugelober- 
fliche in krummlinige Vierecke teilen, deren Gegenseiten einander 
gleich sind. Wenn man nun mit Hilfe der Gleichung (17), § 35, 
Kap. III (S. 68), die Eigenschaft ausdriickt, dass die Kriimmung der 


Form (16*) gleich Eins (oder diejenige der Form (16) gleich —3) 
ist, so findet man fiir w die charakteristische Gleichung: 
(17) easing. 

Jeder Lésung w dieser partiellen Differentialgleichung entspricht 
eine pseudosphiarische Fliche mit gegebenem Radius 9 und umgekehrt*). 


§ 68. Formeln von Lelieuvre. 


Die Gleichungen (13) des § 64 (S. 126) gestatten eine von Le- 
lieuvre**) angegebene elegante Transformation, die fiir die Theorie 
der unendlich kleinen Verbiegungen von grosser Wichtigkeit ist. 
Diese Transformation der Gleichungen (13) ergiebt sich unter Beriick- 
sichtigung der Identitaten ***) : 

*) Es folgt nimlich aus dem allgemeinen Satze des § 48, dass, wenn o der 
Gleichung (17) gentigt, zu der Kugel das Linienelement-Quadrat (16*) gehort. Ist 
@ gegeben, so hingt die Bestimmung der entsprechenden pseudosphirischen 
Fliche von der Integration einer Riccati’schen Gleichung ab (§ 50). 


**) Bulletin des Sciences Mathématiques, Bd. 12, 8. 126. 
**#) Diese Identitiiten sind besondere Fille der folgenden fiir eine beliebige 


Fliche geltenden: 


y oe ge H Ox F Ox 
Ow OO, GR e 00 VEG — F? ou’ 
y 2 ee F Ou G Ox 
Ov Ov ’ VEG — F* FF? Ov eVGA ou 


die dadurch bewiesen werden, dass man fiir X, Y, Z ihre Werte (1), § 46, 
Kap. IV, einsetzt. So ist z. B.: 


Oz oy 1 (2 020% O82 = oy Ce at 
Y — — tI ig rare °C nan an a Dy a 
Ou du VEGF? Ate dv O0v ou du\ewdv - dvdu/ J 
an EI) 
EG — F? \dv|\ou U Ou 

Qu [oxodu , oyoy Ge O24) 

Cu ie Bp ans te al 

E Ox i Ox 4 


= ae U8. Wie 


- VEG — F?dv VEG — F? du 


9* 
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a AE a Lag iL 
(a) Veg — f? Ou Veg —f? ov ou Ou 
a 

\Veg — f? Ow Veg — f? Ov Ov Ov 


Die Gleichungen (13) kénnen demnach auch folgendermassen geschrie- 
ben werden: 


F voneey, ; 5 cae 
x 
Damm CREO! ts ac) ea 
Ou eu dv ov 
3 Z oXG 3 Z exe 
An = — 0 | az ax): ae = +0|0Z 0X) 
ou Cw Cv ov 
Keay i B.C 4 
02 Of 
Ca OO We Sa eaeriee | pe ga 
ou: — 7 Ov a ~~ 
ou ou ov Ov 
Wird nun 3 si ns 
VoX=§ VeY=n, VeZ=§& 
gesetzt, so ergeben sich die Lelieuvre’schen Formeln: 
eS ae 
Ox 2 Ox - PS 
Cty egerea | cat 0g ? Nos a o7n a5 > 
Ou Ou Ov Ov 
ay cae by 3 
(18) ismapiee es of 0€ ? Bee ar 0g og |? 
Ou Ou Ov Ov | 
a Se oid &  y 
Cz 02 
Dag Pn SRO Fe eee of on |: 
( Ou OU Ov Ov 


Nun sind X, Y, Z infolge der mittleren der Gleichungen (4), § 63, 
5. 122, und infolge der Gleichungen (10), § 64, S. 125, Lisungen der 
Laplace’schen Gleichung: 


O*p | GlogVe og , ClogVe cy , > 
Aueh bp Sah ee ee 


Owov C GC a Cv 


Da dieselbe gleiche Invarianten besitzt*), so geht sie, wenn 


Vep = 
gesetzt wird, in die folgende tiber: 
19) ‘eae 
a) 2 Oudv Le 
Us ena a ist. 


*) Vgl. Darboux, Bad. 2, 8. 27. 
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Daraus folgt: In den Lelieuvre’schen Formeln (18) sind 
&, 7, € drei particulare Lésungen der Gleichung (19). 

Nun gilt aber auch umgekehrt der Satz: Kennt man drei 
linear unabhangige particulare Losungen &, y, € einer will- 
ktirlich gewahlten Laplace’schen Gleichung von der Form: 

arn 


wo M eine beliebige Function von w und »v ist, so ergeben 
die Gleichungen (18) mittels Quadraturen eine Flache, auf 
der die Curven w, v die Haupttangentencurven sind und deren 
Kriimmungsmass K in jedem Punkte durch 


ae 


1 
2 2 2\2 
gegeben ist. Sy een 
In der That ist leicht zu sehen, dass die Bedingungen fiir die 
Integrabilitat der Gleichungen (18) fiir die Lésungen &, 7, € von (19) 
identisch erfiillt sind; auf der sich ergebenden Flache: 
a—=a2(u,v), y=ylu,»), @ = 2(u, 0) 
sind &, 9, € infolge der Gleichungen (18) den Richtungscosinus der 
Normale proportional: Demnach ist, wenn 


Oe SE ee 
gesetzt wird: 
ce wigs MOREE ves By 
Ve’ Ve’ Ve 
und die Gleichungen: 
0% OX 0 on OX 0 
aa Dba Pte 2? 


die aus den Gleichungen (18) folgen, beweisen eben, dass die Curven 

u,v die Haupttangentencurven sind. Setzt man ferner noch: 
dX?+dY*-+ dZ? = edw? + 2fdudv + gdv’, 

so kommt man von den Gleichungen (18) wieder zu den Gleichungen 

(13), sodass der Beweis gefiihrt ist. 

Nach dem yorstehenden Satze kénnen wir mit Hilfe von geeig- 
neten Gleichungen (19) unendlich viele Flichen erhalten, auf denen 
wir unmittelbar die Haupttangentencurven kennen. Wenn wir z. B. 
die Gleichung: ete 
Ouov 
nehmen und die drei particularen Losungen 

; f=, n=U(v), =u 
wihlen, wo w(v) eine beliebige Function von v ist, so ergiebt die 
Integration der Gleichungen (18): 
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(20) L=—upv), your, & = f(y’) — v))dv. 

Diese Gleichungen definieren uns eine Fliche, auf der die Haupt- 
tangentencurven v offenbar Gerade sind, welche die z-Axe senkrecht 
kreuzen, d. h. ein gerades Conoid. Wegen der Willkiirlichkeit der 
Function #(v) ist die Flache (20) auch das allgemeinste gerade Conoid. 


§ 69. Die Flachen bezogen auf ein conjugiertes System. 


Der zweite besondere Fall, auf den wir die allgemeinen Gleichungen 
des § 63 anwenden wollen, soll derjenige sein, in welchem die Curven 
u,v auf der Kugel die Bilder eines conjugierten Systems auf 
fer Flache sind. 

Da dann D’= 0 ist, so nehmen die Gleichungen (6) (S. 123) fol- 
gende einfache Gestalt an: 

D vay) BY, 
(2 ~ (of 
(21) ) 


Wenn ein System (w, v) auf der Kugel willkiirlich gegeben ist, so 
giebt es unendlich viele Flachen, fiir die dasselbe ein conjugiertes 
System ist. Hine beliebige dieser Flichen ergiebt sich, wenn fiir D und 
D” zwei Functionen von # und v genommen werden, die den Glei- 
chungen (21) oder den nach (20), S. 45, aquivalenten Gleichungen: 

( 0 ieee (ete De 
Fae ac ue 


a) Die 22 DY 
Ran) (saat MT ae 
Lau \Ves—F) TALS Veg—P tS Veoh 
geniigen, und wenn alsdann 2, y, 2 iG Quadraturen aus den Glei- 
chungen (5) (8. 123) bestimmt werden, die in diesem Falle lauten: 


Oyen ee!) (255 OX ox 
TER 2: 


(21*) 


(22) jou px — ot 
| pete (ae es) 


und entsprechend fiir y ei Z. 

Aus den Gleichungen (8) (S. 124) ergiebt sich: 
Qs ) 2 eae? DD" 
(23) 1+ 1, jg OSes pea 
Die Gleichungen (9) ebenda ergeben: 


SN PLM es eh 
et cg) Ee ag aig eli a ager 
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Berechnen wir mittels dieser Ausdriicke die Symbole a fiir die 


Flache, so finden wir unter Beriicksichtigung der Gleichungen (21)*): 
Op betel ae el é log D” ean 
— — ; y) 


1 Ou Bepy. 2 sien lie 
(25) ie er ee a tr ey nae ae 
D 


fe tomer {tt} (22 
leery a |e spot} 

Wir nehmen nun im besonderen an, dass das System (w,v) auf 
der Kugel orthogonal sei und demnach die Curven wu, v Kriimmungs- 
linien der Filachen seien (vgl. § 61, 5. 119). Es ist dann f—0O und 
also nach (23): 

—=—er,, D"=—gQgr,. 
Wenn wir dieses in den Gleichungen (21) einsetzen und gleichzeitig 
die Werte der Christoffel’schen Symbole nach § 35 entwickeln, so er- 
halten wir: 


or. 0 lo 
| ee ee Ts) gee ? 


) 
Ci (r5 — 1, 0 cay 

Die Aufgabe, die Flachen mit gegebenen sphirischen Bil- 
dern der Kriimmungslinien zu bestimmen, wird demnach bei 
dieser Art der Behandlung auf die Integration des Systems (26) zuriick- 
gefiihrt. 

Eine elegantere und mehr symmetrische Methode wird sich dem- 
naichst aus den Gleichungen fiir die Hbenencoordinaten der Fliche ergeben. 


(26) 


§ 70. Flachen mit positiver Krimmung bezogen auf ein 

isotherm-conjugiertes System. 

Auf einer Flache (oder auf einem Flichenstiick) mit positiver Total- 
kriimmung giebt es unendlich viele conjugierte Systeme, fiir welche 
die zweite Grundform: 

Ddw? + 2D'dudv + D" dv? 
die isotherme Gestalt (§ 38) annimmt, d. h. fiir die bei geeigneter Wahl 
der Parameter uw und v 
Diz DE D0 

*) Die folgenden Gleichungen des Textes ergeben sich auch unmittelbar aus 
den in der Anmerkung § 64, S. 126, angegebenen, wenn darin D’ gleich Null ge- 
setzt wird. 
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wird. Der Kitirze halber nennen wir soleche Systeme isotherm- 
conjugiert. Wir wollen nun fiir diese Systeme, die in vielen Be- 
ziehungen bei den Flachen mit elliptischen Punkten dieselbe Rolle 
spielen, wie das System der Haupttangentencurven bei den Flachen mit 
hyperbolischen Punkten, die zugehérigen Gleichungen aufstellen. Ins- 
besondere kiénnen wir, ohne auf die Realitit der Parameterlinien zu 
verzichten*), fiir die genannten Flachen ein System von Gleichungen 
ableiten, die den Lelieuvre’schen (§ 68) vollkommen analog sind. 
Wird in den Gleichungen des vorigen Paragraphen D = D” an- 


genommen, ferner: 
D D ay 


Vo? Veg—P 
gesetzt, so ergiebt Hinsetzen in den Gleichungen (21*): 


(at) “82 — — hee aise ee = — a} + lease 


wo die geometrische Bedeutung von o durch die Gleichung: 


ue 


@7*) Kk=7 
gegeben ist. Die pee (22) lauten: 
ar g = +f ae 
28 oo = Veg —f' A Ov 
a \2e oiee me = 
\ dv ae fa Ja : 


wonach sich EH, I’, G berechnen lassen, sodass 
ds” = @’(gdu? — 2fdudv + edv*) 
folgt. 
Also: Damit ein System (w, v) auf der Kugel das Bild eines 
isotherm-conjugierten Systems auf einer Flache sei, ist not- 
wendig und hinreichend, dass die Christoffel’schen Symbole 


rs as ee 
P » fiir das Linienelement auf der Kugel berechnet, der 
Bedingung: 
*) Da die Differentialgleichung der Haupttangentencurven die Form: 
du? + dv? = 0 
annimmt, so sind die Gleichungen der Haupttangentencurven in endlicher Gestalt: 
w+ iv = Const., w— iv = Const. 


Wenn wir dieses beriicksichtigen, kénnen wir gleichfalls den analytischen Ueber- 


gang von den Gleichungen des yorigen Paragraphen zu denjenigen dieses Para- 
graphen bewerkstelligen. 
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gay les “(22 mee) (Lay 

Mla) +iilimalles ttt, 
gentigen. Ist dieselbe erfiillt, so ergiebt sich die zugehdrige Fliche 
ihrer Gestalt nach aus den Gleichungen (27) und (28) mittels Qua- 
draturen. 

Es mag noch bemerkt werden, dass, wenn D = D”, D’= 0 ist, 
die Coordinaten #, y, z eines Flachenpunktes wegen der Gleichungen 
(I) des § 47, Kap. IV (S. 89), folgenden beiden simultanen Gleichungen 
gentigen: 


aro — {7} lng as 
efi eter ka ea 2) dv’ 


aa— [lel — feels 


Umgekehrt, bilden zwei Gleichungen von der Form: 


07 ani Coe 
A ener ETS 
07a 078, 


08 oe 
aut — Bot — “Gu TB ay 
ein unbeschrankt integrierbares System*), und sind 


ou, v), y(u,v), a(u, 2) 
drei linear von einander unabhingige Liésungen derselben, so hilden 
die Curven wu, v auf der Flache: 


Cea uu, v), y= y (u, v), A a(u, v) 


ein isotherm-conjugiertes System **). 


- § 71. Formeln fiir isotherm-conjugierte Systeme. 


Mit Hilfe der Identitéten (a) in § 68 k6nnen wir wieder die 
Gleichungen (28) in andere, den Lelieuvre’schen vollkommen analoge, 
transformieren. Setzen wir namlich: 


(29) Vo X=§, Vo Y=1, Ve Z=6, 
so gehen dieselben infolge der soeben erwahnten Identitaten tiber in: 


*) Kin System wie das obige im Text kann héchstens vier linear von 
einander unabhiingige Lésungen besitzen (mit Kinschluss der Lésung: # = Const.); 
ist dieses der Fall, so ist es eben unbeschrankt integrierbar. 

**) Aus dieser Bemerkung ergieht sich nach einer ganz analogen Beweis- 
methode wie in § 58, 8. 111: Die isotherm-conjugierten Systeme gehen 
bei projectiven Transformationen in ebensolche tber. 
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Bis mes Ks me 
ae Gay Ot Na ee (Cee oe 
Ov Ov u ow 
: Gatene os Sa 
v Ov Ow Ou 
02 re 04 é a 
Fp | Oe Ol | rr eat eat ere 
Ov Ov Ou ou 


Nun geniigen X, Y, Z den Gleichungen (4) in § 63. Addieren 
wir die erste und dritte derselben und beriticksichtigen wir die Glei- 
chungen (27), so sehen wir, dass X, Y, Z Losungen der Gleichung: 


0 Oo 0 loge 0g 0 log @ = 
er he ae 


sind. Diese geht, wenn 


Ve p=? 
gesetzt wird, tiber in: 
O70 070 
(31) bat + gor — MO, 


wobei 


mj. (N +28) —er0 


ist. Infolge der Gleichungen (29) sind &, 7, € drei particulare L6- 
sungen von ihr. 
Umgekehrt: Ist eine Gleichung von der Form: 


078 Oo 
Ou? sic ow Ms, 


wo M eine beliebige Function von w und v ist, gegeben, und 
kennt man drei linear von einander cuahineiee Loésungen 
&, 7, €, so ergiebt sich aus den Gleichungen (80) mittels 
Quadraturen eine Flaiche: 


. ices vu, 0), Y= y(u, v), a. z(u, v), 
auf der die Curven w, v ein isotherm-conjugiertes System 
bilden. Der Beweis ist derselbe wie in § 68, und auch hier ergiebt 
sich nach (27*), 8.136, dass das Kriimmungsmass K der Fliche durch 


(32) 

gegeben ist. 
Beispiel. Man betrachte die Gleichung: 

(33) Beh i PS) 


du? Toy? 


(ses i ie aio ky 
ee 
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und wihle die Lésungen: 


i= 0 6 — i — oe? 
wo @ eine beliebige Lisung von (83) ist, deren conjugierte B be- 


kanntlich durch die Bedingungen: 


Qc eho. Oa. - OR 
Gu 00’ Ge bu 
bestimmt ist. Die Gleichungen (30) ergeben dann integriert: 
De uw? + vy? é 
eee og ge 


und bestimmen eine Fliche, auf der das System (w, v) isotherm-con- 
jugiert ist. Setzt man z. B. 
a—=—hv, p=hu, 
so erhalt man das Rotationsparaboloid: 
2 2 
Afra ee (h = Const.). 
Die Curven u,v des isotherm-conjugierten Systems sind in diesem 
Falle die (congruenten) parabolischen Schnitte der Fliche mit Ebenen, 
die den Hauptebenen parallel sind. 


§ 72. Formeln von Weingarten fiir die Ebenencoordinaten 
der Flache. 


An die Theorie der Abbildung einer Flache auf die Kugel kénnen 
naturgemass die Formeln fiir die Tangential- oder EKbenencoor- 
dinaten angeschlossen werden, zu deren Behandlung wir nun iiber- 
gehen *). 

Wir denken uns eine (nicht abwickelbare) Fliche als Enveloppe 
ihrer Tangentialebene und geben, um sie zu bestimmen, die Coor- 
dinaten dieser Ebene als Functionen zweier Parameter (krummliniger 
Coordinaten) w, v. Zu Coordinaten der Ebene wahlen wir zweckmissig 
die Coefficienten ihrer Gleichung in der Normalform: 

D5 AS ah le Le 
d.h. die Richtungscosinus X, Y, Z der Flachennormale und den Ab- 
stand W der Tangentialebene vom Coordinatenanfangspunkt. X, Y, Z, W 
sind als Functionen von wu und v bekannt, also auch die Coefficienten 
e, f, g des Quadrates des Linienelements (3), § 63, auf der Bildkugel. 
Wir wollen nun die Coordinaten x, y, 2 des Bertihrungspunktes der 


*) Weingarten, Ueber die Theorie der auf einander abwickelbaren Ober- 
flachen (Festschrift etc. 1884). 
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Tangentialebene berechnen. Zu diesem Zwecke differenzieren wir die 
Gleichung: 


(a) gX+yY¥+24Z7Z=—W 
nach w und v und erhalten so: 

ox OY WA ow 
: [? on +9 oe + 250 — Ge 
(b) ae: < oY 0Z ew 


\? eich tnge ae pao” 
demnach durch Auflésung des linearen Systems (a), (b) nach 2, y, 2: 


Wee 


1 OW OY 04 
L=  ——— | Ou Ou Ou 
eg — f? 
Veg az 


Ov Ov Ov | 


oder wegen der Identitaéten (a) in § 68 und nach (1), § 46: 


1 1 OW ox OoW ox OW 0X ae 
a= WX + oe Cu ou ae Ov a Ov — 


Dieser Ausdruck und die analogen fiir y und z lassen sich auch 
folgendermassen schreiben: 


(34) o= WX VW, xo; y = Y te Vie Y), 
= WZ, 2), 


wo der gemischte Differentialparameter V (ebenso wie die weiteren, 
auf die wir stossen werden) fiir die gegebene Form des Linienelement- 
Quadrates auf der Kugel, 
edu® + 2fdudv + gdvr?, 
berechnet ist (vgl. § 35, S. 67). 
Fiir die so bestimmte Fliche kénnen wir ferner die Coefficienten 
D, D’, D” der zweiten Grundform leicht berechnen. 


Aus den Gleichungen (b) folgt nimlich mittels nochmaliger Diffe- 
rentiation nach w und v wegen (3*) in § 46: 


0? X 07 W ; 07 X 07 WwW 

DS pee ee = 2 bie 
e Ou? ow’ D Owen Owev 

he ex ow 
ee BR ae 


woftir sich auch unter Beriicksichtigung der Grundgleichungen (4), § 63, 
schreiben lasst: 
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ie bg ee 
him, je? 1 SO TE, A pa 


Witew 


1 OW 12\'0w 12|'0W 
(5) | —D =F — [4] | pw, +P, 


OwWwov Ow 
Dene Wie choo Paree 
Ov eile Pie eae es 


wo die W,, die covarianten zweiten Differentialquotienten von W = be- 
ziiglich der Form: 


\ = Wa+gW, 


edu? + 2fdudv + gdv? 
sind (nach (22), S. 46). 
Als Gleichungen zur Bestimmung der Summe und des Products 
der beiden Hauptkriimmungsradien: erhalten wir weiter aus den Glei- 


chungen (8), § 63 (S. 124), die folgenden: 


W,. —= JPW. W. 
n+n= 911 igatet € Woe 9 W, 
Wi Woe — se g Wi, — 2f Wy, + € Woe 72 
rity = Ee nF! | yy Ma aM We 


oder: 
(36) mi+n=—AW+2W, 
11, = W?+ WA,W+A4,, W, 
wo die zweiten Differentialparameter A,, A,,, wie gesagt, fiir die 
Grundform: 
edu? + 2fdudv + gdv* 

za berechnen sind.. (Vgl. (24), 8. 47.) 

Von den beiden Ausdriicken (36) ist der erste wegen seiner Hin- 
fachheit besonders bemerkenswert; im folgenden machen wir von 
ihm einige wichtige Anwendungen. 


§ 73. Flaichen mit gegebenem Bilde eines conjugierten Systems. 


Wir nehmen nun an, es sei das System (w, v) auf der Flache ein 
conjugiertes. In diesem Falle muss D’== 0 oder infolge der mittelsten 
der Gleichungen (35) 


Wi +fW=0 
sein, d. h. W muss eine Lésung der Laplace’schen Gleichung: 
078 12\" 08 12\'08 
(37) mo llitlela fl 


sein, von der auch (nach (4) in §63) X, Y, Z particulare Lésungen 
sind. Also: Wenn das System (w, v) conjugiert ist, so sind die 
Ebenencoordinaten X, Y, Z, W Lésungen ein und derselben 
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Laplace’schen Gleichung (37). Umgekehrt sieht man sofort: Sind 
die Ebenencoordinaten X, Y, Z, W Lésungen ein und der- 
seben Gleichung von der Form: 

Ge ot Ov 
judo Gu +? ay + 
so ist das System (w, v) auf der Flache ein conjugiertes. 

Die bereits in § 69 beriihrte Aufgabe, die Flachen mit gege- 
benem sphirischen Bilde eines conjugiertes Systems (u, v) 
zu bestimmen, wird somit auf die Integration der Laplace’schen 
Gleichung (37) zuriickgefiihrt; jede (linear von X, Y, Z) unabhingige 
Lésung derselben liefert uns eine Fiche, die der gestellten Bedingung 
geniigt. 

Wir erwihnen noch, dass, wenn das System (uw, v) auf der Flache 
dasjenige der Haupttangentencurven ist, gleichzeitig D =O, D’=—0 
ist, d. h. dann ist W ebenso wie X, Y, Z eine gemeinsame Lésung 
der Gleichungen: 


O29 11)’ de 11)’ ae 
eee ee ae 
ore —f22\'ae , (22) ae 

Sah or las |hawe es eat). ope 


Aus diesen Entwickelungen ergiebt sich der analytische Beweis des 
in § 58 (8. 111) ausgesprochenen Satzes: Bei den dualistischen 
Transformationen des Raumes gehen die conjugierten Systeme 
und die Haupttangentencurven einer Fliche in ebensolche tiber. 

Hierbei brauchen wir uns, da nach dem angefiihrten Paragraphen 
der analoge Satz fiir projective Transformationen gilt, nur auf eine 
besondere Reciprocitit zu beschrénken, und wir wiihlen diejenige 
dualistische Transformation, die jeder Ebene des Raumes: 


gx Py o2— Ww 
ihren Pol beziiglich der Kugel: 
P+ i+ eal, 
d. h. den Punkt mit den Coordinaten: 


Me LZ 


: x 
seers 103 oe ee sce 


muordnet. 
Wenn das System (w, v) ein conjugiertes System auf der Enveloppe 
der Hbenen (X, Y, Z, W) ist, so geht die Gleichung: 


07 on Ov 
dude ee Cp 
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der X, Y, Z, W geniigen, mittels der Transformation: 
a= Wo 

in eine Gleichung: 

OAD “Vatseg ae) 

Guov — “au t Bay 
tiber, der die Coordinaten x, y, z des Poles gentigen. Es bilden daher 
auf der Ortsfliche des Punktes (#, y, 2) nach § 58, S. 110, die Curven 
U, V ein conjugiertes System. 

In ganz ahnlicher Weise erledigt sich der Fall der Haupttangenten- 

curven. 


§ 74. Flichen mit einer Schar Kriimmungslinien in parallelen 
Ebenen. 


Wir haben allgemein gesehen, dass die Bestimmung der Flachen 
mit gegebenem sphirischen Bilde (w, v) eines conjugierten Systems mit 
der Integration der Laplace’schen Gleichung (37) gleichbedeutend ist. 
Insbesondere gilt dieses von der Aufgabe, die Flaichen mit gege- 
benen sphirischen Bildern der Kriimmungslinien zu bestim- 
men. Und um hiervon eine einfache Anwendung zu geben, wollen 
wir jetzt alle diejenigen Flichen bestimmen, die (wie die Ro- 
tationsflichen) eine Schar Kriimmungslinien in parallelen 
Ebenen besitzen. 

Fiir jede dieser Curven ist das sphirische Bild offenbar ein Kreis 
in einer der Curvenebene parallelen Hbene*); es sind demnach die 
gesuchten Flichen durch die Higenschaft gekennzeichnet, dass die sphi- 
rischen Bilder ihrer Kriimmungslinien ein System von Meridianen und 
Parallelkreisen auf der Bildkugel sind. Daraus folgt, dass die Kriim- 
mungslinien des zweiten Systems gleichfalls eben sind und dass ihre 
Ebenen die ersteren Ebenen und die Flache rechtwinklg schneiden. 

Sind nun, wie gewohnlich, 

X=sinucosv, Y=—sinusinv, Z=cosu 
die von den Parametern w, v der Parallelkreise und der Meridiane ab- 
hangigen Coordinaten eines Punktes der Bildkugel und ist also: 
ds’? = dw + sin?udv® 
der Ausdruck fiir das Quadrat des Linienelementes der Kugel, so wird 
die zu integrierende Gleichung (37) nach Tabelle (A), § 35, folgende: 
2 
ae = cotg u ; 


*) Hs sei daran erinnert, dass in jedem Punkte einer Kriimmungslinie ihre 
Tangente derjenigen des sphirischen Bildes parallel ist (vgl. § 62). 
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Ihr allgemeines Integral ist gegeben durch: 


W =sinug() + vo, 
wo p(v), v(w) willkiirliche Functionen von v bez. w sind. Die Glei- 
chungen (34) liefern uns also fiir die gesuchten Flichen die Gleichungen: 


x = cosvg(v) — sinvg’(v) + cosv[p(w) sinw + wv’ (w) cos uw], 
(38) \y = sinvg(v) + cosvg’(v) + sinv[p(u) sin u + v’(u) cosu], 


z= y(u) cosu — p(w) sin w. 


Die Ebenen der Curven v = Const. sind senkrecht zu einem 
gewissen Cylinder, den sie lings der Erzeugenden schneiden. Die 
Axe dieses Cylinders ist der z-Axe parallel, und sein Schnitt mit der 
xy-Kbene wird durch die Curve: 


(a) 


kg = cos vg(v) — sin vg'(v), 
y = sin vgy(v) + cos vy’ (v) 


gegeben. In jeder der erwihnten Ebenen sind die Gleichungen der 
Curve v, bezogen auf die Normale der Curve (a) als 7- und auf die 
Erzeugende des Cylinders als €-Axe, offenbar: 


n = U(w) sin (w) + (uw) cos x, 
®) le = v(w) cos (uw) — p(w) sinw. 


Wegen des Auftretens der beiden willkiirlichen Functionen g (w) 
und (uw) bleibt sowohl die Gestalt des (Leit-)Cylinders (a) als auch 
diejenige des Querschnittes (b) willkiirlich, und es entstehen dem- 
nach die gesuchten Flichen auf foleende Weise: Man nehme eine 
Cylinderflache, zeichne in einer Ebene JI eine beliebige Curve 
I’ und eine beliebige Gerade v und bewege JI so, dass v der 
Reihe nach mit den Erzeugenden des Cylinders zusammen- 
fallt und dabei IJ normal zum Cylinder bleibt; dann beschreibt 
die ebene Curve I’ die gesuchte Fliache. 

Kine solche Fliche heisst eine Gesimsflache mit cylindrischer 
Abwickelung (mach Monge: moulure)*), Ihre Kriimmungslinien 
sind die verschiedenen Lagen der Curve I’ und die Schnitte mit 
Kbenen, die auf den Hrzeugenden des Leitcylinders senkrecht stehen. 

Wenn wir die Bezeichnungen unwesentlich abindern, nimlich mit v 


) Im allgemeinen werden diejenigen Flachen als Gesimsflachen (mou- 
lures) bezeichnet, bei denen die Kriimmungslinien der einen Schar in Ebenen 
hegen, die zur Fliche normal sind. Sie entstehen durch die Bewegung einer 


ebenen Curve, deren Ebene, ohne zu gleiten, auf einer beliebigen abwickelbaren * 
Fliche rollt, 
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den Bogen des Querschnittes z= 0 des Leitcylinders, mit « den Winkel 
zwischen der Tangente des Schnittes und der «#-Axe, mit 


a—=x(r), y=y() 
die Gleichungen des Schnittes des Cylinders mit der Ebene z=0, 
endlich mit 


4 = U, c=/Vi- Tau 


die Gleichungen der erzeugenden Curve, bezogen auf ihren Bogen wu, 
bezeichnen, so erhalten wir als Gleichungen der Fliiche offenbar: 


(89) w«=2(v)+sineU, y=y(v)—cosaU, 2= [viv du, 


also fiir das Quadrat des Linienelementes den Ausdruck: 
(40) dst = dw + (1+ 2) av’, 


wo k= R(v) der Kriimmungsradius des Querschnittes des Leiteylinders ist. 
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Kapitel VI. 


> 


Geoditische Kriimmung. — Geoditische Linien. 


Tangentiale oder geoditische Kriimmung. —: Bonnet’scher Ausdruck. — Liouville- 
scher Ausdruck fiir die Kriimmung K. — Geoditische Linien. — Verschiedene 
Formen ihrer Differentialgleichung. — Geodiitisch parallele Linien. — Geoditische 
Ellipsen und Hyperbeln. — Geoditische Torsion einer Curve. — Allgemeine Sitze 
liber die Integration der Differentialgleichung der geoditischen Linien. — Geo- 
ditische Linien auf den Liouville’schen Flichen, insbesondere auf den Rotations- 
flachen. — Satz von Gauss tiber die Totalkriimmung eines geodiitischen Dreiecks. 
— Doppelte Orthogonalsysteme von Curven mit constanter geodatischer Kriimmung. 


§ 75. Tangentiale oder geoditische Kriimmung orthogonaler 
Parameterlinien. 


Wir betrachten auf einer Fliche S eine Curve C, die von einem 
Punkte M der Fliche ausgeht, und projicieren die Curve senkrecht auf 
die Tangentialebene in M. Die Kriimmung ihrer Projection y im 
Punkte M heisst die tangentiale oder geodatische Kriimmung™) der 
Curve C im Punkte M, und der zugehérige Kriimmungsmittelpunkt m 
der Curve y wird als Mittelpunkt der geodatischen Kriimmung 
der Curve C bezeichnet, waihrend die Strecke Mm, deren reciproker 
Wert die geoditische Kriimmung ist, den Namen Radius der geo- 
ditischen Kriimmung fiihrt. Wir bezeichnen diesen Radius mit 

fase 
und beachten, dass er von JM aus in der Tangentialebene in der zur 
Curve C normalen Richtung gemessen wird, nachdem auf der Normale 
der positive Sinn festgelegt worden ist. Wir wollen daher @, das 
positive oder negative Vorzeichen erteilen, je nachdem die Richtung 
von M nach m den positiven oder den negativen Sinn hat. Bezeich- 


nen wir ferner mit - die (wie gewohnlich absolut genommene) erste 


*) Der Grund fiir die zweite Bezeichnung wird spiiter (§ 80) erkannt werden, 
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Kriimmung der Curve C in M und mit « den Winkel, den die positive 
Richtung der Hauptnormale der Curve C in M mit der eben fest- 
gelegten positiven Richtung in der Tangentialebene normal zur Curve 
C bildet, so haben wir: 


1 Ss 


Q, @ 

Wir wollen nun den Ausdruck fiir die Tangentialkriimmung einer 
auf einer Flache gezogenen Curve ableiten, wenn die Curve in krumm- 
linigen Coordinaten durch die Gleichung: 

p(u,v) =0 
gegeben ist. Wir betrachten zuniichst den Fall, in dem die Para- 
meterlinien uw, v auf einander senkrecht stehen, also 
ds* = Hdw + Gdv? 
ist, und suchen die Ausdriicke fiir die geoditischen Kriimmungen dieser 
Parameterlinien, die wir mit 


bezeichnen wollen. Infolge der obigen und der bereits friither hin- 
sichtlich der positiven Richtungen der Parameterlinien getroffenen Fest- 
setzungen kommen diesen Kriimmungen vollkommen bestimmte Vor- 
zeichen zu. 

Fiir eine Curve w= Const. haben wir unter Beibehaltung der 
gewohnlichen Bezeichnungen aus der Curvenlehre (Kap. I): 


ds, = VG dv, 
1d x 1 soy i Roe 
See ee er ee ae cos <r 
ae VG dv ; P VG dv ! VG dv 


Hieraus ergiebt sich durch eine neue Differentiation nach dem Bogen 
der Curve w und unter Beriicksichtigung der Frenet’schen Formeln: 


cos & I ces, 1 oo) COS ie ( 1 a8 
——— — — <=) — =e == / 
; VG dv (Fa Gel pct VG bv \VG av 


cos £ n'a Wad a 
@ VG ov Gaz 


wo @ der (absolut genommene) Radius der ersten Kriimmung der Curve 
u = Const. ist. Hieraus folgern wir: 


*) Hs ist dieses die Meusnier’sche Gleichung (§ 53, Kap. IV), angewandt auf 
die Curve C und den Querschnitt y durch den Cylinder, der C auf die Tangen- 
tialebene projiciert. Man sieht, dass der Mittelpunkt m der geodatischen Kriim- 
mung derjenige Punkt ist, in welchem die Axe des Schmiegungskreises im 
Punkte M der Curve C die Tangentialebene schneidet. 

10* 
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___ cose cosé 1 O02 1 0x oO ee 
Cfeae ae VE ou See HE Ov Gz re 


Nun ist: 


ae oe) a 1 Oa 02a 


du ov \VE dv VG bu bv? 
wegen: : 
Ox Ox 
oa ame 
Ferner ergiebt sich aus der letzten Gleichung durch Differentiation nach v: 
Ox Ow dx Oz «1: 0G 
Gu dvr Ov Oudv~—~«Ss«C 
Also ist: 
1 Vege VG. 
il = a 
( ) On VEG Ou 
und analog: = 
(1%) leet ae OVE. 
ey VEG dv 


§ 76. Bonnets Ausdruck fiir die geoditische Kriimmung. 


Die Ausdriicke (1) oder (1*) k6nnen wir durch Einfiihrung der 
Differentialparameter auf eine andere Form bringen. Wir haben namlich: 
Bay 1d aS, os 1 0VE 
Ayu =a Au VEG ou 7B’ V(u, VE) = ie re 
weil I’ gleich Null ist und nach § 35, sodass der Ausdruck (1) auch in 
der Form: 
1 eeitce A 


@) Cw V Au 
geschrieben werden kann. 

Nunmehr kénnen wir leicht in ihrer ganzen Allgemeinheit die 
Aufgabe lésen: Hine Flaiche ist auf ein beliebiges System yon 
Parameterlinien u, v bezogen, fiir die das Quadrat des Linien- 
elements die Form: 


ds? = Edw + 2Fdudv + Gdv? 


annimmt, und es ist ferner die Gleichung: 


say eee) 


y(u, v) = Const. 
einer Schar von Curven auf der Flache gegeben; es soll die 


ire . thine 
geodatische Kriimmung i dieser Curven berechnet werden. 
Um auch das Vorzeichen von eg eindeutig zu bestimmen, treffen 


wir die Festsetzung, dass als positive Richtung normal zu einer Curve 
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= Const. in der Tangentialebene diejenige gewahlt werden soll, lings 
welcher der Parameter m wiichst. Wahlen wir zu Parameterlinien die 
Curven g = Const. und ihre Orthogonaltrajectorien a = Const., so 
nimmt das Quadrat des Linienelements die Gestalt: 
ds* = E, dg? + G,dv’? 
an, und wir haben wegen der Gleichung (1) 
Sh Aes 


% VEG, a9 


oder wegen der Gleichung (2) 

1 A 1 
3 —fie SF 1YV ( a) 
( ) Ai” ‘e VA 


Wegen der grundlegenden Higenschaft der Differentialparameter 
ist es gleichiiltig, ob wir sie in den neuen Coordinaten (py, w) oder in 
den alten (w, v) berechnen, und es giebt uns demnach die vorstehende 
Gleichung den gesuchten Ausdruck. Die Entwickelung der rechten 
Seite giebt nach § 35: 


0g Og Oe) OP 
1a. 1 eS ae Shon te oa: )pN 0 (om Ou | 
% VEG—F? Vd,9\0"\ VEG—F? VEG—F? 


Xo) pee Oy OP 
ee 1 Ee ow er 0 ( 1 jee ou oO ( 1 ) 
VEG—F?| VEG—F* du \VA,9 VEG— F? 4 \Va,o/ | 


Op op op og 
@ ( ge ee )+ ry ( eek. ) 
eu \ VEE—FHA,9/) | Oo \VuEE—F9A,9 


Wir erhalten somit ftir die geoditische Kriimmung den Bonnet- 


schen Ausdruck: 


1 
Sine Fs 


Role ee 
1 af 0 a) Ou ee 
. VEG F2\e oo\? Oo\? 
Gg VE EE | Oe ye) oR oP meee (el 
Ov Ou Ov Ow 

(4) a 0 
Hp a wor a, 
Ou a) 


V (62) 27 52 246 (62) 


Hierin ist die rechte Seite nach (3) ein Differentialparameter von gy. Dieser 
Umstand zieht eine sehr wichtige Higenschaft der geodatischen Kriim- 
mung nach sich, deren geometrische Bedeutung wir in der Theorie 
der Abwickelbarkeit der Flaichen auf eimander erkennen werden, 
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Sind die Curven: 
gy = Const. 


nicht durch eine endliche Gleichung, sondern durch eine Differential- 
oleichung erster Ordnung: 
Mdu—+ Ndv =0 


bestimmt, so kénnen wir offenbar ihre geodatische Kriimmung eben- 
falls nach Gleichung (4) berechnen, indem wir beriicksichtigen, dass 


Op Op _a4,. 
Aa De UN 


ist. Hs folgt also: 


: : G FN—G@mM 

oy VER Te (a (yee —?FMN + a) ae 

(4*) 42 ( FM — EN 1. 
Ov\ VEN? —2FMN+ aay 


§ 77. Liouvilles Ausdruck fiir die Kriimmung einer Flache. 


An die vorstehenden Ausdriicke schliesst sich ein weiterer bemer- 
kenswerter an, der von Liouville fiir das Kriimmungsmass K einer 
Flaiche, ausgedriickt durch die geoditischen Kriimmungen 

1 1 


der Parameterlinien gegeben worden ist. Aus der Bonnet’schen Glei- 
chung (4) erhalten wir: 


ie 2 1 0 =) OVE 
Qu VEG— F?\ év (a Freeh 


(5) 
Tov 1 0 ( ) OVE 
@ VEG—F* | du\VE Ov 


Indem wir rechts fiir die Differentialquotienten der Coefficienten 
ihre Werte in den Christoffel’schen Symbolen nach (A), S. 67, ein- 
setzen, erhalten wir die gleichbedeutenden Ausdriicke: 


a 4 VEG— F* (22 1 VEG F* (11) 
(5 ) a ae \ ; = f 
Qn GYVG 1 ey EVE i) 2 | 


Nun benutzen wir den Ausdruck (IID), § 29 (S. 53), fiir das Kriim- 


mungsmass I: 


X= nl (O(a) — 2 (PE, 


_ VG F?| 60 E L2J Ou E l2 
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den wir infolge der zweiten der Gleichungen (5*) auch folgendermassen 
schreiben kénnen: 


Oates -aealt(4)- lee at 2 *}). 


Mittels der bekannten Gleichungen (5. 63): 
cos $2 == aon sin $2 == eS 
VEG VEG 
fiihren wir den Winkel 82 zwischen den Parameterlinien u,v ein. In- 
dem wir nimlich die erste dieser Gleichungen nach v differenzieren und 
fiir sin 8 den durch die zweite Gleichung gegebenen Wert einsetzen, 
erhalten wir: 


GS 1 = Ok F 0G 
Ov  VHG— F? dv 2E dv 24 alk 


Wenn wir rechts fiir die Differentialquotienten der Coefficienten die 
Werte in den Christoffel’schen Symbolen einsetzen, so folgt: 


Co oe A ed Bee Sats 


Cae G 2 
oder wegen der ersten der Gleichungen (5*): 
VEG— F? { | CE 
i at | Ee @, Ov 


Mithin nimmt der Ausdruck (a) die elegante und symmetrische Gestalt: 


ees eee veal ew! 


an. Dieses eben ist der Liouville’sche Ausdruck. 
Falls die Parameterlinien auf einander senkrecht stehen (2 = zy, 


lautet er: 
oF sen ay aa Rema ce| tf AEs Gaeta tes aayaen 
ae VE is a5 VE Ov (ee) 2] Oy VEG Ou a Oy VEG Ov 
oder auch infolge der Gleichungen (1), (1*) mit Riicksicht darauf, dass 
VEdu, VGdv 


die Bogenelemente oe ds, der Parameterlinien sind: 


7G) ta.) ~@)-@) 


*) Hine unmittelbare Folgerung aus dieser Gleichung ist der Satz: Nur auf 
den Flichen mit constantem negativem Krimmungsmass (den pseu- 
dosphirischen Flachen) giebt es doppelte Orthogonalsysteme von 
Curven von der Beschaffenheit, dass die Curven jedes Systems die- 
selbe constante geodatische Kriimmung besitzen. 
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§ 78. Geodiatische Linien. 


Kine auf einer Flache S gezogene Curve £ nennen wir eine 
gveoditische Linie von S, wenn in jedem Punkte von L die Haupt- 
normale der Curve mit der Flichennormale zusammenfallt; mit anderen 
Worten: die geoditischen Curven sind die Curven mit der Tangential- 
krimmung Null *). 

Von dieser Definition ausgehend wollen wir die Differentialglei- 
chung der geodiitischen Linien aufstellen. 

Angenommen, G wiire eine solche Curve, so denken wir uns die 
krummlinigen Coordinaten (w, v) eines beweglichen Punktes von G als 
Functionen des Bogens s von G ausgedriickt und haben sofort die Be- 
ziehung: 


(7) E(R) ae Po fe + G (5) = 


Fiir die Curve G haben wir unter Anwendung der tiblichen Be- 
zeichnungen des Kapitels I: 


0x du Ou dv _ oy du dy dv 
Buds be ds’ cosB =F as + Be ds’ 


oz du 0z dv 
Ow ds SF ov ds- 


COS a = 


cosy = 


Durch nochmalige Differentiation nach s und mit Riicksicht darauf, 
dass infolge der Voraussetzung 


cos == -+- X, cosy7—=+ Y, cosf—=+ 2 
ist, ergiebt sich infolge der Grundgleichungen (1), § 47, Kap. IV (S. 89), 
und nach den Frenet’schen Formeln: 
Xa da 0x dv ie {1 1| 0 Ou ~ | (du\2 
oN, ~~ Ou ds? ay Ov ds? “1 Ee ae Ow ae 12) dv = Dx | (“) a 
12 0a 12 
+2 (Veet {el 


Ne Cw 


Ox du dv 
ov ee eats 


{2 le pie ” ‘dv\* 
aula Te 79 TB x (5) 
nebst analogen Gleichungen fiir Y und Z. Daraus und aus (11), § 53, 
5. 101 (6 = 0), folgt, dass fiir eine geodiitische Linie die charakte- 
ristischen Gleichungen gelten miissen: 


*) Wenn auf der Fliiche cine Gerade liegt, so braucht man nur die zweite 
Definition anzuwenden, um zu erkennen, dass sie eine geodiitische Linie ist. 
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d?u 11| /du\? 12| du dv 22) (dv\? 
met la} Go +2 {7} ae t [2] GB) =o, 
dv 11\ /du\? 12| du dv 22) (dv\? 
Varta | Ge) 2 Pees (23k (yo. 
Diese zusammen mit der Gleichung (7) bestimmen den Verlauf 
der geoditischen Linien auf der Fliche. 
Fir die Gleichungen (8) kénnen wir auch diejenigen setzen, welche 
sich aus ihnen ergeben, wenn wir das eine Mal die erste mit VW, die 


zweite mit J’, das andere Mal die erste mit 7, die zweite mit G mul- 
tiplicieren und jedesmal addieren, d. h. nach (18*), 8.44, die Gleichungen: 


a trae tal) + als Ira + ENG) 0 
Fae + OF t[s |G) +2 ee ts |G) —6 


Diese Gleichungen kénnen nach (A), 8. 67, in der folgenden einfacheren 
Form: geschrieben werden: 


(8) 


Meg scat} du dv OF (du\2 oF du dv oG (dv\? 
| 22 (ES a FF) Sy (<“) er Gu ds ds ei Ou (=) 


(9) 
ad OF (du 9 oF du dv dv 
27, (F ce ae Ov (Gat? dv ds atte G af :) 
Wollen wir endlich die Differentialgleichung der geodiitischen Linien 
ansetzen, indem wir als den die einzelnen Curvenpunkte bestimmen- 


*) Ks mag darauf hingewiesen werden, dass von den beiden Gleichungen (9) 
oder auch (8) die eine eine Folge der andern und der Gleichung (7) ist. Durch 
Differentiation der letzteren nach s ergiebt sich niimlich die Identitit: 


(a) ao + po 0, 


wo 


a 


(age = a) Gu as) ba ae ae be Go) 


rd 
2s 
d du a3 OE ey OF dudv 0G (a) 
aaa Bee ser Sh dude), wende. de dé ov \ds 
gesetzt ist. 
Aus dieser Identitit (a), die fiir jede beliebige auf der Flache gelegene 


Curve giiltig ist, folet, dass, abgesehen von den Parameterlinien w, », 
fiir jede beliebige Curve die eine der beiden Gleichungen (9): 

10) 5p —— 0 
die andere nach sich zieht. Handelt es sich aber darum, die Higenschaft, dass 
eine der Parameterlinien, z. B. eine Curve v = Const., eine geoditische Linie 
ist, zum Ausdruck zu bringen, so miissen wir die zweite Bedingung B = 0 an- 
setzen, da die erste, « = 0, in diesem Falle identisch erfillt ist. 
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den Parameter nicht gerade die Bogenlinge wiihlen, sondern ihn will- 
kiirlich lassen, so brauchen wir nur aus den Gleichungen (8) die fol- 
gende abzuleiten: 


(10) dudv — dv@u + (ae du? (2 ieee oF \) autav ae 


oF ((} oa FE *} )audv fy} Ste 


die offenbar giltig ist, welches auch die unabhingige Verinderliche 
sein mag. Nehmen wir insbesondere w als unabhingige Verinderliche 
und denken wir uns die Gleichung der geoditischen Linie in der Form: 


ea p(X), 
geschrieben, so erhalten wir, wenn wir 
Pee ONO 7 Oe 
ee emmas my 7 i/: 
setzen, zur Bestimmung der geodatischen Linien die Differentialgleichung 
zweiter Ordnung: 


coy efor (f3]—2 [aera 


12 abel , ial 
+(e) eS ee 
Aus diesen verschiedenen Gestalten der Gleichung der geoditischen 
Linien ergiebt sich: Auf jeder Flache giebt es doppelt unend- 
lich viele geodiatische Linien; eine solche Linie ist bestimmt, 


wenn ein Flaichenpunkt, durch den sie hindurchgehen soll, 
und die Richtung, die sie in diesem Punkte hat, gegeben sind. 


§ 79. Kiirzeste Flachencurve zwischen zwei gegebenen Punkten. 


Auf die Theorie der geodatischen Linien werden wir auch durch 
die folgende Aufgabe aus der Variationsrechnung gefiihrt: Auf einer 
Fliche sind zwei Punkte A und B gegeben; gesucht wird die 
kitirzeste Linie, die auf der Flache A mit B verbindet. An- 
genommen, G sei die gesuchte Linie, so miissen wir nach den Regeln 
der Variationsrechnung die Bedingung dafiir aufstellen, dass die erste 
Variation der Linge des zwischen A und B gelegenen Bogenstiickes 
von G gleich Null wird, sobald G, die Endpunkte A, B als fest ge- 
dacht, eme unendlich kleine Gestaltsiinderung erfihrt. Wenn wir nun 
w und v lings G durch den Bogen s von G ausdrticken, so miissen wir also: 


B 
0 Jas = ( 
A 
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setzen, wo w und v durch die Gleichung verkntipft sind: 
2 2 
E(G) +2 Faas + 6 (35) = 1 

Wenden wir die Regeln der Variationsrechnung an, so erhalten 
wir auf diese Weise genau die Gleichungen (9); daraus schliessen wir: 
Die ktirzeste Linie zwischen zwei Punkten der Flache ist 
notwendigerweise eine geoditische Linie, d. h. die Haupt- 
normale der Curve muss in jedem Punkte mit der Flichen- 
normale zusammenfallen. 

Hs ist jedoch zu beachten, dass, wenn auf einer geoditischen Linie 
G zwei Punkte A und B willkiirlich angenommen werden, durchaus 
nicht behauptet werden darf, dass G die kiirzeste Linie sei, die auf der 
Flache A mit B verbindet. Diese Higenschaft findet, wie wir dem- 
nichst sehen werden, nur dann statt, wenn A und B einander hinrei- 
chend nahe sind und die Linie G innerhalb eines hinlinglich kleinen 
Gebietes liegt. Als Beleg braucht man nur auf einer Kugel einen 
solechen Bogen eines gréssten Kreises (der hier eben geodiitische Linie 
ist), der grésser als die Halbperipherie ist, oder auf einem geraden 
Kreiscylinder einen Bogen einer Schraubenlinie, der mehr als einen 
halben Umgang auf dem Cylinder macht, zu betrachten, um sich 
geometrisch von der Richtigkeit unserer Behauptung zu tiberzeugen. 
Die bleibende Higenschaft der geoditischen Linien wahrend ihres ganzen 
Verlaufes ist diejenige, von der wir, um sie zu definieren, im vorigen 
Paragraphen ausgegangen sind; die andere, dass sie namlich den kiir- 
zesten Weg zwischen zweien ihrer Punkte angiebt, gilt im allgemeinen 
nur fiir hinreichend kurze Bogen. 


§ 80. Gaussische Form der Differentialgleichung der geoditischen 
Linien. 

Gauss hat die Differentialgleichung der geodiitischen Linien durch 
Einfiihrung des Neigungswinkels # der geoditischen Linie gegen die 
Curven v auf eine bemerkenswerte Form gebracht. Messen wir @ 
genau so wie in § 34, Kap. III, so haben wir die Gleichungen: 

(a) cos # = —— (z 


sin & = 
settee) 


Setzen wir nun voraus, dass die betreffende geoditische Linie 
nicht eine Curve v = Const. ist, so kénnen wir die Bedingung dafiir, 
dass sie eine geoditische Linie ist, mittels der ersten der Gleichungen 
(9) (s. die Anmerkung zu §. 153) aufstellen. Dieselbe lasst sich wie 
folgt schreiben: 


VEG—F? dv 


Bigs oe ee Lm 
VE ds 


ds ds 
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= OL oF OG 
(b) 2dsd(VE cos ®) =< du® + 2 dudv + ~~ dv? 


Ferner haben wir infolge der Gleichungen (a) selbst: 


2dsd(VE cos 8) = 7 (Edu + Fdv) dE — 2VEG — F? dvdo = 


OE OL Jey OL OF 5 
= Fae  dudv + 7 do( du + dv) —2 VEG —F dvds. 
Indem wir dieses in (b) einsetzen, das beiden Seiten gemeinsame Glied 
= du? heben und dann durch 2dv, das nach der Voraussetzung 
nicht gleich Null ist, dividieren, erhalten wir die Gaussische Gleichung: 
1F (0k OE 
fa VEG —F ds = 35 (S aut © av) + 
10H oF 10G 
2 Gy Co oe ee 2 du dv. 
Dieselbe gilt, wie unmittelbar ersichtlich ist, auch in dem zuerst 
ausgeschlossenen Falle einer geoditischen Linie v = Const. 
Stehen insbesondere die Curven uw, v auf einander senkrecht, so 
erhalten wir die einfachere Gleichung: 


Ta bed OE 10G 
VEG dt =5 5, du—5 75, d, 


die wir auch in der Form: 
1 0VE 1 POyG 


a; , d 
Vente me 


(11%) dt = 


schreiben k6nnen. 

Mittels dieser Gleichungen kénnen wir eine zweite Definition der 
tangentialen oder geodatischen Kriimmung einer Curve geben, durch 
welche die letztere Bezeichnung gerechtfertigt wird. Hs sei / eine be- 
liebige Curve auf S; wir betrachten einen Punkt M dieser Curve, 
nehmen einen zweiten M sehr nahe gelegenen Punkt WM’ auf J an und 
ziehen in M und M’ die 1 beriihrenden geodiitischen Linien, die sich 
in einem Punkte N schneiden und einen sehr kleinen Winkel A, mit 
einander bilden werden. Dividieren wir A, durch die Linge A, des 


Bogens MM’, so kénnen wir beweisen, dass der Grenzwert des 
A 

Verhialtnisses a wenn sich M’ dem Punkte M unendlich 
s 

nahert, gleich der geoditischen Kriimmung der Curve / im 

Punkte M ist. 

Zum Beweise nehmen wir die Parameterlinien wu, v senkrecht auf 

einander an. Hs seien ferner w=O die Curve / und (0, v), (0,v + dv) 

die beiden ‘Punkte M bez. M’ auf der Curve J. Hs seien endlich g, g’ 
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die geoditischen Linien, die 7 in M und M’ beriihren, also N ihr 
Schnittpunkt. Bezeichnen wir noch mit P den Punkt, in dem die 


geoditische Linie g die Curve v + dv unter dem Winkel = + dé 


schneidet, da ® in M gleich = ist. Nach (11*) ist dann: 


1 0VE 1 0VE 
at = — - l 
VG dv os VE du 
Da dw gleich Null ist, so kommt: 
piel agp 
VE du 


Das unendlich kleine Dreieck M’NP kann aber bis auf unendlich 
kleine Gréssen héherer Ordnung als geradlinig angesehen werden, und 
der von g und g’ gebildete Winkel bei N wird durch d® angegeben. 
Ferner ist: 

Bogen MM’ = ds, = VG dv 
und folglich: 


Dieser Wert stimmt mit dem in § 75 (8. 148) fiir die Tangential- 


@ 1 = . 
kriimmung = der Curven wu berechneten Werte (1) genau iiberein. 
u 


Auf diese zweite Art definiert ist die geoditische Kriimmung einer 
auf einer Fiche gelegenen Curve die natiirliche Verallgemeinerung des 
Begriffs der gewéhnlichen Kriimmung einer ebenen Curve, wenn die 
Geraden (die geoditischen Linien) der Ebene durch die geodatischen Linien 
der Flache ersetzt werden. 

Auch folgt daraus eine weitere charakteristische Kigenschaft der geo- 
ditischen Kriimmung, der zufolge sie auch Abwickelungskritimmung 
genannt werden kann. Es besteht nimlich der Satz: Die geodiati- 
sche Kriimmung einer auf einer Fliche S- gelegenen Curve L 
ist gleich der gewéhnlichen Kriimmung derjenigen ebenen 
Curve, in die Z tibergeht, wenn die der Flache S langs Z um- 
schriebene abwickelbare Fliche X in eine Ebene ausgebreitet 
wird. Da sich nimlich S und lings der Curve L beriihren, so hat 
die Curve Z die namliche geoditische Kriimmung, mag sie nun als zu 
S oder als zu XY gehérig betrachtet werden. Bei der Abwickelung von 
2S in eine Ebene bleiben aber die Liingen der Seiten und die Winkel 
der auf » gezeichneten Figuren ungeandert, und es verwandeln sich 
die geoditischen Linien von & in die Geraden der Kbene. 
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Wenden wir diesen Satz z. B. auf die Bestimmung der geodiiti- 
schen Kriimmung eines Parallelkreises auf einer Rotationsflache an und 
beriicksichtigen wir, dass in diesem Falle die umschriebene abwickel- 
bare Fliche ein Rotationskegel ist, der mit der Flache die Drehaxe 
gemeinsam hat, so kommen wir zu dem Ergebnis: 

Der Radius der geodatischen Kriimmung eines Parallel- 
kreises auf einer Rotationsflache ist gleich dem Stiick der 
Meridiantangente zwischen dem Beriihrungspunkt und der 
Drehaxe. 


§ 81. Geodiitisch parallele Linien. 


Die Differentialgleichung der geodiatischen Linien kann nur in 
wenigen besonderen Fallen integriert werden; trotzdem kann man, von 
der Differentialgleichung selbst ausgehend, einige wichtige Higenschaften 
dieser Linien ableiten, und mit diesen wollen wir uns jetzt beschiftigen. 

Wir betrachten zunichst eine einfach unendliche Schar von geo- 
ditischen Linien und ihre orthogonalen Trajectorien. Dieses doppelte 
Orthogonalsystem wihlen wir als Coordinatensystem (wv, v), und wir 
setzen voraus, dass die Curven v die geodiitischen seien. Dann haben wir: 


ds? = Edw + Gdv? 
und nach Voraussetzung (vel. (1%), S. 148): 


Sipe 1 OVE 
@, VEG dv cert 
Geyline 
OVE 
ie) 
oder: e 
ee 


wo U eine Function von w allein ist. Wir ersetzen nun den Para- 
meter «, der die einzelnen orthogonalen Trajectorien bestimmt, durch 

Udu. Dann nimmt das Quadrat des Linienelementes die charak- 
teristische Form: 


(12) ds* = du? + Gdv? 


an, aus der sich sehr wichtige Foleerungen ziehen lassen. Betrachten 
wir den Bogen einer beliebigen geodiitischen Linie v, der zwischen 
zwei festen Curven des Systems w, etwa 


U=U, U=Uy 


liegt, so ist seme Liinge durch das Integral: 
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Uy 


J du = Uy, — Uy 


Uo 
gegeben, das von v ganz unabhingig ist. Daraus folet der Satz: 

A) Die Bogen, die auf den geoditischen Linien v yon 
zweien ihrer orthogonalen Trajectorien ausgeschnitten wer- 
den, haben simtlich gleiche Linge. 

Dieser Satz kann auch in der folgenden Fassung ausgesprochen 
werden: 

B) Werden durch die Punkte einer Curve ZL die orthogo- 
nalen geoditischen Linien g gezogen und auf allen diesen 
von L aus Bogen von gleicher Linge abgetragen, so ist der 
Ort der Endpunkte dieser Bogen wieder eine orthogonale 
Trajectorie der geodatischen Linien g*). 

Aus diesem Grunde werden die orthogonalen Trajectorien einer 
einfach unendlichen Schar von geoditischen Linien geoditisch 
parallel genannt. Bemerkenswert ist der Ausdruck fiir die Gaussi- 
sche Kriimmung K der Fliche in den geodiitischen Coordinaten u, v 
der Gleichungen (12). Er lautet nach Gleichung (18), S. 68: 


a oan ew 
13 jG 
( ) VG ow 
Wir wollen nun die Bedingung dafiir aufstellen, dass eine einfach 


unendliche Curvenschar, deren Gleichung 


y(u, v) = Const. 


ist, aus geoditisch parallelen Curven besteht. Wahlen wir die Curven 
g = Const. und ihre orthogonalen Trajectorien w — Const. zu Para- 
meterlinien, so nimmt das Quadrat des Linienelementes die Form: 


ds? = Edgy? + G,dy 


an, und es ist nach § 36: 


1 
A.9 = see 
Folglich erhalten wir dafiir, dass die Curven ~ geodatische sein sollen: 
A.p =f ®), 


wo f(g) eine Function von g allein ist. Also: 


*) Es ist dieses eine charakteristische Eigenschaft der geoditischen Linien. 
D. h.: wenn in einem doppelten Orthogonalsystem (w, v) die Bogen aller Curven 
» uwischen zwei beliebigen orthogonalen Trajectorien uw, und wu, gleich lang 
sind, so sind die Curven v geoditische Linien. In der That, wihlt man den 
Bogen wu der Curven v, von einer festen orthogonalen Trajectorie an gerechnet, 
als Parameter, so ergiebt sich: H=1, also die Form (12). 
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Damit die Curven gy = Const. geoditisch parallel sind, 
ist notwendig und hinreichend, dass sich 


seatape A, (y) = f(y) 


Fiihren wir unter dieser Voraussetzung statt des Parameters 
den von einer festen orthogonalen Trajectorie an gerechneten Bogen ® 
der geoditischen Linien ~ als Parameter ein, d. h. setzen wir: 


<i 


rea ? 


f(g) 


A,o = 1. 
Wir haben somit das wichtige Ergebnis: 
Ist die Function O(u, v) ein Integral der partiellen Diffe- 
rentialgleichung: 


so erhalten wir: 


A, 3 = 1, 
so sind die Curven # = Const. geoditisch parallel, und es ist 
&® der von einer festen Curve ®—#, an gerechnete Bogen 
der orthogonalen geodatischen Linien. 


§ 82. Geodatische Kreise. 


In Satz B) des vorigen Paragraphen ist die Curve Z willkiirlich. 
Wenn wir annehmen, dass sie um einen Flachenpunkt O beschrieben, 
sehr klein und geschlossen ist, wenn wir sie ferner um O immerfort 
zusammenziehen und schliesslich auf diesen Punkt zusammenschrumpfen 
lassen, so ergiebt sich aus Satz B) der folgende: 

Werden auf den geodatischen Linien, die von einem 
Punkte. O ausgehen, von O Bogen von gleicher Linge abge- 
tragen, so ist der Ort der Hndpunkte dieser Bogen eine zu 
allen diesen geodatischen Linien orthogonale Curve. 

Das Quadrat des Linienelementes der Fliche nimmt, wenn diese 
geoditischen Linien und ihre orthogonalen Trajectorien zu Parameter- 
linien gewahlt werden, ebenfalls die Gestalt (12) an. 

Auf strengere und directere Art kénnen wir den letzten Satz wie 
folgt beweisen: Als Parameter v, der die einzelnen von O ausgehenden 
geodatischen Linien bestimmt, wihlen wir den Winkel, den eine ver- 
ainderliche geodatische Linie des Btischels mit einer festen bildet, und 
als Curven w den Ort der Endpunkte der geodiitischen Bogen, die in 
der Linge w von O aus abgetragen werden. Das Quadrat des Linien- 
elementes der Fliche mége dann die Gestalt: 


ds? = Hdw? + 2F'dudv + Gdv? 


annehmen. 
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Da nun das Bogenelement der geoditischen Linien gleich dw ist, 
so haben wir sofort: 71, und da die Linien v geoditische sind, so 


ist ($ 77, ©): 


ie ein nar site. 
@, = VG—F? au 
und folglich: 
— P(r), 


wo g eine Function von v allein bezeichnet. Wenn nun 4%, Y%, 2% die 
Coordinaten von O sind, so reducieren sich die Functionen: 

a(u, v), y(u, v), au, v) 
fiir w= 0, was auch v sein mag, auf die drei Constanten a, yo, 2. 
Hs ist daher: 


a> 0, G4) _ = 0, (f) = 9, 
also auch: - 
(EP )ireeo SS Oy 


Da nun aber /’ von w unabhingig ist, so folet hieraus, dass /' 
itiberhaupt gleich Null ist, d.h. die Curven w, v stehen auf einander 
senkrecht, wie behauptet wurde. Das Quadrat des Linienelements 
nimmt daher auch hier die Gestalt an: 

ds? = du? + Gdv’. 

Aber die Function G besitzt in dem vorliegenden Falle besondere 

bemerkenswerte Higenschaften. Zu diesem Zwecke entwickeln wir 
aw, v), y(u, v), elu, v) 

in der Umgebung von O nach Potenzen von w, wobei wir nur bis zu 
den” zweiten Potenzen von w gehen und das Coordinatensystem so 
legen, dass der Anfangspunkt mit O, die z-Axe mit der Flachennor- 
male und die w#-Axe mit der Tangente der geoditischen Linie v = 0 
in Ozusammenfallt. Wir haben dann bei passender Wahl des Parameters v: 

%=ucosv + é&, 

y=usine + &, 

u* 

oer Qe + 85, 
WO &, &, & beztiglich w unendlich klein von der dritten Ordnung 
sind und @ den Radius der ersten Kriimmung der geoditischen Linie 
v = bezeichnet. Daraus folgt: 

G=w-+ 4, 


wo 7 unendlich klein von der dritten Ordnung in w ist, und also: 


(V@.—0.= 0, e ve) = 1. 


Bianchi, Differentialgoometrie. 11 
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Beriicksichtigen wir ferner die Gleichung (13), nach der 


eVe —_ 
yee KYG 


ist, so foleern wir daraus weiter: 


VG Vile ve) 
( Ou? _— 0, ( ous i200 vo Ky, 


wo K, das Kriimmungsmass der Fliche in O ist. 


Entwickeln wir VG nach Potenzen von u, so erhalten wir dem- 


nach die Gleichung: 
Kui 


(14) VEé=u— ; ..., 

In dem Falle, den wir augenblicklich betrachten, werden die 
Curven w= Const., welche die Higenschaft besitzen, dass alle ihre 
Punkte von dem festen Punkte O gleichen geoditischen Abstand haben, 
geoditische Kreise*) genannt. Der Punkt O heisst ihr Mittelpunkt, 
und der constante geodiitische Abstand ihr Radius. 

Aus der Gleichung (14) erhalten wir fiir den Umfang C eines 
geoditischen Kreises mit dem unendlich kleinen Radius wu, niémlich fiir 


27 
Cz [VGar, 
0 
den Wert: 
(15) C = 2nu — 


3 
— es 
wo ¢ von hoherer als dritter Ordnung in w ist. 

Aus der geoditischen Form (12) des Quadrates des Limonelemente 
kénnen wir endlich den Beweis des folgenden Satzes ableiten: Fiir zwei 
Punkte A und Bb, die in hinreichend kleiner Entfernung auf 
einer geoditischen Linie g angenommen werden, ist diese 
Linie in der That der ktirzeste Weg, auf dem man auf der 
Fliche von A nach B gelangen kann. 

Betrachten wir niimlich in der Gleichung (12) fiir wu, v einen 


*) Wegen der eben genannten Higenschaft sind die geodiitischen Kreise die 
nattirliche Verallgemeinerung der Kreise in der Ebene. Geht man jedoch yon 
der anderen Higenschaft des gewdhnlichen Kreises aus, dass er niimlich eine con- 
stante Krimmung besitzt, so wird man dazu geftihrt, als geoditische Kreise die 
Curven mit constanter geoditischer Kriimmung zu definieren. Einige 
Autoren, wie Darboux, stellen gerade diese zweite Definition auf. Was zu 
beachten ist, ist der Umstand, dass die beiden Definitionen, die sich im Falle der 
Kbene (und allgemeiner der Flichen mit constantem Kriimmungsmass) decken, fiir 
eine allgemeine Fliiche Curven ganz verschiedener Art charakterisieren. 
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Aenderungsbereich, in dem die Function G eindeutig, endlich und 
stetig ist, und sind 

A(u%, %), Bu, ») 
zwei Punkte, die in diesem Bereich auf der geodiitischen Linie v ge- 
wahlt sind, so ist die Linge des geodiitischen Bogens AB durch den 
Ausdruck: 


Uy 
du = Uy, — Uy 
Uo . 


gegeben. Fir eime andere Curve: 
VIS p(w), 


welche dieselben Punkte A und B verbindet und ganz in dem betrach- 
teten Bereiche liegt, ist die Liinge des Bogens zwischen A und B durch 


8 <7 + Go’? (u) du 
gegeben, und dieser Wert tibertrifft offenbar den Wert as = tt, — Up; 
da G positiv ist. 


§ 83. Geoditische Ellipsen und Hyperbeln. 


Auf einer Flaiche S nehmen wir zwei Curven C und C’ an, die 
nicht geoditisch parallel sind, und wiahlen als Parameterlinien u,v die 
geoditischen Parallelen zu C und C’, als Parameter wu die geodiatische 
Entfernung von der Grundcurve C und als Parameter v diejenige 
von der Grundeurve C’. Wenn 


ds? = Edw + 2Fdudv + Gdv? 


der Ausdruck fiir das Quadrat des Linienelements ist, so miissen wir 
nach dem Schlussergebnis des § 81 


Auw=1, Aw=1, 


d. h. o 
G HY 
re ne re 
oder 
Ba iG of = V E(£ — 1) 
setzen. 


Wird mit w der Winkel der Parameterlinien bezeichnet, so ist 
demnach (vgl. 8. 63): 
pies f= Bate é jig COS @ 


sin? @ sin? @ 


und folglich : 
11* 
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du? + 2cosadudv + dv? 
ca sin? @ 


(16) ds® 


Fiihren wir nun als neue Parameterlinien die Curven: 
u+v=—Const., wu — v = Const. 
ein und setzen wir noch: 
utv=20, u—v= 2p, 


so erhalten wir: 


ao” dp? 
(17) : eee 
sin? Si cos* 


Die neuen Parameterlinien stehen also auf einander senkrecht, 
d.h.: Auf jeder beliebigen Flache bilden die Ortscurven der- 
jenigen Punkte, fiir welche die Summe oder die Differenz 
der geodiatischen Entfernungen von zwei festen Grundeurven 
constant ist, ein Orthogonalsystem (Weingarten). 

Wenn die Curven C und C’ durch unendliches Zusammenziehen 
auf Punkte einschrumpfen, so ist das soeben betrachtete System die 
Veralleemeinerung des Systems confocaler Ellipsen und Hyperbeln in 
der Ebene. Es werden daher auch allgemein die Curven: 


a == Const., 6 = Const., 


welches auch die Grundcurven sein mégen, geodatische Ellipsen 
und Hyperbeln genannt. 

Der Ausdruck (17) fiir das Quadrat des Linienelements gilt nach 
dem Vorstehenden fiir jede Flache. Es ist klar, dass, wenn es auf diese 
Form gebracht ist, die Curven o = Const., 6 = Const. geoditische 
Ellipsen und Hyperbeln beziiglich gewisser zweier Grundcurven sind. 
Um das Quadrat des Linienelements einer gegebenen Fliche wirklich 
auf die Form (17) zu bringen, braucht man nur die geodiitischen Linien 
der Fliche und ihren Bogen zu kennen. Somit werden wir z. B. fiir 
die Ebene und die Kugel in der allgemeinsten Weise das Quadrat des 
Linienelements auf diese Form bringen kénnen*), 


§ 84. Torsion einer geodatischen Linie. 


Kine geodiitische Linie ist durch den in einer gegebenen Richtung 
erfolgenden Durchgang durch einen Punkt P bestimmt (vel. § 78). Wir 
stellen uns die Aufgabe, aus diesen beiden Klementen einer geoditischen 


*) In betreff der hierauf beztiglichen wirklichen Gleichungen s. Darboux, 
2. Bd., 8. 422. 
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Linie g ihre Torsion a in P nebst dem zugehérigen Vorzeichen zu 


g 
berechnen. 


Fir eine solche geoditische Linie ist unter Beibehaltung der 
tiblichen Bezeichnungen: 


oxdu , dxdv dydu , dy dv 
€08'¢ ==, = a i Nee pe a Doge 
i Ou ds i dv ds’ CORD, Ou ds a= dv ds’ 
02 Ou 02 dv 
COSY = Fu de | By da’ 
cos§= +X, cosy=+ Y¥, coss=+Z, 
also: oa 
cos Pp cos 
tgs B 7 —+(z%_y¥ sees ig vies 
@s7y cos & aoe Ou du/ ds ds 


nebst analogen Ausdriicken fiir cosw und cosy. Unter Beriicksichti- 
gung der Identitiiten (§ 68, S. 131 Anmerkung): 


ZY y Bie A oe pee _ Abe 
Ow 0u VEG—F?\ du dv 
5 é@ 1 f Oa 
aU wey Oo Bn te a, G Giri ae Al 
Ov Ov VEG—F Ow Ov 
ergiebt sich: 
ple oe 7 O% Gok = Ou 
Ow Sars du Ou ov dv 
cosd4 == ++ ——— -_, 
= VHGoF de-- VEG— Ff ds 
j pea Gee Weed 
os Ou ov du a dv dv 
; — VEG—F*? ds—— VEG—F? ds 
Oe 08 Oz 02 
Vande CUS tact ey BG eas 
Ou Ov du Ou ov dv 
CoS Y = - 


VEG—F* ds-- VEG—F* ds 


Aber nach den Frenet’schen Formeln ist: 


oe d cosé CX du OX dv 
us — Di cosa fd Seen, = >} cos Ga ds F Cv ae 
Wenn eo cosa, cos, cosy die obigen Werte eingesetzt werden, so 
faillt die Zweideutigkeit des Vorzeichens fort und es ergiebt sich (nach 
5. 87) als der gesuchte Ausdruck: 
1 (FD — ED’)du? + (GD — ED") dudv +(@D'— ED") dv? 


me) Da (Edu? + 2F dudv + Gdv) VEG — F? 


Derselbe giebt also die Torsion derjenigen geoditischen Linie an, die durch 
den Flichenpunkt (wu, v) in der durch das Verhialtnis ee bestimmten 


Richtung hindurehgeht. 
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Der Zihler dieses Ausdrucks ist, wie man sieht, genau die Jacobi- 
sche Determinante der beiden Grundformen: 


Ddu+ D'dv D'du+ D' do 
Edu + Fdv Fdu+Gdv_ |’ 


die, gleich Null gesetzt, die Differentialgleichung der Kriimmungslinien 
liefert. Daraus ergeben sich die folgenden leicht auch direct zu be- 
weisenden Sitze *): 

1) Wenn eine Kriimmungslinie eine geodatische Linie 
ist, so ist sie eben. 

2) Jede ebene geoditische Linie ist eine Krimmungslinie. 


+ 
§ 85. Geodatische Torsion einer Flachencurve. 


Die Ergebnisse des vorigen Paragraphen ftihren dazu, fiir eine 
beliebige auf einer Fliche gezogene Linie LZ in jedem ihrer Punkte 
noch ein weiteres geometrisches Element einzufiihren, dessen Betrach- 
tung von Wichtigkeit ist, die sogenannte geodatische Torsion. 
Nach Bonnet wird mit diesem Namen die Torsion derjenigen geodi- 
tischen Linie bezeichnet, welche die Curve Z in einem Punkte P be- 


rtihrt**). Die geoditische Torsion = einer Curve Z ist durch den 
g 


Ausdruck (18) gegeben, wobei unter du, dv die Zunahmen der krumm- 
linigen Coordinaten langs L zu verstehen sind. 


*) Werden die Kriimmungslinien als Parameterlinien gewihlt, so nimmt die 
Gleichung (18) die einfachere Gestalt an (vgl. § 54, 8. 102): 


1 1 1\ du dv 1 1 ‘ 
it VEG G 2 ds ds e ei: a oo eS 


i ih fal il ; 
= = in 2a. 
7 3 i =) sin 2 


g 

Hieraus geht hervor, dass die Richtungen der Kriimmungslinien das Biischel 
der von P ausgehenden geoditischen Linien in zwei Teile zerlegen; die geodii- 
tischen Linien der einen Schaar sind alle rechts, diejenigen der anderen alle 
links gewunden, Zwei auf einander senkrechte geodiitische Linien haben dem 
absoluten Wert nach gleiche, dem Zeichen nach entgegengesetzte Torsion. Die- 
jenigen geoditischen Linien, welche die Winkel zwischen den Hauptrichtungen 


: : ss : Rae: fal 1 
halbieren, haben die grésste Torsion, niimlich — (— — —). 
" "s 
**) Er sei darauf hingewiesen, dass die Bezeichnung ,,eeodiitische Torsion‘ 


der Bezeichnung ,,geoditische oder tangentiale Kriimmung“ nicht analog ist, da 
sich sonst riickwirts als die tangentiale Kriimmung der geodiitischen Linie gerade 
diejenige ergiibe, die wir die normale Kriimmung genannt haben, withrend sie 
doch nach Definition gleich Null ist. 
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Aus dieser Gleichung folgt fiir die Kriimmungslinien offenbar die 
weitere Definition: 

Die Kriimmungslinien sind diejenigen Curven, die in 
jedem Punkte die geoditische Torsion Null besitzen. 

Wir sehen nun, dass aus der Gleichung (18) speciell fiir die 


one : 1 1 ab : 
geoditischen Torsionen ;,-, = der Parameterlinien die Ausdriicke 


Li tis 
folgen: 
bly tet (ES FD” 
ie Eo Gy RG = a 
(19) DD 
I, BYEG— FY 


und, wenn iiberdies die Curven wu, v auf einander senkrecht stehen, 


(i== 0): 


1 ida cy 
19* erg ree eee 
a T, a ya 


woraus hervorgeht, dass zwei von einem Punkte ausgehende und auf 
eimander senkrechte geoditische Linien gleiche, aber dem Vorzeichen 
nach entgegengesetzte Torsion haben. (Vgl. die vorletzte Anmerkung.) 

Wir wollen nun die Beziehung aufsuchen, die zwischen der geo- 
ditischen und der absoluten Torsion einer beliebigen auf einer Flache 
gezogenen Curve besteht. Der Hinfachheit halber wahlen wir zu diesem 
Zwecke ein orthogonales System als Parameterlinien w,v, und die in 
Rede stehende Curve L sei eine Curve des Systems wu. Mit 6 bezeich- 
nen wir den Winkel, den die Flachennormale mit der Hauptnormale 
von L bildet, und also auch denjenigen Winkel, um welchen in der 
Normalenebene eines Punktes P von JL die positive Richtung der 
Flachennormale in positivem Sinne gedreht werden muss, um mit der 
positiven Richtung der Hauptnormale von L zusammenzufallen™). In 
den gewoéhnlichen Bezeichnungen haben wir: 


Tt 0% 1 doy tie oz 
cos —. FF cos SSS SS COS 5 p) 
VG dv P VG dv VG dv 
sing Oa sino Oy 
cos§ = cos 6 X cos7 = cose Y + —— —, 
5 We Sag VE ou ¢ VE ou 
sino OZ 


cos€ = cosoZ + 


fee VE au 
*) Natiirlich ist als positive Seite der genannten Normalenebene diejenige 
anzusehen, welche der positiven Richtung der Tangente von L zugewandt ist. 
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: 208 : 04 
cosd—= — sing X + WE, cos —= —sing ¥-+ Toot 
in 
: cos 02 
cos vy = — sing Z ies 
= VE ou 


4 5 1 
also nach den Frenet’schen Formeln fiir die absolute Torsion 1 der 
Curve w: 


1 devs dcosa 1 DT eos § 10S! 1 do 
—S— = SS SS SS SS — ? 
iy ds, VG ov VEG YG ov 


wofiir auch wegen (19*) 
1 1 06 
(20) re. Tae 0s, 


u 


geschrieben werden kann. 

Dieses ist die Gleichung, um deren Ableitung es sich handelte; sie 
zeigt uns, dass die geoditische Torsion mit der absoluten fiir alle die- 
jenigen Curven und nur fiir solehe zusammenfallt, deren Hauptnormale 
gegen die Fliche um einen constanten Winkel geneigt ist. Zu dieser 
Klasse von Curven gehéren die geodatischen Linien und die Haupt- 
tangentencurven; fiir die ersteren ist 6 gleich Null (oder gleich x), fiir 


die letzteren gleich Im allgemeinen bilden die Curven dieser Art, 


die einem constanten Werte von o entsprechen, wie die geoditischen 
Linien eine zweifach unendliche Mannigfaltigkeit, ausgenommen in dem 


Grenzfalle 6 = = (der Haupttangentencurven) *). 


§ 86. Allgemeine Satze tiber die Integration der Differentialgleichung 
der geodiatischen Linien. 


Indem wir nun zu der Differentialgleichung der geoditischen 
Linien zurtickkehren, wollen wir einige allgemeine Siatze angeben, die 
ihre Integration betreffen **). 

Zuniichst bemerken wir, dass die Bonnet’sche Gleichung (4*), 
§ 76, sofort auf den folgenden Satz fiihrt: 

A) Wenn die durch die Differentialgleichung erster Ord- 
nung: 

Mdu + Ndv =0 
definierten Curven geodatische Linien sind, so lassen sich 
ihre orthogonalen Trajectorien durch eine Quadratur be- 
stimmen. 


*) Infolge des in der Anmerkung zu § 84 Gesagten folgt hieraus weiter, 
dass die beiden von einem Punkte ausgehenden Haupttangentencurven gleiche 
und dem Vorzeichen nach entgegengesetzte Torsion haben. 

*) Darboux, 2. Bd., S. 424 ff. 
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Hs ist namlich die Differentialgleichung der orthogonalen Trajec- 
torien durch (§ 34, S. 66, (13)): 
(EN — FM)du + (FN— GM)dv = 0 
gegeben, und wegen der eben angefiihrten Gleichung (4*) ist nach der 
Voraussetzung: 
al FN—GM 0 A ae gg 
du \VEN? — 2FMN + am) Ou ran) 
d. h. der Ausdruck: 
EN — FM FN —GM 
VEN? —2FMN + GM? VEN?—2FMN + GM? 


dv 


ein yollstiindiges Differential. Setzen wir also: 
(EN — FM)du + (FN —GM)dv 
VEN*?— 2FMN + GM? 
so ist # das gesuchte Integral. Dies folet auch so: Wir haben offenbar 
pores Ly 


o(u, v) = 


folelich ist nach § 84 die Gleichung der gesuchten orthogonalen Tra- 
jectorien: @= Const. Dabei ist ® der von einer festen orthogonalen 
Trajectorie an gerechnete Bogen der geoditischen Linie. 
Wir nehmen nun an, es sei eine soleche Lésung # der partiellen 
Differentialgleichung: 
A? =1 
bekannt, die eine wesentliche, d. h. in & nicht additiv auftretende will- 
kiirliche Constante a enthilt. Wird die Gleichung: A,#= 1 oder: 
ea\2 00 0e aa\2 ’ 
E( ) Fe + )=EG—F 


Ov Ow 


nach dem Parameter a, der nur in @ enthalten ist, differenziert, so 
ergiebt sich nach § 30: 


oF 
V (a, a = 0. 
Dieses beweist, dass fiir jeden bestimmten Wert von a die Gleichung: 
on 
(2 1) ba ae b, 


in der b eine willktirliche Constante bedeutet, die zu den Curven 
% = Const. orthogonalen geoditischen Linien darstellt (vgl. § 36). Die 
Gleichung (21) enthalt die beiden willkiirlichen Constanten a und 6 
und ist die allgemeine Gleichung der geodiitischen Linien der Flache. 
Um dieses zu beweisen, braucht man nur zu zeigen, dass eine Curve: 


& = Const. 
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durch einen beliebigen Punkt der Fliche in beliebiger Richtung gelegt 


werden kann. Hs kann nun das Verhialtnis 2 : a nicht unabhingig von a 


sein, denn da ausserdem as und es durch die Gleichung: A,# = 1 
4 a 6” : 


verbunden sind, wtirden ja sonst beide Gréssen von a unabhingig und 
also a in & additiv enthalten sein. Ist aber (aw, vp) ein beliebiger 
Punkt der Flache, so stellt die Gleichung: 

OU, v, a) = (Mo, Yo; a) 
eine Curve ® = Const. dar, welche von (w#, v)) ausgeht. Ihre Rich- 


tung in diesem Punkte hingt von dem Verhaltnis a : ohes ab, das bei 
Uu°Oov 


der Aenderung von a alle Werte annehmen kann*). Wir haben also 
den Satz: 
B) Ist von der partiellen Differentialgleichung: 
Apo == 1 
eine Lésung ® mit einer wesentlichen Constanten a bekannt, 
so ergiebt sich die allgemeine Lésung der Differentialglei- 
chung der geodatischen Linien mittels Differentiation in der 


Form: 
ce 
Ca 
wobei b eine zweite willktirliche Constante ist. Der Bogen 
jeder geodatischen Linie ist gleich der Differenz der Werte, 
welche die Function #@ in den beiden Endpunkten annimmt. 


b, 


§ 87. Jacobi’s Satz tiber die Differentialgleichung der geoditischen 
Linien. 

Auf Grund der letzten Ergebnisse kénnen wir mit Jacobi be- 
weisen, dass man von der Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung der geodatischen Linien nur eine intermediire Integral- 
gleichung erster Ordnung mit einer willkiirlichen Constanten 
a zu kennen braucht, um mittels Quadraturen die Gleichung 
dieser Curven in endlicher Gestalt zu erhalten. Hs sei namlich 


durch 


dv 
“it = pu, v, a) 


eine solche bekannte intermediire Integralgleichung dargestellt. Setzen 
wir dann in dem Satze A) des vorigen Paragraphen 


M=—g, N=1, 


*) Darboux, 2. Bd., S. 428. 
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so sehen wir, dass der Ausdruck: 
(E+ Fo) du + (F + Gq) dv 
VE + 289 + Go? 
ein vollstindiges Differential ist. Setzen wir also: 


go — ( ZLEodut Et Go)dv | 
VE +28 @ + Gq? 


so ist nach Satz B) 
08 


ag 
die Gleichung der geoditischen Linien in endlicher Gestalt. 

Dieses Ergebnis benutzen wir jetzt zum Beweise des Satzes: Bei 
den Flachen mit dem Kriimmungsmass Null (den abwickel- 
baren Flichen) lisst sich die Differentialgleichung der geo- 
datischen Linien mittels zweier Quadraturen integrieren. 

Wir schreiben naimlich die Differentialgleichung der geodiitischen 
Linien in der Gaussischen Form (§ 80, 8. 156): 


1 FOE , dE oF 
dy = 2 d 
¥ wEeaals Ou Ov a) Ure 
1 FOE a6 
ee | ea 
+ Sa (F dv a) ; 


wo w der Winkel zwischen den geoditischen Linien und den Curven 
v ist. Gemiiss der Gleichung (17), § 35, 5. 68, besagt die Bedingung: 
K = 0, dass die rechte Seite dieser Gleichung ein vollstandiges Diffe- 
rential ist. Durch eine Quadratur ergiebt sich sofort eine intermediare 
Integralgleichung mit einer willkiirlichen Constanten a: 


b=, %») +4, 
und eine zweite Quadratur giebt die Gleichung der geodiitischen’ Linien 
in endlicher Gestalt. Mit anderen Worten: Hat eine quadratische 
Differentialform: 


Edw + 2F dudv + Gdv? 


die Kriimmung Null, so geniigen zwei Quadraturen, um sie auf die 


Normalform da? + dy? zu bringen. (Vgl. dasselbe Problem in § 29.) 


§ 88. Geodiatische Linien auf den Liouville’schen Flachen. 


Es giebt eine Klasse von Flichen, die in ihrer ganzen Allgemein- 
heit zuerst von Liouville betrachtet worden sind und bei denen das 
Verfahren, das durch die Siitze in § 86 fiir die Integration der#Diffe- 
rentialgleichung der geoditischen Linie angegeben wurde, vollstandig 
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durchfiihrbar ist. Es sind dieses diejenigen Flichen, bei denen das 
Quadrat des Linienelements auf die Form: 


(22) ds? = {a(u) + B(v)} (du + dv’) 
gebracht werden kann, wo a@(w) eine Function yon w allein und (wv) 
eine Function von v allein ist. Ftir diese besondere Form des Qua- 
drates des Linienelements geht die Gleichung: 

A,o =1 
nach § 85 iiber in: 


2 2 

(Ga) + Ge) 1 BO) 
Wir suchen ihr dadurch zu geniigen, dass wir @ gleich der Summe 
zweier Functionen setzen, von denen die eine nur von w, die andere 
nur von v abhangt: 

8=U-+ VJ. 

Dieses giebt: 

U’? — a(u) = B(v) — V?® =a, 


wo @ eine willkiirliche Constante ist. Wird also 


(23) a= | Vatiy Fa du [VB@)— adv 


gesetzt, so ist ® ee Lésung von A,# = 1 mit der wesentlichen Con- 
stanten a, und folglich (§ 86) erhalten wir als Gleichung der geodai- 
tischen Linien in endlicher Gestalt: 


24 ant S| ee 
( ) 0a Vee (w) + mee VBe) —a es 


wahrend uns (23) ihren Bogen # giebt. Wir fiigen tiberdies hinzu, 
dass, wenn mit w~ der Winkel zwischen den geodiitischen Linien und 
den Curven v bezeichnet wird, 


(St a 


ist, woraus infolge von (24) die Gleichung: 

(25) B(v) cos* py — a(u) sin?y =a 

hervorgeht, die uns ein intermediires Integral erster Ordnung der Glei- 

chung der geodiitischen Linien auf den Liouville’schen Flichen giebt. 
Dini*) hat bemerkt, dass der Ausdruck (22) fiir das Quadrat des 

Linienelements dadurch gekennzeichnet werden kann, dass man sagt: 

Die Parameterlinien wu, v bilden ein isothermes System von 


*) Sopra un problema della rappresentazione geografica di una 
superficie sopra un’ altra, Annali di Matematica, Bd. III, 1869. 
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geoditischen Hllipsen und Hyperbeln. Um dieses zu beweisen, 
fiihren wir statt der Parameter wu, v andere ein, indem wir 

Os w(u), v = 0(%) 
setzen, sodass 


du,\2 , (dv,\2 
(Te) + (G2) ew) + BO) 
wird. Setzen wir noch: 


Dh dv, 
o du o dv 
=) 


a == 
2 Yau) + BO) 2 Valu) + BO) 
so nimmt der Ausdruck (22) die charakteristische Gestalt (17) aus 
§ 83 an: 


*sin - 


2 ' 2 
eee du, dv, 


J @ () 
Sinica cos? — 
2 2 


wodurch unsere Behauptung bewiesen ist. Umgekehrt ist sofort ein- 
leuchtend, dass, wenn ein Orthogonalsystem von geodiitischen Ellipsen 
und Hyperbeln auch noch isotherm ist, durch Hinfiihrung neuer Para- 
meter das Linienelement auf die Liouville’sche Form gebracht werden kann. 

Wir kénnen demnach sagen: Die Liouville’schen Flichen 
sind diejenigen Flichen, auf denen es ein isothermes System 
von geoditischen HEllipsen und Hyperbeln giebt*). 


§ 89. Geodatische Linien auf den Rotationsflachen. 


Zu der Klasse der Liouville’schen Flachen gehéren die F'laéchen 
zweiten Grades und die Rotationsflichen, auf denen naimlich die Kriim. 
mungslinien ein isothermes System geoditischer Ellipsen und Hyper- 
beln bilden. 

Wir wenden die Ergebnisse des vorigen Paragraphen auf den letz- 
teren Fall, d. h. auf das Quadrat des Linienelements: 


ds? = du? + r* dv? 


(vel. § 42) an, das wir auf die isometrischen Parameter: 


ss du 
DNA (cage! 


beziehen, wodurch wir erhalten: 


ds? = r*(du,? + dv’). 


*) Die diesem Buche gesteckten Grenzen gestatten uns nicht, hier auf die 
neueren wichtigen Resultate einzugehen, die verschiedene Mathematiker beztiglich 
der Theorie der Liouville’schen Flichen erhalten haben, insbesondere auf die Kri- 
terien dafiir, ob eime gegebene Fliche zu dieser Klasse gehdrt. 
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Dieser Ausdruck fiir das Quadrat des Linienelements ergiebt sich aus 
dem Liouville’schen (22), wenn darin 


a(u)=1r, Biv) =0 
gesetzt wird. 


Die Constante a@ in der Gleichung (23) muss in dem vorliegenden 
Falle fiir die reellen geodiitischen Linien einen negativen Wert haben. 
Wird also 


a= — kK? 


gesetzt, so lautet die Gleichung (24) der geodiitischen Linien in end- 
licher Gestalt: 


(26) v= th { +h, 


und die Gleichung (23), die den Bogen s der geoditischen Linien 
giebt : 

Vr? — k? rdu 
(27) sa thot f PE ay — f 20. 

Es ist klar, dass das einfach unendliche System von geoditischen 
Linien, das sich aus (26) fiir einen festen Wert von & und ver- 
ainderliches b ergiebt, aus lauter congruenten Curven besteht, die durch 
Drehung um die Axe mit eimander zur Deckung gebracht werden 
k6énnen. 

Die intermediiire Integralgleichung (25) liefert uns die Gleichung: 

(28) ry siny =k, 
d. h. den Clairaut’schen Satz: In jedem Punkte einer auf einer 
Rotationsflache gezogenen geoditischen Linie ist das Pro- 
duct aus dem Radius des betreffenden Parallelkreises und 
dem Sinus des Neigungswinkels der geodiitischen Linie gegen 
den betreffenden Meridian constant. 

Besitzt die Fliche einen gréssten Parallelkreis vom Radius R, so 
ist fiir jede reelle geodiitische Linie der Wert der Constanten & kleiner 
als A. Die Curve verliuft ganz innerhalb der Zone, in der die Radien 
der Parallelkreise nicht grésser sind als k, wie aus der Gleichung (28) 
hervorgeht. 


§ 90. Gauss’ Satz iiber die Totalkriimmung eines geoditischen 
Dreiecks. 


Indem wir nun zu der allgemeinen Theorie der geodiitischen Linien 
zurtickkehren, betrachten wir mit Gauss ein geodiitisches, d. h. ein von 
drei geodiitischen Bogen gebildetes Dreieck ABC, das ein Stiick der 
Fliche S einschliessen wird. Wir berechnen seine Totalkrimmung 
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(Curvatura integra), d. h. das tiber das ganze Dreieck erstreckte 


Doppelintegral: 
S- Spree 


wo do das Flaichenelement und K wie gewéhnlich das Kriimmungs 
mass bezeichnet. 

Als Parameterlinien v wihlen wir die von der Ecke A ausgehen- 
den geoditischen Linien und als Parameter v den Winkel, den sie mit 
der festen geodiitischen Linie AB (v = 0) bilden. Als Curven w wiih- 
len wir die orthogonalen Trajectorien der Curven v (die geoditischen 
Kreise um A) und rechnen den Bogen wu der geoditischen Linien vom 
Punkte A aus. Da dann das Quadrat des Linienelements durch 


ds? = du? + Gdv? 


gegeben ist, so geniigt die Function YG den Bedingungen (§ 82): 


=~ ave 
(29) (VG) ae: ( id ) = 1. 
u=0 
Da ferner (nach 8. 159 u. 63) 
a do =VG dudv 
UW 


ist, so kommt: 


(80) Sh 


wo A den Dreieckswinkel an der Ecke A bedeutet. 

Langs der geodiitischen Linie BC, als deren positive Richtung 
wir diejenige von B nach C festsetzen wollen, ist die Gaussische Diffe- 
rentialgleichung der geodiitischen Linien (Formel (11*), § 80, 5. 156) 
erfiillt, d. h.: a 
(31) Fee aE yy 


A 


A Uu 
oe dudv =f a == Ory G du, 
0 0 


Ou? 


A A 
Bezeichnen wir die Dreieckswinkel in B und C mit B und VC, so 
haben wir demnach: i : 
Op =—x2z—B ; oo = C, 


wo pz, %¢ die Werte von # in B bez. C sind. 
Nun giebt uns Gleichung (80): 


A 
A 


Pa rag ie rad 
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d. h. gemiiss (29) und (31): 


Seas) ae pee bel 1B eGo 


In dieser bemerkenswerten Gleichung ist der Satz von Gauss 
enthalten: . 

Die Totalkriimmung eines geoditischen Dreiecks ist gleich 
dem Ueberschuss seiner Winkelsumme tiber zwei Rechte (dem 
sphirischen Excess). 

Dieser Ueberschuss ist positiv, wenn alle Punkte im Innern des 
Dreiecks elliptisch sind, negativ, wenn sie hyperbolisch sind, und gleich 
Null im Falle der abwickelbaren Flachen. Schliesslich bemerken wir 
noch, dass, wenn das Kriimmungsmass AK der Fliche constant ist, der 
vorstehende Satz als besonderen Fall den folgenden liefert: 

Auf einer Fliche mit constantem Kriimmungsmass ist 
der Flaicheninhalt eines geoditischen Dreiecks dem Ueber- 
schuss der Winkelsumme desselben tiber zwei Rechte pro- 
portional. 


§ 91. Doppelte Orthogonalsysteme von Curven constanter 
geodatischer Kriimmung. 


Wir schliessen dieses Kapitel mit der Ableitung einiger einfacher 
Satze tiber Curven mit constanter geoditischer Kriimmung. 

Wir nehmen an, dass in einem auf einer Fliche S_ befindlichen 
doppelten Orthogonalsystem (w, v) jede Curve des Systems w sowohl 
wie jede Curve des Systems v constante geodiitische Kriimmung  be- 
sitze. Ist 

ds? = Hdw? + Gdv? 
der Ausdruck fiir das Quadrat des Linienelements, so haben wir der 
Voraussetzung zufolge (§ 75, 8. 148): 


1 0VG@ 1 OVE 
(a) earn = U, Saal ? 
VEG ou VEG dv 
wo U eine Function von w allein, V eine Function von v allein ist. 
Daraus folgt: 


oder: 


aVVG) _ @(UVE) 
Ou oF Ov f 
Demnach ist 
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UVEdu+ VVG dv 


das vollstindige Differential einer Function g, und dabei ist: 
7 _. 1 og Ae Lh eO@ 
Mice aN Gee ye 
Werden diese Werte in (a) eingesetzt, so ergiebt sich zur Bestimmung 
von g die eine Gleichung: 
RoI, 
Guov Ouodv’ 
deren allgemeine Lésung 
g = — logla(w) + B)] 
ist, wo o(w), B(v) willkiirliche Functionen von w bez. v sind. Daraus 
ergiebt sich fiir das Quadrat des Linienelements der Ausdruck: 
Bee 1 w?(u) ao , BQ) | 
2 reese Ot are ate ai 
oder durch Hinfiihrung neuer Parameter w,, v,: 
du,? + do,? 
32 lige ages Ua Imei Eg 
SO i yey 
Wir haben also nach § 37, 8. 71, den Satz: 

Hin doppeltes Orthogonalsystem von Curven mit con- 
stanter geodatischer Kriimmung ist stets isotherm. 

Auch besteht der umgekehrte Satz: 

Sind in einem doppelten Isothermensystem die Curven 
des einen Systems Curven mit constanter geodatischer Kriim- 
mung, so sind es auch diejenigen des zweiten Systems. 

Wahlen wir naimlich isometrische Parameter, so hat das Quadrat 
des Linienelements die Gestalt: 


ds? = A(duw? + dv*). 


Nun ist nach S. 148: 
eoseee ae eee Oe ele 
Ona. saga) Porno (Ci)? 


und von den beiden Bedingungen : 


*) Falls die Functionen U, V nur Constanten sind, erhialt ds* die Form: 


ds* (du,* + dv,*) (a, b= Const.) , 


i 
~ (au, + b0,)? 
und gehért zu einer pseudosphiirischen Fliche vom Kriimmungsmass 
K=— (@’-+ 0°). 
(Vgl. die Anmerkung S, 151.) 


Bianchi, Differentialgeometrie. 12 


178 Kap. 6. Geoditische Kriimmung. — Geoditische Linien. 


Oual 0 (1 
(a) = ale) ~9 


ist, wie ersichtlich, die eine eine Folge der anderen. 

Ks ist klar, dass die hier betrachteten doppelten Orthogonal- 
systeme nur auf besonderen Flachen wirklich vorhanden sind. Insbe- 
sondere giebt es in der Ebene und auf der Kugel unendlich viele 
solecher Systeme, und in § 44, Kap. HI, haben wir die Aufgabe, alle 
diese zu bestimmen, bereits geometrisch gelést. 


Kapitel VII. 


Auf einander abwickelbare Flichen. 


Biegsame Flaichen, — Gaussischer Satz von der Unverinderlichkeit des Kriimmungs- 
masses bei Verbiegung. — Kriterien dafiir, ob zwei gegebene Flichen auf ein- 
ander abwickelbar sind. — Fall der Flichen von constantem Kriimmungsmass. 
— Abwickelbarkeit eines Stiickes einer Fliche von constantem Kriimmungsmass 
auf ein beliebiges anderes Stiick derselben Flache. — Flachen, die eine stetige 
Verbiegung in sich gestatten. — Auf einander abwickelbare Rotationsflichen, — 
Schraubenflichen und Satz von Bour. — Die partielle Differentialgleichung zweiter 
Ordnung, von der die Verbiegung einer gegebenen Fliche abhingt. — Allgemeine 
Satze iiber Verbiegung. — Bonnets Satz von der Mdglichkeit, eine Fliche so 
zu verbiegen, dass die Haupttangentencurven des einen Systems Haupttangenten- 
curven bleiben. 


§ 92. Definition der Abwickelbarkeit von Flichen auf einander. 


Wie in der ebenen und in der sphiarischen Geometrie die Higen- 
schaften der in der Ebene oder auf der Kugel gezeichneten Figuren 
ohne Riicksicht auf ihre absolute Lage im Raume untersucht werden, 
ebenso kann eine analoge Untersuchung fiir jede beliebige Flache S 
angestellt werden. Diejenigen Higenschaften nun, welche nur die Gréssen- 
und Lagenbeziehungen der auf der Flache gezeichneten Figuren inso- 
weit betreffen, als sie auf der Fliche gelten, machen die Geometrie 
der Flache aus. 

Unter diesem Gesichtspunkt kénnen zwei der Gestalt nach sehr 
verschiedene Flaichen dieselbe Geometrie haben. So ist es klar, dass 
die Satze der ebenen Geometrie immer noch giiltig sind, wenn die 
Ebene, in der die Figuren gezeichnet sind, auf einen Cylinder, einen 
Kegel oder eine beliebige andere abwickelbare Fliche aufgewickelt 
gedacht wird. 

Um das Wesen derjenigen Higenschaften, welche die Geometrie 
einer Flache ausmachen, wohl zu erfassen, denke man sich zweck- 
miassiger Weise die Fliche aus einer unendlich dtinnen, vollkommen 
biegsamen, aber undehnbaren Hiille gebildet. 


12* 
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Diejenigen Higenschaften, welche sich nicht andern, wie die Flache 
auch verbogen werden mag, fallen in ihre Geometrie, die tibrigen 
haften der Gestalt und der wirklichen Lage der Flaiche im Raume an. 

Zwei Flachen 8, S’, deren Punkte P, P’ einander so zugeordnet 
werden kénnen, dass die entsprechenden Linienelemente gleich werden, 
haben dieselbe Geometrie, weil dann auch die endlichen Bogen, die 
Winkel und die Flichenraume der Figuren auf S den entsprechenden 
Stiicken der Figuren auf 8’ gleich sind. In diesem Falle heissen die 
beiden Flachen S, 8’ auf einander abwickelbar, womit gesagt 
werden soll, dass die eine Fliiche (oder ein Stiick von ihr) durch blosse 
Verbiegung, ohne Riss oder Faltung, auf die andere ausgebreitet werden 
kann. Damit aber diese Abwickelung fiir wirklich ausfiihrbar gehalten 
werden kann, muss offenbar das Vorhandensein einer stetigen Aufein- 
anderfolge von Gestaltsinderungen der biegsamen Fiche S, welche von S 
zu 8° hiniiberleitet, nachgewiesen werden. 

Wenn fiir zwei Flachen S, 8’ die Ausdriicke fiir die Quadrate der 
Linienelemente gegeben sind: 

ds? = Hdw + 2Fdudv + Gav’, 

ds? = BE’ dw”? + 28’ dwdv'+ G'dv?, 
so muss man, um zu erkennen, ob sie auf einander abwickelbar sind, 
untersuchen, ob zwischen den Punkten (w, v) der einen und den Punkten 
(u’, v’) der andern eine soleche Zuordnung méglich ist, dass sich die 
Gleichheit der Linienelemente: 

ds= ds’ 

ergiebt. 

Fiir die Abwickelbarkeit der beiden Flachen auf einander ist es 
demnach notwendig und hinreichend, dass die Differentialformen: 


Edw + 2Fdudu + Gdv? 
FE’ du? + 2F'du'dv'+ G'dv” 


in einander transformierbar sind. 


§ 93. Gaussischer Satz von der Unverinderlichkeit des Kriimmungs- 
masses bei Verbiegung. 


Aus den obigen Betrachtungen ergiebt sich, dass die Geometrie 
der Fliche schon durch den Ausdruck fiir ihr Linienelement oder durch 
ihre erste Grundform: | 


ay) Edw? + 2Fdudv-+ Gdv? 
vollkommen bestimmt ist. Mit anderen Worten, die unendlich vielen 
Gestaltsiinderungen, die eine Fliche S beim Verbiegen erleiden kann, 
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haben die erste Grundform gemeinsam; jede einzelne yon ihnen wird 
dann erst durch ihre zweite Grundform (Kap. IV) niher bestimmt. 

Wenn die Geometrie einer Fliche als durch das Linienelement der 
Flache definiert behandelt wird, so ist von jeder besonderen Flichen- 
gestalt, die dem Linienelement wirklich entspricht, abzusehen. Ana- 
lytisch haben wir eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit, die von den 
beiden Variabeln uw, v erzeugt wird und deren Elemente (Punkte) von 
je emem Wertepaar (u,v) bestimmt werden; die Entfernung ds zwischen 
zwei einander unendlich nahen Punkten (w, v), (w+ du, v + dv) be- 
stimmt sich nach der Grundform (1), und der Winkel @ zwischen den 
beiden Linienelementen ds, ds, die den Punkt (w,v) mit den Punkten 
(u-+ du, v-+ dv), (w+ du, v+ dv) verbinden, aus der Gleichung 
(vgl. § 34): 


cea Se Edwudu + es dv du) + Gdvdu 


Zwischen der zweidimensionalen Mannigfaltigkeit und den Wertepaaren 
(%, U)) haben wir somit ein eindeutiges Entsprechen. 

Der Aenderungsbereich, den wir fiir uw, v betrachten, soll stets ein 
soleher sein, dass innerhalb desselben die Functionen EL, Ff, G samt 
ihren ersten und zweiten partiellen Differentialquotienten eindeutig, 
stetig und endlich und ferner H, G, EG — F” positiv sind. Der 
Winkel w der Parameterlinien, der durch die Gleichungen: 


COkor ss 22 pean gi 

VEG 
bestimmt ist (vgl. §34, .63), andert sich demnach in dem betreffenden 
Bereich stetig zwischen 0 und z, ohne jemals diese Endwerte zu erreichen. 

Bei diesen allgemeinen Untersuchungen finden die Begriffe Diffe- 
rentialinvarianten und Differentialparameter, die wir im zweiten Kapitel 
behandelt haben, eine unmittelbare wichtige Anwendung. Die Kriim- 
mung einer Flache ist eine Differentialinvariante der Form (1); ihr 
Wert in jedem Punkte hingt nur von den Coefficienten der Form (1) 
ab und bleibt demnach derselbe, wie die Flache auch verbogen werden 
mag (vgl. § 55). 

Daraus ergiebt sich der grundlegende Satz von Gauss: Das Kriim- 
mungsmass einer Fliche bleibt bei einer beliebigen Verbie- 
gung der Flache ungeandert. Dieses Ergebnis lisst sich auch noch 
in folgender Fassung aussprechen: Sind zwei Flachen auf einander 
abwickelbar, so haben sie in je zwei entsprechenden Punkten 


gleiches Krimmungsmass. 
Dieses ist die Higenschaft, welche, wie bereits anderwarts (8. 105) 
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bemerkt worden ist, dem Gaussischen Kriimmungsmass bei den geo- 
metrischen Anwendungen tiberwiegende Bedeutung verleiht. 

Wir betrachten nun einen Differentialparameter der Form (1), 
der eine oder mehrere willkiirliche Functionen 


Pi ee 


enthilt. Der Wert, den er in jedem Punkte der Fliche annimmt, ist 
von den Coordinaten, die zu seiner Berechnung verwandt werden, un- 
abhingig und bleibt bei jeder beliebigen Verbiegung der Filache der- 
selbe. Werden gy, w... gleich Constanten gesetzt, so ergeben sich auf 
der Fliche ebensoviele Curvensysteme, und der Differentialparameter 
stellt einen mit diesen Curven unzertrennlich verbundenen Ausdruck 
dar, der sich nicht andert, wie die Fliche auch verbogen werden mag. 


Betrachten wir z. B. die geodatische Kriimmung = der Curven 


» = Const. Sie ist (§ 76, (3), S. 149) durch den Diforentiatearamnetes 
12 205 @ 1 
en aie (9, Te) 
gegeben. Daraus folgt: Die geodatische Kriimmung einer auf 
einer Flache gelegenen Curve andert sich nicht, wenn die 
Flache verbogen wird, 

Insbesondere gehen die geodatischen Linien eimer Flaiche S bei 
einer Verbiegung von S in die geoditischen Linien der neuen Flache 
iiber. Diese Thatsache folgt tibrigens auch direct aus der charakte- 
ristischen Higenschaft einer geodatischen Linie (§ 82, 8. 162), die 
ktirzeste Linie zu sein, die sich auf einer Flaiche zwischen zwei ein- 
ander hinlanglich nahen Punkten ziehen lasst. Hieraus ergiebt sich 
ein neuer Beweis ftir die Unveranderlichkeit der geoditischen Kriim- 
mung bei emer Verbiegung, wenn man sich der in § 80, 8S. 156, fiir 
die geodatische Kriimmung gegebenen Definition bedient. 

Wir wollen hier noch bemerken, dass sich aus letzteren Ueber- 
legungen ein anschaulicher Beweis fiir die Unverinderlichkeit des 
Gaussischen Kriimmungsmasses bei einer Verbiegung ergiebt. Betrachtet 
man nimlich einen geoditischen Kreis mit unendlich kleinem Radius u, 
dessen Mittelpunkt ein Flachenpunkt P, ist, so ist sein Umfang C bis 
auf unendlich kleine Gréssen von hdherer als der dritten Ordnung 
infolge des Ausdrucks (15), § 82 (S. 162), in der Form: 

a Kyu 


C = 2nu — ae 


gegeben, wo K, das Kriimmungsmass der Fliche in P, ist. Wie die 
Flache auch verbogen werden mag, C iindert sich nicht, also auch nicht K,. 
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§ 94. Kriterien dafiir, ob zwei gegebene Flichen auf cinander 
abwickelbar sind. 


Mit Hilfe der Theorie der Differentialparameter kénnen wir in 
der einfachsten Weise die Aufgabe lésen: Gegeben sind zwei Flichen 
S, S’; es ist zu untersuchen, ob dieselben auf einander ab- 
wickelbar sind; und wenn dieses der Fall ist, sollen die da- 
rauf beztiglichen Gleichungen aufgestellt werden. 

Analytisch ist die Aufgabe mit der Frage nach der Transformier- 
barkeit zweier gegebener Differentialformen: 


Edw + 2Fdudv + Gd’, 
Edu? + 2F" dw’ dv'+ G'dv” 
in einander gleichbedeutend (§ 92). Nun nehmen wir an, es seien 
2) OFA) ae Re 
v(u, vr) =v’ (w’, v’) 
zwei unabhingige Beziehungen zwischen wu, v, uw’, v’, welche das Gesetz 
darstellen, nach dem unter der Voraussetzung der Abwickelbarkeit der 


Flachen auf einander die Punkte der einen Fliche denen der anderen 
entsprechen. Infolge der Higenschaften der Differentialparameter miissen 


wir haben: 

3) Agp=A’e, VE,H=VG,4), Ad=A’Y, 

wo die Striche andeuten, dass die Differentialparameter auf den rechten 
Seiten fiir die zweite Form gebildet sind. Damit die Flachen auf ein- 
ander abwickelbar seien, ist es also erforderlich, dass die Gleichungen 
(2) die Gleichungen (3) zur Folge haben. Diese notwendige Bedingung 
ist fiir die Abwickelbarkeit auch hinreichend. Aus dem Ergebnis in 
§ 36 (S. 69, (20)) folgt niimlich, wenn fiir die erste Form g, ~ und fir 
die zweite g’, w’ als neue Veranderliche eingefiihrt werden: 


_ Aripdy®— 2V(9,%)dy dy + A waee 


9 2 
Edw + 2Fdudv + Gdv A, 9 Ay — V9, ¥) 
ra rg Arp dg?—2V'(9',v)dy'dy' +A,'9 dy? 
, Ap, ie Z y es 7 Dh eth POA i : 
E' dw? + 2F’du'dv'+ G'dv Ag By — 974g, ) 


und wegen der Gleichungen (2), (8) sind die rechten Seiten einander 
gleich. 

Nach dieser Vorbemerkung schliessen wir vorerst den Fall aus, dass 
eine der beiden Flachen constantes Kriimmungsmass besitze. Bezeich- 
nen wir die Kriimmungsmasse der beiden Flachen mit K(w, v) bez. 
K’'(w’, v’), so liefert uns der Gaussische Satz unter der Voraussetzung, 
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dass die Flachen auf einander abwickelbar sind, sofort eine Beziehung 
von der Form (2) in der Gleichung: 


(4) K(u, v) = K'(w,v’). 


Ferner ist einleuchtend, dass jeder fiir die Function K gebildete 
Differentialparameter gleich dem entsprechenden fiir K’ berechneten 
sein muss. Wir nehmen zuniichst die Beziehung: 


(5) OW Gee 


die mit (4) combiniert zu den nachstehenden drei Fallen Anlass geben 
kann: 

1. Die Gleichungen (4) und (5) widersprechen einander; 
dann sind die Flachen nicht auf eimander abwickelbar. 

2. Die Gleichungen (4) und (5) sind mit einander ver- 
traglich und von einander verschieden. In diesem Falle ist es 
nach dem, was wir oben gesehen haben, damit die Flachen auf ein- 
ander abwickelbar seien, notwendig und hinreichend, dass die Glei- 
chungen (4) und (5) die weiteren: 


V(K, A, K) a Vig / Spe 4, (A, K) =a AGERE) 


nach sich ziehen, was durch algebraische Rechenoperationen entschieden 
werden kann. 

3. Die Gleichungen (4) und (5) lassen sich auf einander 
zurtickfihren. 

Dieses tritt ein, wenn A, K eine Function von K und A,’ K’ die- 
selbe Function von K’ ist. 
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In dem zuletzt betrachteten Falle: 


(a) A,K=f(K), A’ K'= f(k’) 
wahlen wir statt (5) die andere Beziehung: 
(oi AK = Ay KE 


und fiihren die Aufgabe wieder auf algebraische Eliminationen zuriick, 
wofern nicht der weitere Fall eintritt, der durch die Gleichungen: 

(b) A,K= 7(K), A, K=37(K’) 

gekennzeichnet ist. 


Es eriibrigt also nur noch, den einzigen Fall zu betrachten, in 
dem die Gleichungen (a) und (b) zusammen bestehen. 
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Da dann 
A, K H (Kk) 


A, Kf (K) 
ist, so bilden die Curven gleichen Kriimmungsmasses K = Const. mit 
den orthogonalen Trajectorien 
aw = Const. 
ein Isothermensystem (§ 38, 8. 73). 
Die Function (wu, v) ergiebt sich mittels Quadraturen aus den 


Gleichungen (§ 39, 8. 73): 


0K 0K 
Whi AC pet ietn i Meese 

Yue JIM » : 

a VEG—F® 
es es 
Ch ae elie K OU Ov 

Ov VEG— F? 

Daraus folgt nach (14), S. 67: 
4K) 


Aw =e Pere LK 
und somit nach S. 183: 


Ott CN GK a) 6) a ae 
2 2 AN OM A Eee 
Edw + 2Fdudv + Gdv eA RI airs Ve Oe a RK 


KK) 
dK? e 7K) dw? 
Ty oF UK) {(K) 


Da die Functionen / und x fiir die zweite Flache dieselben bleiben, 
so kommt dieser Fiche dieselbe Form fiir das Linienelement zu, das 
andererseits zu einer Rotationsfliche gehért (vgl. 8. 79). 

Also: Wenn die Beziehungen (a) und (b) bestehen, so sind 
die beiden Flachen auf dieselbe Rotationsflache und also 
auch auf einander auf einfach unendlich viele Weisen ab- 
wickelbar. 

Um in diesem Falle die wirklichen Gleichungen fiir die Abwickel- 
barkeit zu finden, sind, wie wir gesehen haben, zwei Quadraturen 


erforderlich. 


§ 96. Fall der Flichen von constantem Kriimmungsmass. 


Bei der in den beiden vorstehenden Paragraphen gegebenen Lé- 
sung der ersten Aufgabe aus der Lehre von der Abwickelbarkeit zweier 
Flichen auf einander haben wir den Fall ausgeschlossen, dass die eine 
Fliche constantes Kriimmungsmass besitze. Damit in diesem Falle die 


186 Kap. 7. Auf einander abwickelbare Flachen. 


beiden Flichen auf einander abwickelbar seien, ist es erforderlich, dass 
die zweite Fliche dasselbe constante Kriimmungsmass besitzt. Nun ist es 
sehr bemerkenswert, dass in diesem Falle das Kennzeichen, das der 
Gaussische Satz liefert, fiir die Abwickelbarkeit auch hinreichend ist, d. h.: 

Zwei Flachen mit demselben constanten Kriimmungsmass 
sind auf einander abwickelbar. 

Fiir den Fall der Flachen mit der Kriimmung Null haben wir 
dieses Ergebnis bereits in § 55, 8. 106, nachgewiesen, wo wir gesehen 
haben, dass eine derartige Fliche auf die Ebene abgewickelt werden 
kann. Hier wollen wir einen zweiten Beweis dafiir geben, den wir 
sofort auch auf die Flachen mit nicht verschwindendem constantem 
Kriimmungsmass ausdehnen. 

Wir ziehen auf einer Flache vom constanten Kriimmungsmass K 
eine geoditische Linie Z und wahlen als Parameterlinien die zu L 
orthogonalen geodatischen Linien und deren orthogonale Trajectorien, 
als Parameter wu den Bogen der geodatischen Curven v, gerechnet von 
der Curve L ab, die demnach die Curve u = 0 ist, und als Parameter 
v den Bogen der Curve L, gerechnet von einem festen Punkte dieser Curve 
an. Das Quadrat des Linienelements nimmt dann nach § 81 die Form: 

ds? = dw + Gdv* 
an. Da die geodatische Kriimmung der Curve uO gleich Null ist, so 
ist nach (1), S. 148: 


2) (“ i 0. 


Ferner ergiebt sich, da das Bogenelement der Curve w = 0 gerade dv ist: 
(8) (V@),9= 1. 
Nun haben wir (vgl. 8. 159): 


_ 1 aye 
(7) i V@ Ou? } 


und da der Annahme nach K constant ist, so erhalten wir, wenn wir 
die drei Fille: 


K=0, K>0, K<0 
unterscheiden, folgende Ergebnisse: 
1) Ist K=O, so kommt: 


VG = 9().u+ ¥), 
wo (v), #(v) Functionen von v allein sind. Aber aus («) und (B) folgt: 
pv) = 90, vv) =1, 
ds? = du? + dv’, 
d. h. das Quadrat des Bogenelements der Ebene ergiebt. 


sodass sich 
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2. Ist K>O, so setzen wir 


gc 


pz =(E reell) 


und erhalten aus (y): 
VG = g(v) cos z + (v) sin z? 
ferner aus (w) und (£): 
V0) == 0 19 @) ds 


Demnach ist hier: 


(6) ds* = du? + cos? = dv. 
Dieses ds? gehért zur Kugel vom Radius R; also: Alle Flichen 
mit positivem constantem Kriimmungsmass zi sind auf die 


Kugel vom Radius Rf und also auch auf einander abwickelbar. 


3. Ist K <0, so setzen wir 
1 


Dann giebt Gleichung (y): 
VG = g(v) cosh = + (v) sinh R? 
und infolge von (a) und () ist: 
p(v) =1, ¥(v) = (). 


Also: Das Quadrat des Linienelements jeder pseudospharischen 
Flache vom Radius # kann auf die Form: 


(7) ds? = du® + cosh? z dv? 


gebracht werden. 
Daraus folgt, dass alle diese Flachen auf einander abwickelbar sind. 


§ 97. Abwickelbarkeit eines Stiickes einer Flache von constantem 
Kriimmungsmass auf ein beliebiges anderes Stick derselben Fliche. 


Die soeben gewonnenen Ergebnisse kénnen nicht allein auf zwei 
verschiedene Flichen mit demselben constanten Kriimmungsmass, son- 
dern auch auf zwei Stiicke ein und derselben Flache mit constantem 
Kriimmungsmass angewandt werden. Wir erhalten alsdann den wich- 
tigen Satz: 

Jedes Stiick einer Fliche von constantem Kriimmungs- 
mass ist auf irgend ein anderes Sttick derselben Flache ab- 
wickelbar, in der Weise, dass zwei beliebige Punkte A, B 
des ersten Stticks mit zwei beliebigen Punkten A’, B’ des 
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zweiten zur Deckung gebracht werden kénnen, wofern nur 
die geoditische Entfernung zwischen A’ und B’ gleich der- 
jenigen zwischen A und B ist. 

Fiir die Flichen von verschwindendem oder positivem constantem 
Kriimmungsmass ist der Satz ohne weiteres klar, da ja die Ebene und 
die Kugel, worauf dieselben beziiglich abwickelbar sind, die genannte 
Higenschaft besitzen. Um ihn auch fiir die pseudosphirischen Flachen 
in aller Strenge zu beweisen, wihlen wir das eine Mal als die geoda- 
tische Linie Z des vorigen Paragraphen die Curve AB und erhalten: 


ds? = du? + cosh? 5 de’, 


wo der Bogen v der Curve AB von A ab gerechnet werden soll, so- 
dass A die Parameter wu =O, v =O hat. Indem wir hinsichtlich der 
zweiten geoditischen Linie A’ Bb’ ebenso verfahren, erhalten wir: 


ds'* = dw” + cosh? = av. 


Wird nun einfach 


gesetzt, so ergiebt sich: 

ds” == ds?, 
und dem Punkte A oder (0,0) entspricht der Punkt A’ oder (0, 0), 
dem Punkte B oder (0,7) der Punkt B’ oder (0,1), wenn / die iiber- 
einstimmende Linge der Bogen AB und A’B’ ist. Demnach ist die 
Flache so auf sich selbst abwickelbar, dass A mit A’ und B mit B’ 
zur Deckung kommt, wie behauptet wurde. 

Dieser Satz besagt, dass jede auf einer Fliche von constantem 
Krtimmungsmass gezeichnete Figur vermége blosser Verbiegung auf 
ein beliebiges anderes Stiick der Flache verlegt werden kann, ohne 
dass die Winkel und die Linien- und Flichengréssen eine Aenderung 
erleiden. 

Fir die Geometrie der Flachen von constantem Kriimmungsmass 
gilt also im allgemeinen ebenso wie fiir die Ebene und die Kugel das 
Prinzip der Deckung der Figuren. Es ist dieses die Grundlage 
der Analogien, die zwischen der Geometrie der drei Flichengattungen 
bestehen, wie wir im folgenden sehen werden. Ferner ist es auch nach 
dem Gaussischen Satze klar, dass fiir keine andere Fliche dasselbe 
Prinzip gelten kann. 

Aus unseren Ausfiihrungen folgt, dass zwei Flichen 3S ,S” mit 
demselben constanten Kriimmungsmass auf dreifach unendlich viele 
Weisen auf einander abwickelbar sind. Sind die beiden Flichen ge- 
geben, so miisste man, um eine dieser Arten der Abwickelbarkeit 
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m finden, die Differentialgleichung der geoditischen Linien 
integrieren. Ist das Kriimmungsmass gleich Null, so wird die Auf- 
gabe mittels Quadraturen gelést (§ 87, 8S. 171); in den anderen Fallen 
lasst sie sich, wie in einem anderen Kapitel gezeigt werden wird*), 
auf die Integration einer Differentialgleichung erster Ord- 
nung vom Riccati’schen Typus zuritickfiihren. 


§ 98. Das Linienelement der pseudosphirischen Flachen. 


Wir kehren nun zu dem Ausdruck (7), 8. 187, fiir das Quadrat 
des Linienelements zuriick, der zu jeder pseudosphirischen Flache vom 
Radius f gehort. Zusammen mit diesem Ausdruck, der als ein solcher 
von hyperbolischem Typus bezeichnet wird, ist es hier zweck- 
missig, noch zwei andere ebenso wichtige Ausdriicke fiir das Quadrat 
des Linienelements zu betrachten, die als solehe von elliptischem be- 
ztiglich parabolischem Typus bezeichnet werden. 

Wir betrachten einen (gewohnlichen) Punkt P einer pseudospha- 
rischen Flache und wahlen als Parameterlinien die von P ausgehenden 
geoditischen Linien v und ihre orthogonalen Trajectorien u, als Para- 
meter v den Winkel, den eine verinderliche geodiitische Linie des 
Biischels mit einer festen bildet, und als Parameter w den von P aus 
gerechneten Bogen der geoditischen Linien. Das Quadrat des Linien- 
elements erhalt dann die Gestalt: 


ds? = du? + Gdv’, 
und es ist (§ 82, S. 161): 


; ave) _ 
(VG), -0= 9 (2) i 
Nun ist, wie wir in § 96 gesehen haben, 
VG = g(v) cosh a + y(v) sinh 5 ? 
und die voraufgehenden Bedingungen geben: 
9) = 0, 09) = BR. 


Demnach ist: 
ds? = du? + R? sinh? 5 de’. 


Dieses ist ebenfalls ein Ausdruck fiir das Quadrat des Linienelements, der 
yu jeder pseudosphirischen Fliche vom Radius & gehért, und wird 
als ein solcher von elliptischem Typus bezeichnet. 


*) §. Kap. XVI, § 243. 
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Endlich wiihlen wir als Curve LZ in § 96 statt einer geoditischen 
‘ is 1 
Linie eine Linie mit der constanten geodatischen Krimmung 7 - 
Hine solche Curve auf einer pseudosphirischen Flache heisst Grenz- 
kreis*). Wir haben dann ebenfalls: 
ds? = du? + Gdv?, VG = y(v) cosh _ + (v) sinh a 
Da im jetzigen Falle 
g(v) sinh z + w(v) cosh _ 1 


ENS = | Gece Vos ; oe 


U NEw 
g(v) cosh R + w(v) sinh R 


sein muss, so ergiebt sich: 
2u 
R 
ds* = du? + e” dv’. 
Diesen dritten Ausdruck bezeichnen wir als einen solchen von para- 
bolischem Typus. 
Fassen wir also unsere Ergebnisse zusammen, so haben wir auf 


den pseudosphiarischen Flichen vom Radius R die folgenden drei typi- 
schen Ausdriicke fiir das Quadrat des Linienelements gefunden: 


Demnach ist: 


2u 
A) Parabolischer Typus: ds? = du? + e* dv. 
B) Elliptischer Typus: ds? = du? + R? sinh? zi dv. 


C) Hyperbolischer Typus: ds? = du? + cosh? a dv. 


§ 99. Rotationsflachen constanter Kriimmung. 


Wir wollen nun die gestaltlich einfachsten pseudosphirischen Flachen, 
solche namlich, die zugleich Rotationsflichen sind, untersuchen. 

Thr ds” hat, auf die Meridiane und Parallelkreise bezogen, die Form: 

uw U2 
ds? = du? + (G ed O"e x) dv’. 

Wir unterscheiden drei Fille, je nachdem von den beiden Constanten 
C, C’ eine gleich Null ist oder beide verschiedene oder beide dasselbe 
Vorzeichen haben. Ersetzen wir den Parameter v durch cv, (¢ = Const.), 
so erhalten wir die drei Ausdriicke von den beziiglichen Typen A), B), C): 


*) Es ist leicht einzusehen, dass es auf jeder pseudosphiirischen Fliche dop- 
pelt unendlich viele Grenzkreise giebt. Eine ausftihrlichere Untersuchung dieser 
Verhiiltnisse wird jedoch erst in Kapitel XVI angestellt werden. - 
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2u 
I) ds? = du? + e* dou,?, 
IL) ds? = du? + 2? sinh? “ Ray’, 


U 


TIT) ds? = du? + 4? cosh? = Rp WY," (A = Const.), 


die wir drei Rotationsflichen zuordnen, auf denen w der Meridianbogen 
und v, die Linge ist. Bezeichnen wir mit r den Radius des Parallel- 
kreises und wihlen wir die z-Achse als Drehaxe, so haben wir in den 
drei Fiillen fiir die Meridiancurve beziiglich: 


I) r= e® oli\ouse ak du, 
Il) r =A sinh —- 2—fVi-s cosh? + du, 


Ill) r= A cosh z? c= i. sinh? _ du. 


Wir untersuchen nun die Gestalten der drei Meridiancurven. 
Im Falle I) kénnen wir die Integration mittels gewdhnlicher Func- 
tionen ausfiihren. Wird 


R_ Resin Y 
gesetzt, so ist gm der Winkel zwischen der Tangente der Meridiancurve 
und der z-Axe, und die Gleichungen: 


r= sing, 2—R{ Pdp—R (log tg ® + cos g) 


sin » 


geben uns die Coordinaten eines Punktes der Curve als Functionen 
des Parameters 9. 

Die durch diese Gleichungen bestimmte Curve, welche die-z-Axe 
zar Asymptote hat und die Higenschaft besitzt, dass das zwischen dem 
Bertihrungspunkt und der Asymptote gelegene Stiick ihrer Tangente 
constant, gleich R, ist, wird als Tractrix bezeichnet. Die eben ge- 
nannte Higenschaft kann direct aus der Gleichung der Curve, sowie 
auch aus der Thatsache gefolgert werden, dass die geoditische Kriim- 
mung der meats auf der zugehérigen Rotationsflache con- 


stant, gleich —_ ist (vgl. § 80, 8. 158). Diese Flache heisst Pseudo- 
sphire (siehe Fig. 1) und hat unter allen pseudosphirischen F'lachen 
die einfachste Gestalt*). 


*) Die drei folgenden Figuren sind dem Verzeichnis der von L, Brill in 
Darmstadt hergestellten Modelle entnommen. 
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Fall Il): Elliptischer-Typus. Um eine reelle Fliche zu erhalten, 


muss man 


a 
in 
annehmen. Wird dementsprechend 4 = FR sine ge- 
: 1 
setzt, so darf cosh? = héchstens gleich —,— wer- 


den. Demnach liegen die Radien r der Parallelkreise 


zwischen 
y=0O und r= Reosa. 


= : eel: : : 
Ist r = 0, so ist — = sina. Daher schneiden alle 
Fig. 1. Pseudosphire. du 


Meridiane die Rotationsaxe im Punkte w=O unter dem 

Winkel «. Dieser Punkt ist ein Knotenpunkt (conischer Punkt) der Flache. 

Die Coordinaten eines Punktes der Meridiancurve lassen sich durch 

elliptische Functionen eines Parameters + mit dem Modul k = cosa 
ausdriicken. Wir setzen namlich: 


sinh R as S en(t, k) 


und erhalten: 
© 


y== Rhent, 2= Ri | sted = R|z ™— (2) |) 
0 

0’ (ct) 

(z) 
die Jacobi’sche Function und J, K die bekannten Constanten aus der 
Theorie der elliptischen Functionen sind. Der Curvenzug von t = 0 
bis t = 2K ist in der Figur 2 abgebildet; 
jedesmal wenn +t um 4K wiichst, kehrt 
derselbe Curvenzug periodisch wieder. Die 
zugehorige Rotationsfliche besteht aus un- 
endlich vielen congruenten, durch Verschie- 
bung lings der Axe aus einander hervor- 
gehenden Teilen. Die gréssten Parallelkreise 
vom Radius r= Reos« sind Riickkehr- 
curven der Fliche, da die Punkte t = 2mK 
(m ganz) Riickkehrpunkte der Meridian- 
VSS curve sind. 
Rise Fall II): Hyperbolischer Typus. 


Pseudosphirische Rotationsfliche 1 rye 
Tn cee ae In diesem Falle haben wir: 


Z(t) = 


ar At 
: sinh .. 


U 
r= A cosh >» aan: R 
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Der grésste Wert, den w auf dem reellen Zuge der Curve annimmt, 
bestimmt sich aus der Gleichung: 
sey OD we 
sinh [erty 


und die Radien der Parallelkreise liegen zwischen dem kleinsten Werte 


4 und dem grissten Werte VY R? + 22. 
Setzen wir hier: 


R 
VRE ie 
so kénnen wir die Coordinaten eines beweglichen 
Punktes der Curve durch elliptische Functionen des 
Parameters t ausdriicken mittels der Gleichungen: 


r= dur, e=F(Zr—Z)- 


Die Gestalt der Curve von r=0 bis tr=2K ist Fig. 3. 
in Fig. 3 abgebildet. Wachst t um 2K, so kehrt der- "hotatigneftiche 


: . ‘ : re h bolisch 
selbe Curvenzug periodisch wieder. Die gréssten Paral- °°" "Whine 
lelkreise, die den Werten t= 2mK (m ganz) ent- 
sprechen, sind Riickkehreurven der Fliche, und die kleinsten, die den 


Werten t= (2m + 1)K entsprechen, sind geoditische Linien. 


? 


k, cosh Mio ks EG 
k Nee 


§ 100. Abwickelung einer Fliche constanter Kriimmung auf eine 
Rotationsflache. 


Die soeben betrachteten drei Arten pseudosphirischer Rotations- 
flachen sind von einander verschieden, und es ist nicht mdglich, eine 
von ihnen auf eine solche von anderer Art so abzuwickeln, dass sich 
die beiderseitigen Parallelkreise decken. Um sich hiervon zu iiber- 
zeugen, braucht man nur zu beachten, dass beim parabolischen Typus 
die Parallelkreise Curven mit der constanten geodatischen Kriimmung 


- sind, wihrend diese geodiitische Kriimmung beim elliptischen 'Typus 


re, beim hyperbolischen dagegen ee ist. Nach dem allgemeinen 


Satze (§ 96) jedoch ist jede pseudosphirische Flache vom Radius R 
auf jede der Flachen I), IL), IIL) abwickelbar. Wir wollen diese Art 
der Verbiegung jeder pseudosphirischen Fliiche in eine pseudosphiri- 
sche Rotationsflache niher untersuchen und bemerken dazu folgendes: 

a) Auf einer pseudosphiirischen Fliche S ziehe man einen Grenz- 
kreis und betrachte die zu demselben orthogonalen geoditischen Linien. 
Durch Biegung kann der Flaiche die Gestalt einer Pseudosphiare erteilt 
13 


Bianchi, Differentialgeometrie. 
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werden, fiir welche die soeben gezogenen geodiitischen Linien die Meri- 
diane Seatees (vel 8.190). 

b) Auf der pseudosphirischen Fliche S nehmen wir einen Pani ua 
an und betrachten die von P ausgehenden geoditischen Linien, sowie 
die zu ihnen orthogonalen geoditischen Kreise. Wahlen wir He Para- 
meter w, v ebenso wie in § 98, 8. 189, so haben wir: 


ds,?7 = du? + R? sinh? z dv’. 


Durch Vergleichung mit dem Quadrat des Linienelements der Rota- 
tionsfliche vom elliptischen Typus (8. 191): 


ds,? = du, + a sinh? 3 de,’ 


erhalten wir als Gleichungen fiir die Abwickelung der beiden Flachen 
auf eimander: 


Uy, =U, Oy =a, 


Daraus ergiebt sich, dass, wenn die Liinge v, auf der Rotationsflache 
IT) einen vollen Umgang von 0 bis 22 macht, der Winkel v das Inter- 
vall von v =O bis v= 2m sine durchliuft, das Weiner als 22 ist. 
Es geniigt also schon ein Stiick von S um P, um einen Mantel der 
Fliiche IL) vollstiindig zu bedecken. Ferner giebt es auf der Flache 
Il) kein Gebiet, das dem Teile von S jenseits des geoditischen Kreises 
vom Radius 


1 
wu = sect cosh ae ) 
sin & 


entspricht; derjenige Teil von S um P, der in die Gestalt eines Man- 
tels der Fliche IZ) gebracht werden kann, wird also von einem geo- 
ditischen Sector begrenzt. 

c) Im Falle der Fliche HI) vom hyperbolischen Typus ist der 
kleinste Parallelkreis eme geoditische Linie, und wir kénnen daher 
eine beliebige pseudosphirische Fiche S auf die Fliche II) so ab- 
wickeln, dass sich eine willktirliche geodiitische Linie g auf S mit dem 
kleisten Parallelkreis deckt. Derjenige Teil von S, der sich auf einen 
Mantel der Flache II) wirklich abwickelt, ist ein Streifen, der von 
zwei zur Curve g geoditisch parallelen und von ihr iiberall gleich weit 
entfernten Curven begrenzt wird, die nach der Verbiegung die griss- 
ten Parallelkreise (Riickkehrceurven) des Mantels geworden sind. An den 
Enden der geoditischen Linie g wird der Streifen von zwei zu g ortho- 
gonalen geoditischen Linien begrenzt, die sich nach der Verbiegung 
zu einem einzigen Meridian des Mantels zusammenschliessen. Die Linge 
und die Breite des Streifens hingen nur von dem Radius ab, den man 
fiir den kleinsten Parallelkreis wihlen will. 
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§ 101. Flachen, die eine stetige Verbiegung in sich zulassen. 


Die fundamentale Higenschaft der Flichen von constantem Kriim- 
mungsmass, die wir in § 97 nachgewiesen haben, lisst sich folgender- 
massen aussprechen: 

Das Linienelement jeder Flache von constantem Kriim- 
mungsmass laisst oo? Transformationen in sich zu. 

Wir fragen nun, ob es noch andere Flichen giebt, die stetige Ver- 
biegungen in sich zulassen. Wenn es solcher Verbiegungen doppelt 
unendlich viele gibe, so kénnte durch geeignete Verfiigung tiber die 
beiden Transformationsparameter jeder Punkt der Flache in jeden be- 
liebigen anderen Punkt (eines passenden Gebiets) verlegt werden; nach 
dem Gaussischen Satze besiisse die Fliche ein constantes Kriimmungs- 
mass, und die vorausgesetzten Verbiegungen wiren also in dreifach, 
nicht allein doppelt unendlicher Zahl vorhanden. 

Ferner ist klar, dass jede auf eine Rotationsfliche abwickelbare 
Flache wenigstens eine stetige Verbiegung in sich zuliisst, entsprechend 
der Drehung der Fiche, auf die sie abwickelbar ist, um die Axe. 

Hs ist nun von Wichtigkeit, dass auch der umgekehrte Satz 
besteht: 

Jede Fliche S, die eine stetige Verbiegung in sich zu- 
lasst, ist auf eine Rotationsflache abwickelbar. 

Besitzt die Fliche S constantes Kriimmungsmass, so ist der Satz 
bereits durch die Untersuchungen in den vorigen Paragraphen bewiesen. 
Im gegenteiligen Falle miissen sich wihrend der angenommenen stetigen 
Verbiegung die Curven JL, lings deren das Kriimmungsmass A’ ein 
und denselben Wert hat, nach dem Gaussischen Satze in sich selbst 
verschieben. Und da nun diese Biegung von einem sich stetig andern- 
den Parameter abhingt, so kann jeder Punkt emer Curve Z in jeden 
beliebigen anderen Punkt derselben Curve verlegt werden; daraus folgt, 
dass die Curven L constante geodiitische Kriimmung besitzen. Ferner 
verschieben sich die zu einer Curve LZ geodiitisch parallelen Curven wih- 
rend der Verbiegung offenbar ebenfalls in sich selbst. Aus diesen 
Ueberlegungen ergiebt sich der obige Satz ohne Schwierigkeit, denn 
in der That lisst sich beweisen: 

Wenn eine Fliche S ein System von Curven L besitzt, 
die geoditisch parallel sind und von denen jede constante 
geodatische Kriimmung hat, so ist sie auf eine Rotationsflache 
abwickelbar, deren Parallelkreise die Biegungscurven der 


Curven ZL sind. 
13;* 
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Man wihle nimlich als Coordinatensystem das von den Curven L 
(w = Const.) und von den dazu orthogonalen geoditischen Linien 
(v-=Const.) gebildete. Dann nimmt das Quadrat des Linienelements 


die Form: 


ds? = du? + Gdv? 
an. Nun ist nach Voraussetzung (vel. 8. 148): 


Polos VG 
re een ou ae p(X), 
also: ; 
VG =a. 


wo U eine Function von w allein und V eine Function von v allein 


ist. Wird dann 
is Vdv =», 


gesetzt, so ergiebt sich sofort das Quadrat des Linienelements einer 
Rotationsfliche (vgl. § 42): 
ds? = du? + U*dv,?. 


§ 102. Auf einander abwickelbare Rotationsflachen. 


Wir wollen nun einige einfache Beispiele von auf einander ab- 
wickelbaren Flaichen betrachten und zunichst untersuchen, ob zwei 
Rotationsflichen S, S, auf einander abgewickelt werden kénnen. 

Aus dem Gaussischen Satze folgt vorerst, dass sich die Parallel- 
kreise von S mit denjenigen von S, und dass sich also auch die beider- 
seitigen Meridiane decken miissen. Ausgenommen sind natiirlich die 
Flichen von constantem Kriimmungsmass, aber die nachfolgenden Unter- 
suchungen gelten auch fiir diese Flachen, wenn noch die Bedingung 
hinzugefiigt wird, dass sich die Parallelkreise der einen Flaiche mit 
denjenigen der anderen decken sollen. 

Wenn das Quadrat des Linienelements von S durch 

ds* = du? + r*dv? 
und dasjenige von S, durch 
ds,? = du? + r,7dv,? 


gegeben ist, so kénnen wir ohne weiteres u,—=w setzen, indem wir 
die Meridianbogen von zwei entsprechenden Parallelkreisen ab rechnen. 
Um die beiden Linienelemente in einander zu transformieren, muss 
man v0, = 0,(v) setzen und diese Function durch die Bedingung: 


7, (w) at = r(u) 
bestimmen. 
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Hieraus ergiebt sich: 


r—=kr, 0, = 7. (i willkiirlich constant). 


Wenn also r= (uw) die Gleichung der Meridiancurve von S ist, so 
sind die Coordinaten eines Punktes der Meridiancurve von S, gegeben 
durch: 


r=kg(u), 2 =/yi- kp’? (u) dw. 


Daraus folgt: Jede Rotationsflaiche kann auf cot Weisen so 
verbogen werden, dass sie eine Rotationsfliche bleibt. 

Wir untersuchen nun des niheren, in welcher Weise sich die 
Flache S, auf S abwickelt. Setzen wir k<1 voraus, so zeigt die 
Gleichung: 

v= ky,, 

dass, wenn die Lange v, auf S, einen ganzen Umgang vollendet hat, 
wobei sie gleich 22 wird, die Lange v gleich 2ka << 2a wird. Wenn 
also die Flache S, auf die Flache S abgewickelt wird, so wird letztere 
nicht ganz bedeckt, sondern es bleibt ein Stiick (Zweieck) frei, das 
zwischen zwei Meridianen liegt, deren Ebenen einen Winkel von der 
Amplitude 27(1 —k) bilden. Um S;, auf S auszubreiten, muss man 
also S, langs eines Meridianes aufschneiden, 6ffnen und dann so 
verbiegen, dass die Schnittrinder zwei bestimmte Meridiane auf S 
werden. Beachtet man, dass die geoditische Kriimmung der Parallel- 
kreise und die Totalkriimmung der Fliche bei der Verbiegung unge- 
andert bleiben, so sieht man sofort, dass in zwei einander ent- 
sprechenden Punkten die Kriimmung der Meridiancurve von S grésser 
als diejenige der Meridiancurve von S, ist. 

Der Fall & > 1 lasst sich offenbar auf den vorigen zuriickfiihren, 
wenn wir umgekehrt S in S, verbiegen, was ja darauf hinauskommt, 


dass & durch + ersetzt wird. MHierbei ist aus S ein Zweieck heraus- 


zanehmen und darauf die Stetigkeit der Flache in der Weise wieder- 
herzustellen, dass man die beiden Grenzmeridiane des herausgenomme- 
nenen Zweiecks durch Verbiegung zu einem einzigen vereinigt. — 
Ferner ist zu bemerken, dass jedem Punkte der Meridiancurve von 
S ein reeller Punkt der Meridiancurve von S, entspricht, so lange 


joel <1 ist, was wegen der obigen Gleichungen immer der Fall ist, 


du 
wenn k<1 ist. Ist jedoch k>1, so schliessen die Parallelkreise, 
denen der Wert 3 fiir ce entspricht, auf S eine Zone ein, welche der 


thatsachlich auf S, abwickelbare Teil von S ist. Nach der Verbiegung 
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werden die Grenzparallelkreise dieser Zone Riickkehrparallelkreise fiir 
S,, d. h. solche, auf denen die Meridiane Riickkehrpunkte haben. 


§ 103. Beispiel: Rotationsflachen constanter Krimmung. 


Als Beispiel betrachten wir die Verbiegungen der Rotationsflachen 
von constantem Kriimmungsmass. 
a) Fiir die Kugel vom Radius Kins kann 


rY = COSU 


gesetzt werden. Hs sind dann die Coordinaten lings der verbogenen 
Meridiane durch die Gleichungen: 


r=hcosu, 2 =/yl — kh? sin? wu du 
gegeben. 
Wir kénnen dieselben durch elliptische Functionen eines Para- 
meters + ausdriicken. Zu diesem Zwecke setzen wir, wenn k <1 ist 
cos wu == en(t, k) und erhalten: 


f=—heur, 2= (i = t+ Z(t). 
Ist k >1, so fiihren wir ee statt k ein und erhalten, indem wir 


k 


cosu = dn (rt, k) 
setzen: 
dn t 


—— z= (k Siac ~ Z(t). 

Im Falle k<1 ergiebt sich eine spindelf6rmige Fliche, deren Meridiane 
die Axe in einem (konischen) Punkte unter dem Winkel « = are sink 
treffen. Im Falle k>1 liegt eme Zone vor, die von zwei kleinsten 
Rickkehrparallelkreisen begrenzt ist. Die drei nachstehenden Figuren 
4, 5, 6 stellen die den drei Fallen entsprechenden Flichen dar. Auf der 
mittleren, der Kugel, ist die Zone angegeben, die sich auf die ganze 
Fliche in Fig. 6 abwickelt. 

b) Die Pseudosphire besitzt die merkwiirdige Higenschaft, dass 
alle ihre Rotationsbiegungsflachen mit ihr identisch sind, was sich 
daraus ergiebt, dass die geoditische Kriimmung der Parallelkreise con- 


stant gleich i ist. Im Falle des Hinschrumpfens der Parallelkreise 


(k <1) wird der grésste (Riickkehr-)Parallelkreis ein kleinerer Parallel- 
kreis, und es bleibt demnach die zwischen diesem und dem grdssten 
Parallelkreise gelegene Zone unbedeckt. Bei der umgekehrten Verbie- 
gung wird ein kleinerer Parallelkreis zum Rtickkehrparallelkreis; um 
jedoch diese Verbiegung zu bewerkstelligen, muss man zuerst die Zone 
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zwischen diesem und dem wirklichen Riickkehrparallelkreis aus der 
Pseudosphire herausschneiden. 


Fig. 4. Fig. 5. 


Fig. 6. 


Die Verbiegung von pseudosphirischen Rotationsflachen der anderen 
beiden Arten fiihrt auf Flichen von demselben Typus. Dabei andert 
sich im Falle der Flichen vom elliptischen Typus der Offnungswinkel 
an der Spitze (am konischen Punkt), bei denjenigen vom hyperboli- 
schen Typus der Radius des kleinsten Parallelkreises. 


§ 104. Theorem von Bour tiber Schraubenflachen. 


Das Ergebnis in § 101 gestattet eine unmittelbare Anwendung 
auf eine wichtige Klasse von Flichen, die als Schraubenflichen 
bezeichnet werden. Dieselben werden von einer ebenen oder doppelt 
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gekriimmten Curve erzeugt, der eine doppelte Bewegung erteilt wird, 
eine drehende um die Axe und eine fortschreitende parallel zur Axe, 
deren Geschwindigkeiten in einem constanten Verhiltnis zu einander 
stehen. Die verschiedenen Punkte der erzeugenden Curve beschreiben 
dabei simtlich Schraubenlinien, deren gemeinsame Axe die Axe der 
Schraubenfliche ist und die alle gleiche Ganghéhe haben. Wenn wir 
beachten, dass sich bei der Schraubung, vermége deren die Fiche 
erzeugt wird, die ganze Flaiche in sich selbst bewegt, so brauchen 
wir nur den Satz in § 101 anzuwenden und kommen dann zu dem 
eleganten, von Bour herriihrenden Ergebnis: 

Jede Schraubenflache ist auf eine Rotationsflache ab- 
wickelbar; die Schraubenlinien decken sich dabei mit den 
Parallelkreisen der Rotationsflache. 

Da sich jede Schraubenlinie unendlich oft auf den entsprechenden 
Parallelkreis aufwickelt, so ist es klar, dass die Rotationsflache von der 
Schraubenflache unendlich oft tiberdeckt wird. 

Von diesem Satze wollen wir nun einen directen Beweis geben, 
um auch die wirklichen Abwickelungsgleichungen zu erhalten. Hierzu 
bemerken wir, dass, wenn durch die Axe eine Ebene gelegt wird, auf 
der Schraubenflache eine Schnittcurve (Meridianprofil) entsteht, 
welche die Schraubenflache erzeugt, wenn ihr eben die Schraubung um 
die Axe erteilt wird, durch welche die Fliche erzeugt wurde. LHine 
Schraubenflache ist also bestimmt, wenn ihr Meridianprofil und der 
Parameter der Schraubung gegeben sind. 

Als z-Axe werde die Axe der Schraubenfliche gewahlt, mit @ der 
Abstand eines Punktes des Meridianprofils von der Axe bezeichnet, 
und es sel 

4 = gg) 

die Gleichung des Meridianprofils. Wir bezeichnen ferner mit v den 
Winkel, um den sich nach einer beliebigen Zeit die Ebene des Meri- 
dianprofils gedreht hat, und mit m das Verhiiltnis der Geschwindigkeit 
der fortschreitenden Bewegung zur Rotationsgeschwindigkeit. Die Coor- 
dinaten a, y, 2 eines beweglichen Punktes der Schraubenfliche sind 
dann als Functionen von @ und v dureh die Gleichungen: 

&=ocosv, y=esinv, 2—g(e)+ mv 
gegeben, aus denen 

ds’ = [1 + p(9)| dg? + 2m’ (e)dg dv + (9? + m?) de® 

folgt. 


Wir fiihren nun statt der Parameterlinien v andere Linien V, ein, 
indem wir 
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v= kv, — mf mode 


setzen, wobei /& eine willkiirliche Constante ist. Dann ergiebt sich: 


[14 SHO) age 4 B(Q! + midvy’ 
Vergleichen wir dieses Quadrat des Linienelements mit 
ds,? = [1 + p?(r)] dr? + 1 dv,?, 
d. h. mit demjenigen einer Rotationsfliche, deren Meridiancurve durch 


die Gleichung: 


2=y(r) 
gegeben ist, so kénnen wir beide einander gleich machen, wenn wir 
zwischen 7, ~(r), 0, p(o) folgende Beziehungen aufstellen: 


| r= Be? +m), 
8 r Zz PEE | 
a+ oe] (a1 4 et. 


Diese Gleichungen beweisen wieder den Bour’schen Satz. Ferner sieht 
man, dass, wenn eine Schraubenfliiche oder eine Rotationsfliche will- 
kiirlich gewahlt wird, die Rotationsflichen bez. die Schraubenflichen, auf 
die sie abwickelbar ist, durch Quadraturen gefunden werden kénnen. Im 
ersten Falle ergiebt sich niimlich ~’(7) durch Elimination von 9, im 
zweiten g’(o) durch Elimination von +. 


§ 105. Beispiele zur Abwickelung von Schraubenflichen auf 
Rotationsflachen. 


Wir wenden nun die Gleichungen (8) auf zwei einfache Beispiele an. 

1) Das Meridianprofil sei eine zur Axe senkrechte Gerade; die 
erzeugte Schraubenflache ist die bereits in § 19, 8. 32, betrachtete 
Minimal-Schraubenregelfliche. Wir haben in den Gleichungen (8) 
in diesem Falle p’(o) = 0, also: 


2 


x? 


Loree” (r) A (52) 7 k2(r? — m?k*) 
Wenn die willkiirliche Constante / gleich Eins gesetzt wird, so folgt: 


dr 
OVI Pirecrare 
und durch Ausfiihrung der Integration: 


z 
yr == m cosh — - 
m 


Die Meridiancurve der Rotationsflache ist demnach eine gewohnliche 
Kettenlinie, deren Leitlinie die Drehaxe ist. 
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Die zugehérige Rotationsfliche wird Catenoid genannt Die Kr- 
zeugenden der Schraubenfliche decken sich bei der Abwickelung mit 
den Meridianen, und die Axe @ = 0 wird der Kehlkreis r= m des 
Catenoids. 

2) Das Meridianprofil sei eine um den Winkel « zur Axe geneigte 
Gerade; ihre Gleichung ist dann: 


2= 0 cotga. 
Wenn also in (8) 
” (eo) = cotg o 


gesetzt wird, so ergiebt sich: 


; 2 __ p22 te? « 2 
1+v%®=|14+¢ wee lee cea: 


te 


Setzen wir die willktirliche Constante k gleich cotg@, so erhalten wir: 


p'(r) ar 


*__ m? cote? a 


r tg oa 


Die Gleichung der Meridiancurve der Rotationsflache ist also: 


g= tga Vr? — m? cote? a 
oder: 
yr? 


m? cote? c m? 


Die Rotationsflache ist daher ein einschaliges Rotationshyper- 
boloid. Man sieht leicht, dass sich bei der Abwickelung die Axe 
o = 0 der Schraubenfliche mit dem Kehlkreis des Hyperboloids und 
die Hrzeugenden der Schraubenfliiche mit der einen Schar der Er- 
zeugenden des Hyperboloids decken. 


§ 106. Das allgemeine Problem der Verbiegung von Flichen. 


Wir gehen nun zu der Behandlung einer zweiten und wichtigeren 
Aufgabe aus der Lehre von der Abwickelbarkeit der Flichen auf ein- 
ander tiber, die folgendermassen lautet: Alle Fliichen zu finden, 
die auf eine gegebene Flache abwickelbar sind, oder: Alle 
Flachen mit gegebenem Linienelement zu finden. 

Diese schwierige Aufgabe kann vollstiindig nur in wenigen beson- 
deren Fallen gelést werden, die in spiteren Abschnitten dieses Buches 
behandelt werden sollen. Doch gestatten es die allgemeinen Siitze 
iiber partielle Differentialgleichungen, sehr wichtige allgemeine Siitze 
beztighch der gestellten Aufgabe abzuleiten. Und mit diesen eben 
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wollen wir uns beschiftigen, soweit dieses die Grenzen der Kiirze, die 
wir uns gesteckt haben, zulassen*). 

Der erste Weg, die vorliegende Aufgabe in Angriff zu nehmen, 
ergiebt sich naturgemass aus den Grundgleichungen der Flachentheorie 
(Kap. IV). Wenn die erste Grundform: 

Edw + 2F dudv + Gdv? 
gegeben ist, so gehért zu jeder Fliche mit diesem Quadrat des Linien- 
elements eine zweite Grundform: 
Dduw? + 2D dudv + D’ dvr’, 

und die Functionen D, D’, D” miissen den Gleichungen (III), (IV), 
§ 48, S. 91, dh. der Gaussischen und den beiden Codazzi’schen 
Gleichungen, geniigen. Umgekehrt, wenn D, D’, D” drei Functionen 
von wv und v sind, die den drei genannten Gleichungen genitigen, so 
giebt es eine zugehdrige Fliche mit dem gegebenen Linienelement, 
und die wirkliche Bestimmung der Fliche hiingt in letzter Linie von 
der Integration einer Riccati’schen Gleichung ab (§ 50, Kap. IV). 

Wiirden wir also z. B. das Linienelement einer Rotationsfliche 

nehmen, also | 

ds? = du? + r* dv* 
setzen, wo r nur von wv abhingt, so kénnten wir den genannten Grund- 
gleichungen geniigen, wenn wir fiir D, D’, D” Functionen von w allein 
wihlen wiirden. Die auf die Rotationsflichen abwickelbaren Flachen, 
die wir auf diese Weise finden wiirden, sind gerade die Schrauben- 


flichen (§ 104) **). 


§ 107. Partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung, von der die 
Verbiegung einer gegebenen Flache abhangt. 


Weit wichtiger als die obige Methode ist diejenige, zu deren Ent- 
wicklung wir nun iibergehen, indem wir uns dabei auf die Ergebnisse 
in § 60, Kap. IV, vor allem auf die Gleichung (B), 8. 116, stiitzen. 

Fiir jede Flache: 

2—2(,0), y=ylu,v), #=2(u, 0) 
mit gegebenem Quadrat des Linienelements: 


*) Vollstiindig durchgefiihrt findet der Leser die Aufgabe im 8. Bande der 


Lecons von Darboux, 8. 263 ff. 
**) Zum Beweise braucht man nur zu beachten, dass in diesem Falle sowohl 


die erste als auch die zweite Grundform die stetige Transformation in sich: 
u’—=u, v'=v + Const. 

zulassen. Da also die Fliche eine stetige Bewegung in sich gestattet, ist sie eine 

Schraubenfliche, ~ 
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(3) da? + dy? + de® = Edw + 2Fdudv + Gdv’ 
besagt die so eben erwahnte Gleichung, dass jede der drei unbekannten 
Functionen a, y, 2 der partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung: 
(10) Bont == (ea 
geniigt, deren Coefficienten allein aus H, F, G und deren ersten und 
zweiten Differentialquotienten gebildet sind*). 

Nun ist es wichtig, mit Darboux zu bemerken, dass die Glei- 
chung (10) folgende Bedeutung hat: 

Ist x(u, v) eine Lésung der Gleichung (10), so hat die qua- 
dratische Form: 


— de? + Edw? + 2Fdudv + Gdv? = 
0x\? 2 Ox Ox Ox\? 2 
—[B— (5) aw + 2[e — Fe auae + [4 — (=) Jae 
die Krimmung Null. 
Um dieses auf die einfachste Art zu beweisen, werde 
Q= 4, == 0 


gesetzt, was offenbar wegen der Invarianteneigenschaft unserer Glei- 
chung erlaubt ist. Die Gleichung (10) lautet dann: 


fea fae) faa 

Val el a) il ae Gene 
Wenn hierin fiir die Christoffel’schen Symbole die wirklichen Werte 
aus § 35: 


Ae 1 0E fe 1.08). (22) 1 6G 
ioe Coe oa © et ou 


eingesetzt werden, so ergiebt sich: 


OL 0G OB\2 een 
Ou Ou + (5) 4EPG(E— 1)K=—0. 


Nun ist in orthogonalen Parametern wu, v (§ 35, 8. 68, Formel (18)): 
ae On eG eee dE eG , (aE\? 
(11) 4b°@?*K=—E E Ov ae (5c) | +G@ be ou 4 (=) | 
CB o?G 
EG Ee 2 aca 


*) Unter Anwendung der Monge’schen Bezeichnungen p, q; 7, s,¢ fiir die 
ersten und zweiten Differentialquotienten der unbekannten Function (vgl. 8. 114) 
lautet die Gleichung: 


(r— {A }o— (a) (© PP} o— (AP }a)—(— {Pe [12 ta)— 
es K|EG — F?— (Eq?— 2Fpq+ Gp] 


und hat die Ampére’sche lineare Form beziiglich rt — 82, 1, s, t. 
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Die vorige Gleichung, mit G multipliciert, lautet dann: 
0HOG , (dB? dEOG , (0G 
@| Fa oe + (Ge) |+ Be —1 [3288 (a) |+ 


(py 1) (ee Sealy | 28G(E—1) [eo 4 Hi 


Ou? 


Werden die Glieder, die sich aufheben, weggelassen und wird noch 
durch F dividiert, so ergiebt sich die iquivalente Gleichung: 


s ; 
@—y |e + Gy] +44 

aOR 1G ee 4 e| = 0, 

die wiederum infolge von (11) besagt, dass die Form: 

(E — 1)du? + Gdv? 
die Kriimmung Null hat. 

Nach dieser Vorbemerkung nehmen wir an, es wiire uns eine 
Lésung x(u, v) der Gleichung (10) bekannt. Wir wollen dann sehen, 


ob es eine zugehdrige reelle Fliche mit dem gegebenen Linienelement 
giebt. Da dann die Differentialform: 

(12) Edw + 2Fdudv + Gdv? — dx? 

die Kriimmung Null besitzt, so ist es, damit es zwei andere reelle 
Functionen y(w, v), z(u, v) giebt, die der Gleichung (9) gentigen, not- 
wendig und hinreichend, dass die Form (12) eine definite, d. h. 


eye cela aloe te ea og 


[ae ie | 


oder 


ist. Wird diese Bedingung als erfiillt vorausgesetzt, so ergeben sich 
namlich y und ¢ mittels Quadraturen nach § 87, 5.170. Also: Jeder 
reellen Lésung x(u,v) der Gleichung (10), die ausserdem der Un- 
gleichheit A,w<1 geniigen muss, entspricht eine reelle Fliche 
mit dem gegebenen Linienelement. Ist diese Lésung bekannt, 
so ergiebt sich die zugehérige Fliche mittels Quadraturen. 


§ 108. Verbiegung einer Fliche mit einer starren Curve. 


Wir beschiftigen uns nun mit der folgenden Frage: Wenn eine 
Flache S gegeben und auf ihr eine Curve I’ gezogen ist, kann 
dann die Fliche verbogen werden, ohne dass die Curve I' 
verzerrt wird? 

Unter der Voraussetzung, dass dieses méglich ist, sei S, eine der 
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Gestalten, die S bei der Verbiegung annimmt, wobei I" starr bleibt. 
Wir kénnen dann die geanderte Gestalt S, als von der urspriinglichen 
S so wenig abweichend annehmen, dass die Normalen von S, und S ein- 
ander beliebig nahe sind. Beachtet man nun aber, dass I’ auf S, und 
S dieselbe geoditische Kriimmung hat, und erinnert man sich an die 
Beziechung, die zwischen der geoditischen und der absoluten Kritim- 
mung besteht (§ 75, S. 147), so kann man daraus sofort schliessen, 
dass lings I die Normalen von 8, und S zusammenfallen. 

Nun nehmen wir der Einfachheit halber auf S und 8S, ein ortho- 
gonales Coordinatensystem (w, v) an, und es sel 

v=0 

die Gleichung der Curve I. Durch Beifiigung des Index 1 unter- 
scheiden wir die auf S, beztiglichen Gréssen. Dann haben wir offenbar: 


=X, y= Y, 24-5 

OX, Ox Oo" Oy Ok, 08 

Ou. Ou. Ou Ou Oa Oe 

P A a ‘ fir v= 
Oa, oO OY Op 0% 

Oo 60% 0:*C« Oe OG 


N 


Xie, Meas he 4, 
Betrachten wir nun z. B. w, und x, so sind dieses solche Lésungen 
derselben partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung (10), die fiir 
v =O in ihren Werten und in denjenigen ihrer ersten Differential- 
quotienten iibereinstimmen. Wenn wir nun beweisen, dass auch die 
drei zweiten Differentialquotienten von x, fiir v =O mit den 
entsprechenden von « tibereinstimmen, so ist infolge der all- 
gemeinen Satze tiber die Lésungen partieller Differentialgleichungen *) 
nachgewiesen, dass x, und z# fiir alle Werte von w und v tiberein- 
stimmen. Da derselbe Schluss fiir y,, y; 2,, 2 wiederholt werden kann, 
so folet, dass S, und S zusammenfallen. 
In der That folgt aus den Anfangsbedingungen: 
Fe Gal) ge egy Oh GwE Pa) 
unmittelbar durch Differentiation nach w: 


07x, Cre C7 a, Orn 
v 


Ou? Ow’ Oudv dud Sor amic ee 
Die Grundgleichungen (I) der Fliichentheorie, § 47, 8. 89, ergeben 


mithin, dass fiir v = 0 


Di Saeed hee Di 


*) Vel. z. B. Goursat, Vorlesungen tiber die Integration der partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung, deutsch von Maser, Leipzig 1893, 8. 21. 
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ist. Die aus (III), 8. 91, foleende Gleichung: 
DY — D®=),.D,— Di? 


giebt also, wenn darin v = 0 gesetzt wird: 


DD"= DD, (fir v = 0). 
Daraus folet: 


(Dy )o=0 = (D")=0, 
wofern nicht (D),» =0 ist. Wird dieser Fall ausgeschlossen, so 
ergiebt sich aus der dritten der Gleichungen (1), S. 89: 


ita, _ tte 
Ov? ~—s Ow? 


(fir 7 = 0), 


wie wir beweisen wollten. Daher fallen S, und S zusammen. 

In dem ausgeschlossenen Falle (D),—)9 = 0 ist nach 8. 109 die 
Curve v =O eine Haupttangentencurve von S; wir kénnen also den 
Satz aussprechen: Wenn auf einer biegsamen Flache S eine 
Curve I starr bleibt, so kann die Flache nicht verbogen 
werden, vorausgesetzt, dass die Curve I’ keine Haupttangen- 
tencurve von S ist. 

Falls I’ eine Haupttangentencurve ist, so folgt aus weiteren Higen- 
schaften der partiellen Differentialgleichungen, wie hier nur kurz erwahnt 
werden kann, dass es in der That méglich ist, die Flache ohne Ver- 
zerrung der Curve zu verbiegen. Hs ist dieses eine eigenttimliche 
Higenschaft der Haupttangentencurven, weshalb sie auch als Fal- 
tungslinien bezeichnet werden. Diese Higenschaft, die sie vor jeder 
anderen Curve der Fiche auszeichnet, ist im Grunde genommen eine 
Folge davon, dass auf jeder Fliche S die Haupttangentencurven die 
Charakteristiken der partiellen Differentialgleichung (10) sind, von 
deren Lésung die Verbiegung von S abhingt*) (Darboux, 3. Bd.,a.a. 0.). 


*) Wird die Gleichung (10) in der in der Anmerkung zum vorigen Para- 
graphen gegebenen Form (8. 204): 
O(r; Ss, t) = 0 


geschrieben, so geht die Differentialgleichung der Charakteristiken: 


O® O® OR ies 
S70 eae dudv + a, o == ( 


infolge der Gleichungen (1), 8. 89, eben in diejenige der Haupttangentencuryen: 
Ddv? + 2D'dudv + D’ dv? = 0 
tiber. (Vgl. Darboux, 3. Bd., 8, 252.) 
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§ 109. Verbiegung, bei der eine gegebene Curve in eine andere 
gegebene Curve tibergeht. 


Der soeben bewiesene Satz fihrt naturgemass zu der Frage: Ist 
es moglich, eine Flache 8S’ so zu verbiegen, dass eine gege- 
bene Curve C auf ihr eine vorgeschriebene Gestalt I an- 
nimmt? 

Zuniichst bemerken wir, dass, wenn die gesuchte Vorbiegung méglich 
sein soll, die absolute Kriimmung von I in jedem Punkte nach §. 147 
grésser als die geoditische Kriimmung von C in dem entsprechenden 
Punkte (oder mindestens ihr gleich) sein muss. Diese Bedingung setzen 
wir als erfillt voraus und betrachten auch einstweilen den Fall der 
Gleichheit der absoluten und geoditischen Kriimmung von I’ als aus- 
geschlossen, in welchem Falle I’ auf der Biegungsflache eine Haupt- 
tangentencurve ware. 

Unter der Voraussetzung, dass die gesuchte Verbiegung méglich 
ist, sei S die Biegungsfliche, auf der wir ein orthogonales Coordinaten- 
system (w, v) wie im vorigen Paragraphen annehmen, so dass I’ die 
Curve v= 0 ist. Ferner setzen wir der grésseren Klarheit halber fest, 
dass der Parameter wu der von einem bestimmten festen Punkte 
der Curve I gerechnete Bogen dieser Curve sein soll, so dass wir 


E=1 (fir v=0) 


haben. Mit o bezeichnen wir den Winkel, um den sich die positive 
Richtung der Normale von S in der Normalenebene von I" in positivem 
Sinne drehen muss, um mit derjenigen der Hauptnormale von I" zu- 
sammenzufallen. Indem wir fiir die Curve I die iiblichen Bezeich- 
nungen der Curventheorie (Kap. I) beibehalten, haben wir dann fiir v = 0: 


Pe ruck yoy Oz 
cosa—= FT) cos B = 7 cosy = 5? 
costs Kiepsge Cody SOY nog 
VG ov VE dv 
sino 02 
cos€ = Z cos6 — —— — 
(13) $ @ dv” 
coso 0” : cos o Oy ; 
COs A == — —— Xsineé, cosy = ————~~— Y 
VG av ~ " VE bv oe 
Cosy == — 8 e Z sing. 
{ VG dv 


Nun ist nach (1), 8. 89, und nach (A), 8S. 10: 


Ou" 1 | du | Gv 


Da fens 2 (ie | set px et 
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nebst den analogen Gleichungen fiir y und z. Da nun nach § 35: 


Te iat te) 11 rea) ln oF 1 
(14) 1 | = ).= 0, | 2 \_= —(s% Ov. Oe (- aa 


ist, so schliessen wir aus dem Vergleich mit den Gleichungen (13): 


(15) Dips, |“, eae tr oe O 
@ 2, ° 


Da die absolute Kriimmung i und die geodiitische Kriimmung 


1 : : . : ’ : 
9, vou I’ bekannt sind, so liefert die zweite dieser Gleichungen fiir den 


unbekannten Winkel 6 zwei Werte, die sich zu a erginzen. 

Wir denken uns einen von diesen Werten, von denen jeder that- 
sichlich zu einer entsprechenden Fliche § fiihrt*), fiir o ausgewdhlt 
und erhalten ausserdem aus den Gleichungen (13) die Anfangswerte von 
Ox Oy OZ, 

dv’ Ov’ Ov’ 


ae = — VG (sine cos + cose cosa), 
(16) es = — VG (sine cosy + cos 6 cosu),; fiir v = 0. 
— — VG (sin 6 cos € + cose cos v) | 


Auch ist es zweckmissig, die Werte von X, Y, Z lings I" anzugeben. 
Hs sind dies die folgenden: 
X = cos 6 cos § — sine cos, 
(16*) Y = cos 6 cos y — sine al fir ==. 0% 
Z = cos 6 cos § — sing cosy 
Aus (16) folgt, dass wir fiir die Lésungen a, y, ¢ der Gleichung (10): 
At = (1 — A, a) K 
ausser den Anfangswerten der Functionen selbst und ihrer ersten Ab- 
leitungen nach v auch diejenigen der zweiten Differentialquotienten 


(ee Oe Ol OY aN OR, ide 
5) BOAT? >= 
ou Guov’ Ow?’ Oudv Ou2 Oudv 


kennen. Die partielle Differentialgleichung (10), der sie gentigen, 


*) Dass die gestellte Aufgabe auf diese Weise zwei verschiedene Lésungen 

“hat, widerspricht nicht dem Satze in § 108, da ja die beiden Flachen S, die sich 

so ergeben, auf einander abwickelbar sind und die Curve I" bei der stetigen Ver- 

biegung der einen Fliche in die andere schliesslich ihre anfiingliche Gestalt 
wieder annimmt, sich jedoch in den Zwischenstadien indert. 


Bianchi Differentialgeometrie, 14 
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liefert mindestens fiir zwei von ihnen die Anfangswerte der zweiten 


Differentialquotienten 

07x 07y Ora 

dv” Ov?’ Gu? 
Entgegengesetzten Falls wiirden niimlich wegen der Form der Glei- 
chungen (10) von den Gleichungen: 


ort 2 ae fit ox 
oo. On ell Pit leonl ae 
cosy 0? y ae {11\ dy 
@ Out 4 Dulkhe ha foe” 
COE) Clee, See, eA 
Q. =a E+E 


fiir v = 0 zwei gelten, und nach den vorhin entwickelten Gleichungen 
(13), (14) wiirde z. B., wenn die letzten beiden als richtig angenom- 
men werden, fiir v0 folgen: Y—0O, Z=0. Die Curve I" ware 
demnach der Querschnitt eines der w-Axe parallelen Cylinders und 
der Winkel o ein Rechter, also die Curve IX entgegen der Voraus- 
setzung eine Haupttangentencurve. 

Unbeschadet der Allgemeinheit kénnen wir also insbesondere vor- 


2 
aussetzen, dass fiir die Function «(u, v) der Anfangswert von Be be- 
stimmt sel. 


§ 110. Erledigung dieses Problems der Verbiegung. 


Nach dieser Vorbemerkung suchen wir eine Lésung 2,(u,v) der 
Gleichung (10) von der Beschaffenheit, dass sich fiir v = 0 
(oc) Le - — — VG (sine cos€ + cose cos) 
ergiebt, wo o einen der beiden oben festgesetzten, aus der zweiten der 
Gleichungen (15) entnommenen Werte hat. Da durch diese Anfangs- 
werte und durch die partielle Differentialgleichung (10) die Werte der 
drei zweiten Differentialquotienten von 2, ftir vO bestimmt werden, 
so liefern uns die in § 108 erwihnten allgemeinen Siitze iiber partielle 
Differentialgleichungen das Ergebnis, dass es eine und nur eine Lisung 
a, der Gleichung (10) giebt, die den Anfangsbedingungen gentigt. Fir 
diese Lésung ist fiir v = 0: 


0x,\2 1 /dx,\? : 
A, 2, = (3) ee) = cos’a + (sin6 cos § + cose cos a)? = 
= 1 — (cose cos§ — sine cos 4)? <1, 


und die Bedingung A,x,<1 ist demnach in einem gewissen zwei- 
dimensionalen Gebiet (w, v) erfiillt. Nach dem Satze am Schlusse von 


§ 110. Erledigung dieses Problems der Verbiegung, re i) 


§ 107 entspricht also dieser Lésung x, der Gleichung (10) eine Fliche 
S, mit dem gegebenen Linienelement, und wir wollen nun nachweisen, 
dass auf S, die Curve v = 0, die wir mit C, bezeichnen, ihrer Gestalt 
nach genau mit der gegebenen Curve I" tibereinstimmt, wozu wir nur 
nachzuweisen brauchen, dass C, und I’ bei gleichem Bogen w gleiche 
Flexion und Torsion haben (§ 8, S. 12). Indem wir wie gewéhnlich 
durch den Index 1 die auf S, beziiglichen Ausdriicke unterscheiden, 
haben wir analog der letzten Formel auf S. 208: 


sa— (sib + (ui +2, 


Wenn v gleich Null gesetzt wird, so ergiebt sich nach (13) und (14): 


44D xa Ot ‘ be osiay 8 Oey sin 6 Ox 


® VE dv Ou? 2 Q eV Ov 


Nun ist 6 durch die zweite der Gleichungen (15) bestimmt und X 
(der getroffenen Annahme zufolge) nicht gleich Null. Daraus folgt: 


(D, )o=o aa aot 


(D,)o—o ist aber nach 8. 102, abgesehen vom Vorzeichen, die Kriim- 
mung des die Curve C, bertihrenden Normalschnitts. Da ferner die 


Fi “8 1 ‘ sine . : F 
geodiatische Kriimmung 5, von C, gleich — “a9 ist, so ist die abso- 


v 


. ts 1 
lute Kriimmung = von C, gleich der aboluten Kriimmung @ vou Tee 
a 


Um zu beweisen, dass das Nimliche mit den beiden Torsionen 


s ? = der Fall ist, erinnern wir daran (§ 85, S. 168), dass 
f oy scperaY, Vireid 
dean Gh, da 


ist. Wird nun die zweite der Gleichungen (a) nach w differenziert, so 
ergiebt sich nach den Frenet’schen Formeln: 


(B) — = aye (sin 6 cos § + cose cosa) — 

— VG (cos6 cos £ — sing cos) e 

+ VG sine (= el an VG cose aoe 
Andrerseits ist nach (I), 8. 89: 


O°a. 12| dz fi2\ aa, 
Fate Nal get (a) oe te 
Wird hierin v gleich Null gesetzt und beriicksichtigt, dass nach 8. 67 


und 148 


14% 
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‘eee (se = re (2) = (Ves) 


ee =(2 ae -(28 
OS Te 2G 0u7 o=0 VG ou J»=0 


ist, so folgt nach (16) und (16*) fiir v = 0: 


2 nha oO os 
(7) er ies ra © cos & — oe (sino cos § + cos cosd) + 


+ D,'(cos 6 cos § — sine cos). 


2 
Durch Vergleichen der Werte (8) und (y) von oe erhalten wir fiir 
oe, 1 De. Sige 
om = ? 
ob VG du 


demnach genau: 
1 1 


ary 
Wir haben somit den Satz bewiesen: Es ist (auf zwei verschie- 
dene Arten) méglich, eine Fliche S so zu verbiegen, dass 
eine Curve C auf ihr eine willkiirlich gegebene Gestalt I an- 
nimmt, wofern die erste Kriimmung von I’ in jedem Punkte 
grosser als die geodatische Kriimmung von C in dem ent- 
sprechenden Punkte ist. 


§$ 111. Verbiegung, bei der eine gegebene Curve Haupttangenten- 
curve oder Krummungslinie wird. 


Es bliebe nun noch der Ausnahmefall zu betrachten, dass die ab- 
solute Kriimmung von I" gleich der geoditischen von C ist. Wenn 
die Verbiegung méglich ist, so ist I’ Haupttangentencurve der Bie- 
gungsfliche und also (nach dem Enneper’schen Satze, 8. 121) ihre Tor- 
sion in jedem Punkte gleich der Quadratwurzel aus dem mit entgegen- 
gesetztem Zeichen genommenen Kriimmungsmass K in dem entsprechen- 
den Punkte von C. 

In diesem Falle geht demnach die gestellte Aufgabe in die fol- 
gende tiber: Hine Fliche so zu verbiegen, dass eine auf ihr 
gegebene Curve C nach der Verbiegung eine Haupttangenten- 
curve I’ wird. Aus dem soeben Gesagten ergiebt sich, dass die Gestalt 
der Curve I’ vollkommen bestimmt ist, und wir beschrinken uns hier 
auf die blosse Angabe, dass die gesuchte Verbiegung in der That még- 
lich ist und daher auf unendlich viele Arten bewerkstelligt werden 
kann (nach § 108, 8. 207). 

Indem wir zu dem im vorigen Paragraphen aufgestellten allgemeinen 
Satze zurtickkehren, kénnen wir daraus den folgenden ableiten: 

Hine Fliche S kann auf unendlich viele Arten so verbogen 
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werden, dass eine auf ihr gegebene Curve C Kriimmungslinie 
der neuen Flaiche wird. 

Um dieses nachzuweisen, brauchen wir hierzu nach S. 98 nur die 
Bedingung aufzustellen, dass lings der neuen Curve I’ die Proportion: 


X:dY:dZ 
besteht, die mit Riicksicht auf die Gleichungen (16*) einfach 
oo = 1 
din with 


giebt. Hs kann demnach die Function 6 von w willkiirlich angenom- 
men und die Curve I’ nach der Verbiegung durch die charakteristischen 


Gleichungen: 
a 1 u de 


Cee One toed” = oda 
bestimmt werden. Wird die Fliche so verbogen, dass die Curve C in 
die Gestalt I iibergeht, so ist letztere eine Kriimmungslinie der Bie- 
gungsfliche. Durch Elimination von 6 erkennt man, dass die unendlich 
vielen Gestalten I, welche die Curve C annehmen kann, wenn sie bei 
der Verbiegung Kriimmungslinie wird, der Differentialgleichung erster 
Ordnung zwischen og und T: 


a(t a aye (2 


geniigen. Insbesondere giebt es unter diesen unendlich vielen Gestalten 
IT noch immer unendlich viele, die ebene Kriimmungslinien sind. In 
diesem nee nimlich braucht der Grésse 6 nur ein beliebiger, zwischen 


0 und > 5 (die Endwerte ausgenommen) gelegener constanter Bhs. er- 


teilt zu ee Hat, noch specieller, die Curve I constante geodi- 
tische Kriimmung, so shan sie, wenn sie eine ebene Kriimmungslinie 


wird, Kreisform an. 


§ 112. Theorem von Bonnet tiber die Méglichkeit, eine Flache so 
zu verbiegen, dass die Haupttangentencurven der einen Schar eben- 
solehe Curven bleiben. 


Wir priifen schliesslich noch die folgende Frage: Kann eine 
Flache S so verbogen werden, dass die Haupttangentencurven 
der einen Schar nach der Verbiegung Haupttangentencurven 
bleiben? 

Unter der Voraussetzung, dass dieses méglich sei, beziehen wir 
die Flache auf ihre augenblicklichen Haupttangentencurven w, v und 
nehmen an, dass die Curven w nach der Verbiegung Haupttangenten- 
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curven bleiben. Die Antwort auf unsere Frage ergiebt sich ohne 
Schwierigkeit, wenn wir uns der Ergebnisse in § 64, 8. 125, in be- 
treff der Haupttangentencurven einer Fliche erinnern. Hs seien 

D,, Dy, DE 
die Werte von D, D’, D” nach der Verbiegung. Dann haben wir 
nach der Annahme 


Dive 0, 
folglich nach (IID, 8. 91, und (11), 8. 125: 
DY’? iz DAN Aone oe 
HG Seat ye Gea age 


Die zweite Codazzi’sche Formel giebt, in der zweiten Form (IV*), 
§ 48, S. 92, geschrieben: 


g D, ) pet Dd, = (3) Lene 
Ov (ee li) VEG—F? 1) VEG— F? 
Nun ist nach den in § 64 angegebenen Gleichungen (10) und (a) 
dloge ve) oa Be 
oiee — 2 {tt} alt i 


und daher geht die vorhergehende Gleichung tiber in: 
22 
ee 


Nehmen wir D, =O an, was besagt, dass auch die Curven v 
Haupttangentencurven bleiben und demnach FH, F, G, e, f, g ihre 
Werte behalten, so ist die neue Flache mit der alten identisch (§ 64). 

Ist dagegen 


fee Fay 

so sind die Curven w nach (10), §. 154, geodatische Linien, und da 
sie auch Haupttangentencurven sind, so sind sie notwendig Gerade *). 
Die Flache ist daher eine Linienfliche, und die gesuchten Verbie- 
gungen sind diejenigen, bei denen die Erzeugenden starr bleiben. Im 
Falle einer Linienfliche jedoch ist diese Verbiegung in Wirklichkeit 
auf unendlich viele Arten méglich. Es ist dann nimlich nur noch 
die erste der genannten Gleichungen ([V*), § 48, zu erfiillen, die nach 
(10) und (a) in § 64 lautet: 


*) Dass eine Curve C, welche Haupttangentencurve und geodiitische Linie 
ist, eime Gerade sein muss, folgt daraus, dass im entgegengesetzten Falle die 
Schmiegungsebene von C eleichzeitig Tangential- und Normalebene der Fliche 
sein wiirde. Umgekehrt ist jede auf einer Fliiche liegende Gerade gleichzeitig 
Haupttangentencurve und geodiitische Linie. 
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Ne ste A 5 eee 
ov (aaa) + 2 | 7a Te 
Ks ist klar, dass, wenn D, eine Lésung dieser Gleichung ist, die all- 
gemeinste die Form 
D,9(u) 


hat, wo g(w) eine willkiirliche Function von w ist. 

Wir haben also den folgenden von Bonnet herriihrenden Satz: 
Es ist unméglich, eine Flache S so zu verbiegen, dass die 
Haupttangentencurven der einen Schar Haupttangentencurven 
bleiben, falls nicht S eine Linienfliche ist, deren erzeugende 
Geraden jene Haupttangentencurven sind. 

Im Falle einer Linienfliiche dagegen sind solche Verbiegungen, 
bei denen die Erzeugenden starr bleiben, méglich, und zwar hangen sie 
von einer willkiirlichen Function w ab. 


Kapitel VIII. 


Verbiegung der Linienflaichen. 


Auf einander abwickelbare Linienflachen. — Linienelement einer Linienflache. — 
Strictionslinie und darauf beztigliche Siitze von Bonnet. — Haupttangentencurven 
der zweiten Schar. — Formel von Chasles. — Biegung der Linienflachen nach 
der Methode von Minding. — Methode von Beltrami und die darauf beztiglichen 
Fundamentalgleichungen. — Problem, eine Linienfliche derart zu verbiegen, dass 
eine auf ihr gegebene Curve eine Haupttangentencurve oder eine ebene Curve 
oder eine Kriimmungslinie wird. — Linienflichen, die auf Rotationsflachen ab- 
wickelbar sind. 


§ 113. Auf einander abwickelbare Linienflichen. 


Die besonderen Verbiegungen der Linienfliichen, deren Méglichkeit 
wir am Schlusse des letzten Kapitels erkannt haben, bieten ein beson- 
deres Interesse, und ihrem Studium, das mit sehr einfachen Mitteln 
méglich ist, wollen wir dieses Kapitel widmen. Vor allem aber wollen 
wir mit Bonnet beweisen, dass mit der Untersuchung dieser Ver- 
biegungen die allgemeine Aufgabe gelést wird, alle Linienflachen zu 
finden, die auf eine gegebene Linienflache abwickelbar sind. 

Es gilt naémlich der folgende Satz von Bonnet: Wenn zwei 
Linienflachen, die nicht durch Verbiegung aus ein und der- 
selben Flache zweiten Grades hervorgegangen sind, auf ein- 
ander abwickelbar sind, so mitissen sich die Erzeugenden der 
einen mit denjenigen der anderen decken. 

Dass die Biegungsflachen der Flachen zweiten Grades mit reellen 
Krzeugenden eine Ausnahme von diesem Satze bilden, erhellt daraus, 
dass eine Flache zweiten Grades infolge ihrer Higenschaft, eine doppelte 
Schar geradliniger Erzeugenden zu besitzen, so verbogen werden kann, 
dass man entweder die Krzeugenden des ersten Systems gerade lisst 
und die anderen kriimmt, oder umgekehrt. 

Den genannten Satz beweisen wir folgendermassen auf einfache 
Weise: Hs seien 8, S, zwei auf einander abwickelbare Linienflachen, 


§ 113. Auf emander abwickelbare Linienflichen. DW 


und wir nehmen an, dass beim Abwickeln den Erzeugenden u von S 
die Erzeugenden v von S, nicht entsprechen. Nehmen wir dann auf 
S, S, die Curven wu, v als Parameterlinien an, so haben die beiden 
Flachen S, S, die erste Fundamentalform gemein. Wenn wir mit 


(1) [Ddu? + 2D’ dudv + D” dv’, 

|D, dw + 2D,/dudv + D,/de* 
die beziiglichen zweiten Fundamentalformen bezeichnen, so haben wir 
D"=0, D,=0, da die w auf S und die v auf S, Haupttangenten- 


curven sind. Da ferner nach dem Gaussischen Satz die beiden Discri- 
minanten der Formen (1) gleich sind, so ist: 


= 1), 
Nun bringen wir zum Ausdruck, dass die beiden Formen (1) den Codazzi- 
schen Gleichungen ([V*), § 48 (S. 92), geniigen, wobei wir beachten, 
dass die u,v geoditische Linien sind und also nach Formel (10), S. 154: 


{2 “at ie | = 
Le cate 
ist. Daraus folgen die oe 


a DOs 
dv (a=) ser ie I VEG—F? 
ra) Di 1 2 De tre 
Gea) a 2 la pat 
Sie zeigen uns, dass die Codazzi’schen Gleichungen auch erfiillt sind, wenn 
wir D und D gleich Null setzen und D’ den alten Wert lassen. Es existiert 
demnach eine dritte auf S und S, abwickelbare Flache S,, welche die 
u, v zu Haupttangentencurven hat. S, ist also in doppelter Weise eine 
Linienflache und folglich eine Fliche zweiten Grades, wie zu beweisen war. 

Was nun die auf Flachen des zweiten Grades abwickelbaren 
Linienflachen anbelangt, so ist nach dem Vorstehenden (vgl. auch 
§ 112) klar, dass ihre Erzeugenden sich mit der einen oder der anderen 
Schar der Erzeugenden der Fliche zweiten Grades decken. 


§ 114. Linienelement einer Linienflaiche. 


Der Untersuchung der Abwickelbarkeit von Linienflachen auf ein- 
ander schicken wir einige allgemeine Betrachtungen tiber diese Flachen 
voraus. 

Auf einer Linienflache S denken wir uns eine beliebige Curve C 
gezogen, die wir als Directrix betrachten und nur der Bedingung 
unterwerfen, dass sie alle Erzeugenden schneiden soll. Zur Bestimmung 
der Linienfliche S wird es dann geniigen, wenn die Curve C und in 
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jedem ihrer Punkte die Richtung der hindurchgehenden Hrzeugenden 
gegeben ist. 

Seien v der von einem festen Punkte der Directrix C gerechnete 
Bogen dieser Curve, p, q, 7 die laufenden Coordinaten eines Punktes 
von C, ausgedriickt als Functionen von v, wihrend 1, m, die Rich- 
tungscosinus der durch den Punkt (p, g, 7) von C hindurchgehenden 
Erzeugenden bezeichnen und ebenfalls bestimmte Functionen von v sein 
mogen. Wir bezeichnen ferner mit w den algebraischen Betrag desjenigen 
Stiickes der Erzeugenden, das zwischen dem Punkt (p, g, 7) der Directrix 
und einem beliebigen Punkt (7, y, 2) der Hrzeugenden liegt. Die 
Gleichungen: 

(1) ec=ptlu, y=qtmu, z=—r+nu 
definieren uns die Flache 8, da sie xz, y, 2 als Functionen von w, v aus- 
drticken. Wir berechnen das Linienelement von S, deuten zu diesem 
Zwecke die Differentialquotienten nach v durch Striche an und setzen: 
24m? +? = M* 
(2) Up’ + m'g’ + nr’ = N, 
lp’ + mq’ + nr’ = cos#, 
wo M, N, # Functionen von v sind und @ offenbar den Neigungs- 
winkel der Hrzeugenden gegen die Directrix bedeutet. Zu diesen 
Gleichungen sind noch die folgenden hinzuzufiigen: 
& (1? + m? +n? =1, 
(2*) | 12 "2 2 
PO ge raw, 
Fiir das Quadrat des Linienelements der Flache erhalten wir den 
Ausdruck: 
(3) ds? = du? + 2cosddudv + (M?u? + 2Nu + 1)de?. 
Wir bemerken nun zunichst folgendes: Die Differentialgleichung der 
orthogonalen Trajectorien der Erzeugenden ist nach 8S. 66: 
du + cos@dv = 0; 
durch Quadratur folgt hieraus sofort die Integralgleichung dieser ortho 
gonalen Trajectorien: 


u + [cos dv == Const:*), 


Betrachten wir eine Hrzeugende v und die unendlich benachbarte 
v + dv, und bezeichnen wir mit dp den unendlich kleinen Winkel, 
den sie mit einander bilden, so haben wir offenbar: 


*) Dieses Ergebnis ist offenbar nur ein besonderer Fall des Satzes A) 
in § 86, 8. 168. 
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dg” = dl? + dm + dn’, 
d. -h.: 
(4) dp = Mav. 
Bezeichnen wir ferner mit do ihren unendlich kleinen Minimalabstand 
und mit U den Wert von wu im Fusspunkt dieses Minimalabstandes auf 


der Erzeugenden v, so haben wir nach bekannten Formeln der ana- 
lytischen Geometrie: 


DUI Fi 
Lm n 
do = i 2 dv. 
Andrerseits ist: 
ie Veet als 
Lm n |= M?* sin? — N? 
| UY im’ n 
folglich: 
(5) fp ea 
Setzen wir sodann: 
m n n t lm 
a= |* I, Py Tk ng Vm’ |’ 
so erhalten wir: 
p tttdv A 
gq m+m'dv B 
He r n+tn'dv C 


A+ B+ OC 
und mit Vernachlassigung der unendlich kleinen Glieder in der zweiten 
Reihe: 
N 
(6) 0 — a 


§ 115. Strictionslinie und darauf beziigliche Satze von Bonnet. 


Die durch ein und denselben Punkt des Raumes parallel zu den 
Erzeugenden einer Linienfliche gezogenen Geraden bilden den so- 
genannten Leitkegel. Wahlen wir als Kegelspitze den Coordinaten- 
anfang und durchschneiden wir den Kegel mit einer Kugel vom Radius 
Eins um den Anfangspunkt, so soll. die Schnitteurve die sphirische 
Indicatrix der Erzeugenden genannt werden. Ihr Bogenelement 
ist offenbar dg = Mdv. 

Der Fusspunkt des kleinsten Abstandes der Erzeugenden v von 
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der benachbarten heisst der Mittelpunkt der ersteren. Der Ort dieser 
Mittelpunkte bildet eine fiir die Untersuchung der Linienflachen sehr 
wichtige Curve, die den Namen Strictionslinie fihrt. Nach (6) ist 
ihre Gleichung: 

(7) Mut N=0. 

Fiir den Fall N — 0 fallt sie mit der Directrix zusammen. 

Die Strictionslinie ist stets eindeutig bestimmt, ausser fiir den Fall, 
dass gleichzeitig Mund N gleich Null sind; dann ist die Flache nach der 
ersten der Gleichungen (2) cylindrisch. Bei den abwickelbaren Flachen, 
die nach (5) durch die Gleichung: 

M? sin? # — N* = 0 
charakterisiert sind, fallt nach (6) die Strictionslinie mit der Riickkehr- 
kante zusammen. 


Fiir die geodatische Kriimmung < — der Directrix w= 0 haben wir 


nach der Formel (5) in § 77, S. 150, den Ausdruck: 
Bee 1 oa 
@ VEG—F?*\ dv Ga 


) 
Indem wir darin wegen (3) 
E=1, F=cos#, G=Mw+2Nu+1 
setzen, erhalten wir den Wert: 
1 N ae 


0% sine 4 dv 
Hieraus folgt, dass, wenn von den drei Gréssen 


ap yh ee 
Qo’ 1% 


zwei identisch gleich Null sind, die dritte es ebenfalls ist. Geome- 
trisch ausgedriickt, liefert dieses Ergebnis den Satz von Bonnet: 

Besitzt eine auf einer Linienfliche gezogene Curve zwei 
der folgenden drei Higenschaften: 1) geodatische Linie, 
2) Strictionslinie zu sein, 3) die Erzeugenden unter constan- 
tem Winkel zu schneiden, so besitzt sie auch die dritte. 

Ks ist klar, dass eine Linienfliche, auf der eine solehe Curve vor- 
handen ist, der Ort einer Geraden ist, die eine Curve (Strictionslinie) 
senkrecht zur Hauptnormale schneidet und mit dieser Curve einen con- 
stanten Winkel bildet. Insbesondere wird es nur fiir eine Linienflache, 
die der Ort der Binormalen einer Curve ist, zutreffen, dass die Stric- 
tionslinie eine Orthogonaltrajectorie der Erzeugenden ist. 

Nehmen wir endlich als Directrix eine Orthogonaltrajectorie der 
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Erzeugenden, so ist #—= =, und wir erhalten fiir die geoditische 


Kriimmung a der Curven wu = Const. den Wert: 


f Eider he My Ne 
Ge Mu? - 2aNu + 17 
Daraus folgt nach (6), dass die Strictionslinie auch als der Ort der- 
jenigen Punkte der Linienfliche definiert werden kann, in 
denen die geodiatische Kriimmung der Orthogonaltrajecto- 


rien der Erzeugenden gleich Null ist. 


$116. Haupttangentencurven der zweiten Schar. Formel von Chasles. 


Auf jeder Linienfliche sind die Erzeugenden die Haupttangenten 
curven des einen Systems, wie geometrisch einleuchtet (§ 112). Ana- 
lytisch wird dieses durch die Berechnung der Coefficienten D, D’, D” 
der zweiten Fundamentalformel sofort bestitigt. Wir finden nimlich 
nach 8. 87: 


Ee m’ n | 
, 1 
Dies Op Dia Se l m n — 
VMPeu? +2Nu + sin? d ‘ : , ; é : 
ptlu d+tmwu r’+n'u 
Vm’ n’ 
1 
= —— : Lm ni, 
ViOw+2Nu+sin? to} 
pb qyr 
p+ lu q+ mu y”’ a nu | 
aye / Ls an ities Ss j Ps , ; 
VM? u? + 2Nu-+ sin? & | 


pt+tlu gtmu r+tn'u 
Die Differentialgleichung der Haupttangentencurven des zweiten Systems 
ist also nach 8. 109: 
2D'du+ D’dv =0 

und hat demnach die Riccati’sche Form: 

mt + aw + bu + ¢=0, 
wo a, b, ¢ Functionen von v allein sind. Die bekannte Higenschaft 
einer Gleichung von diesem Typus, dass das Doppelverhiltnis (w, uy us w,) 
von vier particuliéren Lésungen eine Constante ist, hefert unter Bertick- 
sichtigung der Bedeutung von w unmittelbar den Satz von Paul 
Serret: Das Doppelverhiltnis der vier Punkte, in denen eine 
beliebige Erzeugende vier feste Haupttangentencurven des 


zweiten Systems schneidet, ist constant. 
Ferner sieht man, dass man nur eine der Haupttangenten- 


222 Kap. 8. Verbiegung der Linienflichen. 


curven des zweiten Systems zu kennen braucht, um die tbri- 
gen mittels Quadraturen zu bestimmen. 

Die Werte der Richtungscosinus X, Y, Z der Normale sind durch 
die Gleichungen gegeben: 


| m n n l | 
cen | gqtmu r+tn'u Me a rtn'u p+lu : 
V M?u? + 2Nu-+ sin? & View? +2Nu-4 sin? d 


l m 
Gib pt+tlu q + mu | 
VMPu? + 2Nu-+ sin? d 


Bezeichnen wir mit X,, Y,, Z die Werte von X, Y, Z im Mittel- 


at mit 2 den (zwischen 0 und z gelegenen) Winkel, 
den die beiden positiven Richtungen (X, Y, Z), (Xo, Yo, 4) mut ein- 
ander bilden, so erhalten wir, da cos 2 = XX,+ YY) + ZZ, ist, 
den Wert: 


punkt « = — 


VM? sin? — N? 


cos $2 = : : 
MY M?u? + 2Nu + sin? & 


Da die Werte der Wurzeln und WM selbst positiv zu nehmen sind, 
so ist ersichtlich, dass 8 stets spitz ist, wie geometrisch leicht voraus- 
zasehen war. 

Nehmen wir nun der Hinfachheit halber an, dass die Directrix 
eine Orthogonaltrajectorie der Erzeugenden sei. Wir haben dann: 
hale + ) M?* dv’. 


Wenn wir an Stelle von vw den Parameter 


0, = ef M dv 
einfiihren (sodass also v, nach 8. 219 den Bogen der spharischen In- 


dicatrix der Krzeugenden bedeutet) und gleichzeitig 


N Vi? — NP 
mw % 5 ar a 


P= 7%, dst = de + (w+ 


setzen, so sind # und 6 Functionen von v,, und das Quadrat des 
Linienelements nimmt die Form: 


(8) dst = du? + [(u— @)? + Pde,’ 


an. Die friihere Gleichung fiir cos 8 wird: 


6 ‘ 
cos $2 == — 
| Vw) +B 


daraus folgt die Formel von Chasles: 
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(9) gees 


. TU ° . 
in der 8 stets zwischen — — und + - ga nehmen ist und sein 


Vorzeichen von der Richtung ore in ty sich die Tangeutialebene 
dreht, wenn sich der Beriihrungspunkt vom Mittelpunkt nach dem be- 
feoetbeton Punkte hin bewegt. 

Aus (9) ziehen wir sofort einige bemerkenswerte Folgerungen. 
Lassen wir die Tangentialebene des Mittelpunktes w—=o« der Hrzeu- 
genden » um diese Hrzeugende um den Winkel 82 rotieren, so wird 
sie die Flache in einem Punkte (w,, v), der durch die Gleichung: 

U, —a«4 = B tg 2 
bestimmt wird, beriihren und im Punkte (w,, v), der durch 
U, — & = — B cotg 22 
gegeben ist, auf ihr senkrecht stehen; daraus folet: 


(u, — e)(% — eo) = — p?. 

Es bestimmt also jede Ebene durch irgend eine Erzeugende auf 
dieser Hrzeugenden zwei Punkte P,, P,, in denen sie beziiglich die 
Flaiche beriihrt und auf ihr senkrecht steht. Dreht sich die Ebene um 
die Hrzeugende, so liefert das Punktepaar P,, P, eime Involution, 
deren Centrum der Mittelpunkt ist. 

Schliesslich bemerken wir, dass sich aus (8) fiir das Kriimmungs- 
mass K nach S. 68 der Ausdruck: 


KkK= 


2 
[(u — a)* + B*)? 
ergiebt. Er ist stets negativ, wie es auch natitirlich ist, da die Haupt- 
tangentencurven reell sind. Lings jeder Erzeugenden, ftir die 6 nicht 
gleich Null ist, nimmt der absolute Wert von K im Mittelpunkte sein 
Maximum an und nihert sich der Null, je weiter man sich vom Mittel- 


punkt entfernt. 


§ 117. Verbiegung einer Linienfliche nach der Methode von Minding. 


Wir kommen nun zu der eigentlichen Aufgabe dieses Kapitels, 
nimlich zur Bestimmung aller Linienflichen mit gegebenem Linien- 
element, das wir in der allgemeinen Form (3) annehmen. Dann sind 
auch @, M, N als Functionen von v gegeben, und die Aufgabe wird 
darin bestehen, die sechs unbekannten Functionen p, q, r, 1, m, n 
der Verinderlichen v allein so zu bestimmen, dass die fiinf Funda- 
mentalgleichungen: 

P tm? +n? —1, 
(10) 24m’? +n == 
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| aie Maia oR 2 
(11) lp’ + mq + nr =cos#, 

Vp’ +m'q +n'r =N 
erfiillt werden. 

Fiir die Behandlung unserer Aufgabe ergeben sich zwei verschiedene 
Methoden, je nachdem wir zunichst J, m, » als bekannt annehmen und 
p,q,7 suchen oder umgekehrt p, q,7 als bekannt annehmen und 1, m, » 
suchen. Im ersten Falle steht uns die Methode von Minding zu 
Gebote, die zu folgenden Ergebnissen fiihrt: 

Es seien J, m, drei Functionen von v, die den beiden Gleichungen 
(10) geniigen. Die Gleichungen (11) geben dann die Werte fiir p’, 7, 7, 
und aus diesen erhilt man durch Quadraturen p, g, r 

Gentigt man der ersten Gleichung (10) dadurch, dass man setzt: 

{== sin@ cos?, mM=sNa@sing, n= cosm, 

wo o und w Functionen von v sind, so ist nur noch die zweite der 
Gleichungen (10) zu befriedigen. Sie ergiebt: 

ao? + py”? sin? o = M?, 
woraus mittelst einer Quadratur fiir w die Coe 

M? — @’ 

# —f se sin @ 
folgt, in der o willkiirlich bleibt. Die Willkiirlichkeit, die der Lésung 
infolge des Vorhandenseins der willkiirlichen Function w(v) anhaftet, 
kann geometrisch dahin gedeutet werden, dass der Fliche S durch 
Verbiegung ein willktirlich angenommener Leitkegel zugewiesen wer- 
den kann. 

In der That geniigen die Coordinaten 1, m, 2 eines Punktes der 


gegebenen sphirischen Indicatrix den Gleichungen (10), falls zwischen 
dem Bogen dieser Indicatrix und dem Bogen v der Directrix die Relation: 


p= { Mav 


aufgestellt wird. Der Leitkegel der entsprechenden Flache hat dann die 
durch die Wahl von  bestimmte Gestalt. 

Wir bemerken ferner, dass sich durch Auflésung des Systems (11) 
nach p, q’, r’ ergiebt: 


(a UN+LA YM? sin? — N? 
ae t cos @ + ———= ae 1 en 

, Dasa Ge A eeATS 
(12) q’ =m cos & + f ab eh zi ) 

Be n cos ® + — ee ee 
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Darin ist wie auf S. 219 


m Nn 
A= 


m’ n’ }? / n’ We 


gesetzt. 
Da nun nach §. 219 
M? sin? & — N?>0 
ist, wenn die Flache nicht in die Ebene abwickelbar ist, so fiihren die 
beiden Wertsysteme fiir p’, q’, r’, die dem doppelten Vorzeichen der 
Wurzel entsprechen, zu zwei wesentlich verschiedenen Flichen. 

Wir haben demnach das Ergebnis: 

Jede Linienfliche kann so verbogen werden, dass ihr 
Leitkegel eine willkirlich gewahlte Gestalt annimmt, und 
zwar auf zwei verschiedene Arten. 

Die zu der Bestimmung der beiden Biegungsflichen erforderlichen 
Rechnungen bestehen lediglich in Quadraturen. 


§ 118. Methode von Beltrami und die darauf beziiglichen 
Fundamentalgleichungen. 


Nach der vorstehenden Methode lassen sich alle auf eine gegebene 
Linienflaiche abwickelbaren Linienflachen wirklich bestimmen. Wollte 
man jedoch die willkiirliche Function w(v) so bestimmen, dass sie einer 
gegebenen Bedingung geniigt, so wiirde man in den meisten Fallen auf 
untiberwindliche Schwierigkeiten stossen. 

Es ist dann die zweite Methode, zu deren Entwickelung wir nun 
tibergehen und die von Beltrami*) herriihrt, vorzuzichen. 

Diese Methode besteht darin, dass man zuniichst feststellt, was fiir 
Gestalten die Directrix bei einer Verbiegung der Flache annehmen 
kann. Fiir jede dieser Gestalten bestimmt sich die Gestalt der ent- 
sprechenden Flache auf Grund der Ueberlegung, dass sich die geodi- 
tische Kriimmung und der Winkel @ bei einer Verbiegung nicht andern. 
Da die allgemeine Lisung der Aufgabe eine willktirliche Function ent- 
halt, so ist von vorn herein klar, dass die méglichen Gestalten der 
Directrix notwendigerweise an eine Bedingung gekntipft sind, die eben 
gestellt werden muss. 

Wir betrachten eine dieser Gestalten der Directrix, fiir die wir 
die in der Curventheorie gebrauchten Bezeichnungen beibehalten. Nen- 
nen wir 6 den Neigungswinkel der Schmiegungsebene der Directrix 
gegen die Tangentialebene der Flache, so haben wir: 


*) Sulla flessione delle superficie rigate. Annali di Mat. 1865, 7. Bd., 8. 105. 


Bianchi, Differontialgoometriec. 15 


226 Kap. 8. Verbiegung der Linienflichen. 


1 = cos@ cosa + sin #(cos6 cos + sine cosa), 
(13) m = cos 9 cos B + sin 9(cos 6 cos y+ sine cos"), 
n = cos® cosy + sin #(cos6 cos § + sin cos v). 


Berechnen wir J, m’, n’ mit Hiilfe der Frenet’schen Formeln, so redu- 
cieren sich die RET (10) und (11), denen /, m, 
gentigen miissen, auf die beiden folgenden: 


cOsG N 


a a sin @” 


sin? & (0 + ees) oo z ++ (cos 6 sin &)’-- — pny an ah +- 


+ ‘Ging mo) ae 2) Si) es) 


oder: 


(14) CON gt ete ENF OR: 9”, **) 


sin 6 sin a 
we 


(15) eC Z + (cos 6 sin #)’-- —,— 


: 2 

+ [(sine sin ay— 95"? ] a — 

Die Unbekannten in unserer Aufgabe sind 6, 0, 7. Hs ist klar, 

dass, wenn man den Wert fiir 6 aus (14) in (15) einsetzt, letztere 
Gleichung in eine Relation: 


(16) f(», Q, Lr, - = 0 


iibergeht, die eine Beziehung zwischen den Radien der ersten und 
zweiten Kriimmung der verbogenen Directrix herstellt. 

Jeder Curve, deren Flexions- und Torsionsradius der Gleichung (16) 
gentigen, entspricht eine specielle Verbiegung der Linienfliche, deren 
Elemente aus den Gleichungen (14) und (13) zu berechnen sind. Die 
vorliegende Aufgabe hingt demnach mit einer anderen aus der Curven- 
lehre zusammen, nimlich mit der Aufgabe, eine Curve aus ihren natiir- 
lichen Gleichungen zu bestimmen (vgl. 1. Kap., 8. 13 u. f.). 


*) Mit (cos 6 sin #)’, (sine sin #)’ werden der Ktirze halber die Differential- 
quotienten von cose sin@, sine sin® nach » bezeichnet, 

**) Dieses besagt nach S. 147, dass die geodiitische Kriimmung der Directrix 
bei der Verbiegung ungeiindert bleibt. 
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§ 119. Problem, eine Linienfliche derart zu verbiegen, dass eine 
auf ihr gegebene Curve eine Haupttangentencurve wird. 


Von den voraufgehenden allgemeinen Ergebnissen machen wir 
nun die hauptsichlichsten Anwendungen. 

Wir stellen uns zunachst die Aufgabe, die Linienfliiche so zu ver- 
biegen, dass die Directrix eine Haupttangentencurve wird. Wir miissen 
dann 6 gleich Null (oder gleich x) setzen, und es ergiebt sich also aus (14): 


iL past fn IN i 
(a) ia (5 +), 
wo natiirlich das Vorzeichen der rechten Seite durch die Bedingung 


fi 
bestimmt ist, dass der Wert fiir @ positiv sein muss. Die Gleichung 


(15) giebt dann: 


i 1 3s Vie sin” go '— NN? 
(b) PS see 


Also: Jede Linienfliche kann so verbogen werden, dass eine 
beliebig auf ihr gezogene Curve Haupttangentencurve wird. 
Die verbogene Directrix bestimmt sich aus den natiirlichen 
Gleichungen (a), (b). 

Betrachten wir den besonderen Fall, in dem die Directrix eine 
geoditische Linie ist. Dann ergiebt sich: 

L=0 

d. h. die verbogene Directrix ist eine Gerade. Hs folgt somit: 

Jede geoditische Linie einer Linienflache kann durch 
Verbiegung der Flache zu einer Geraden werden. 

Um fiir diesen Fall einfache Gleichungen zu erhalten, wihlen wir 
die verbogene Directrix als z-Axe und haben dann: 

p=0,.q=—0, r—v, n= cosd. 
Setzen wir noch: 
[=sindcosy, m=sindsiny, 
so folet aus 
12+ m? + 7? = M? 
wie auf 8. 224: 
_ [(ve== 
sin # 


wv dv. 


Fir die Biegungsfliche haben wir also nach (1), 8.218, die Gleichungen: 
“=usnscosy, y=usndsiny, z—v+ucossd. 

Ist insbesondere @ gleich — d. h. ist die Fliche der Ort der Binor- 

malen der Directrix, so ist die Biegungsfliiche ein gerades Conoid (vgl. 


S. 134), und da in diesem Falle 1, m, die Richtungscosinus der Bi- 
15* 
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normale sind, also nach Definition von M und nach 8. 8 die Grosse 
M gleich a ist, Wo - die Torsion der urspriinglichen Directrix be- 


deutet, so ergiebt sich: 
d 
v= fe 
Besitzt nun noch specieller die urspriingliche Directrix constante Tor- 
sion, so ist das Biegungsconoid die Minimal-Schraubenregelfliche. 
Werden umgekehrt alle Linienfliichen gesucht, die sich auf die 
Schraubenfliche: 


v mee) 
G=UCOS=-, Y= uUsin= 


k ? 
abwickeln lassen, fiir die das Quadrat des Linienelements 


dst = du? + (4% 41) de® 


4=W0 


v 
k? 


ist, so ist p==.0, q= 0, r= 0, ] = cos—, m == sin 


nach (2), §. 218, und (14), 8. 226: 
M=-) N=0, @=7, 67%. 
Hiernach ergiebt Gleichung (15): 
1 


U 
G2 w= 0, also 


a 


eal 

Wat 
Also: Die auf die Minimal-Schraubenregelfliche vom Para- 
meter k abwickelbaren Linienflaichen sind alle von den Bi- 


normalen der Curven constanter Torsion = erzeugten Flaichen 
und auch nur diese. 

Wir setzen endlich voraus, dass die Directrix der beliebig gegebenen 
Linienfliche eine Orthogonaltrajectorie der Erzeugenden sei. Machen 
wir sie durch Verbiegung der Flache zu einer Haupttangentencurve, 
so sind ihre Hauptnormalen die Erzeugenden der Biegungsfliche. Also: 

Durch Verbiegung einer Linienfliche kénnen die Erzeu- 
genden die Hauptnormalen einer beliebigen ihrer Orthogonal- 
trajectorien werden. 


§ 120. Problem, eine Linienfliche derart zu verbiegen, dass eine 
auf ihr gegebene Curve eben oder eine Krtimmungslinie wird. 


Wir wollen nun die Fliche so verbiegen, dass die Directrix «=O 

: E ; : 1 : 
eben wird. Hierzu braucht nur in der Gleichung (15) “p gleich Null ge- 
setzt zu werden, was eine Differentialgleichung erster Ordnung: 


de : : : é 
wy (0, 0, 2a) = (0 zur Bestimmung von g liefert. Daraus schliessen wir: 
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Ks ist auf oof Arten moglich, eine Linienfliche so zu ver- 
biegen, dass eine beliebige Curve auf ihr eben wird. 
Ist insbesondere die gegebene Curve eine Orthogonaltrajectorie der 


Erzeugenden, also ® gleich = é gleich Null, so wird Gleichung (15): 
Bea N?, 


woraus durch Integration 
o= {VM — N* do 


folgt. Die ebene Biegungscurve bestimmt sich aus Gleichung (14), die 


COS. 6 
Oretnaas 
ergiebt. 


Endlich untersuchen wir, ob es méglich ist, eine vorgegebene Curve 
durch Verbiegung zu einer Kriimmungslinie zu machen. Hs sind 


X = cos6 cos4 — sine cos—, Y= cose cosu — sine cosy, 
Z = COS 6 cosy — sino cos& 


die Richtungscosinus der Flaichennormale lings der verbogenen Direc- 
trix, und wir haben, da die Kriimmungslinie nach $8. 97 Evolvente der 
von den Flachennormalen eingehiillten Curve ist und daher hier in der 
letzten Gleichung auf S. 28 fiir u,v, s die Werte — sing, cose, v mu 
setzen sind: 

1 do 


ene Diy 
Eliminieren wir = und = mit Hilfe dieser und der Gleichung (14) 
aus (15), so erhalten wir zur Bestimmung von 6 eine Differential- 
gleichung erster Ordnung. Hierbei ist natiirlich vorausgesetzt, dass o 


nicht gleich + sei, denn sonst wiirde die Flache developpabel sein*). 


Daraus folgern wir: Hs ist stets mdglich, eine Linienflache 
so zu verbiegen, dass eine beliebige Curve auf ihr eine Krtim- 
: mungslinie wird, wofern die Curve nicht eine Orthogonal- 
trajectorie der Erzeugenden ist. 

Wir bemerken ferner, dass, wenn die gegebene Curve eine geoda- 
tische ist, sie beim Uebergange in eine Kriimmungslinie eben wird, 
wie geometrisch nach 8. 166 einleuchtet. Dieses ergiebt sich auch 
aus unseren Formeln. In der That ist dann nach 8. 152 6 gleich 


=, also nach obigem Wert von ° auch = gleich Null, und (15) wird: 


*) Dieses wird auch durch die eben angestellte Rechnung bestitigt, da die 
linke Seite von (15) gleich Null werden wiirde. 
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cos? o 


ryriae + cos? & . go? = Ve Ne 


wodurch g und also auch die Biegungscurve bestimmt wird. 


§ 121. Linienflichen, die auf Rotationsflachen abwickelbar sind. 


Zam Schluss beschiftigen wir uns mit der Frage: Welche 
Linienflachen sind auf Rotationsflachen abwickelbar? 

Eine solche Fliche muss eine stetige Verbiegung in sich zulassen, 
wahrend deren sich das ganze System der Erzeugenden in sich ver- 
schieben muss (8. 216). Dabei braucht wegen der Stetigkeit der Ver- 
biegung auch der Fall der auf Flichen zweiter Ordnung abwickelbaren 
Flichen nicht ausgenommen zu werden. 

Die Linienfliiche sei auf ihre Erzeugenden und deren orthogonale 

“17 


ist. Ftihren wir df. Mdv als 


neues v ein, so hat das Quadrat des Linienelements nach 8. 222 die 
Form: 


Trajectorien bezogen, sodass # gleich 


ds? = dw? + [(u — a@))? + B?(v)] de®. 
Wiihrend der als stetig vorausgesetzten Verbiegung verschiebt sich die 
Strictionslinie in sich, schneidet daher die .Hrzeugenden unter constan- 
tem Winkel und ist also eine geoditische Linie (S. 220); ferner ist 
langs derselben die Kriimmung der Flaiche constant, gleich K,. Nun 
ist lings der Strictionslinie «== nach (18) auf 8. 68: 


Ky = — pe 


B(v) = Const. = k 
folgt. Bezeichnen wir sodann den (constanten) Neigungswinkel der Er- 
zeugenden gegen die Strictionslinie mit @, so haben wir: 


1 du ie Sy. 
cotg oo = B an = as 4 (v), 


woraus sofort 


demnach: 
a(v) = kveotga, 
da wir die additive Constante in w mit hineinziehen kénnen. 


Das Quadrat des Linienelements der gesuchten Flichen ist also 
von der Form: 


(17) ds? = du? + [(u — kv cotg w)? + k?] de®. 
Fir o = - gehért das Linienelement zu der Minimal-Schrau- 


‘ if i aed bi : : 
benregelfliche vom Parameter k, fiir aaa zum einschaligen Rota- 
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tionshyperboloid, dessen Meridianhyperbel die Halbaxen a und 0b hat, 
wo a=—kcotg@, b=k ist, wie man leicht einsieht*). Also: Die 
einzigen auf Rotationsflichen abwickelbaren Linienflichen 
sind die Biegungsflichen der Minimal-Schraubenregelfliche 
und des einschaligen Rotationshyperboloids. 

Die ganze Klasse der Flachen der ersten Art ist bereits in § 119 
als diejenige charakterisiert, welche die von den Binormalen der Curven 
constanter Torsion gebildeten F lichen umfasst. 

Fiir die Flachen der zweiten Art giebt es einen eleganten, von 
Laguerre herrtihrenden Satz, zu dem wir in der folgenden Weise 
gelangen: Wir setzen in (17): 

kv 
Sno 1 «= — hv cotga = y, 
und erhalten fiir das Quadrat des Linienelements der in Rede stehen- 
den Fliche den Ausdruck: * 
U,~ 81." @ 


ds? = du,? + 2cos@du, dv, + (4 ee ae 1) dv,*. 


Durch Vergleichen mit den urspriinglichen Bezeichnungen (8. 218) 
haben wir dann: 
o= >, M=—-, N—0. 


Setzen wir diese Werte in (15) ein und beachten wir dabei, dass 


6 gleich = ist, so erhalten wir: 


(18) 
woraus der Satz folet (vgl. 8. 32): 

Die Curven, in die der Kehlkreis des einschaligen Rota- 
tionshyperboloids bei einer Deformation der Flache, bei der 
die Erzeugenden Gerade bleiben, verbogen wird, sind Ber- 
trand’sche Curven. 

Hieraus folgt eine Bestitigung der vorhin erwahnten Higenschatt, 
dass das vorstehende Quadrat des Linienelements zum einschaligen 
Rotationshyperboloid gehért. In der That, wenn die Strictionslinie 


eben wird (§ 120), so ist - gleich Null und nach (18) 


COs @ sin sin 


grip pve TT 


o =k cotga. 
Die Strictionslinie wird also ein Kreis mit dem Radius /; cotg@, und 


die Flache ist offenbar ein einschaliges Rotationshyperboloid, das die- 
sen Kreis zum Kehlkreis hat. 


*) Den directen Nachweis:tiberlassen wir dem Leser. 


Kapitel LX. 
Evolutenfliche und Weingarten’scher Satz. 


Allgemeine Eigenschaften der beiden Miintel der Evolutenfliche. — Evoluten- 
mittelfliche einer Flache nach Ribaucour. — W-Flichen, deren Hauptkriimmungs- 
radien durch eine Gleichung verbunden sind. — Sitze von Ribaucour tiber das 
Entsprechen der Haupttangentencurven und Kriimmungslinien auf den beiden Man- 
teln der Evolutenfliche. — Bestimmung der Kriimmungslinien einer W-Flache 
mittels Quadraturen. — Die beiden Mintel der Evolutenfliche emer W- Flaiche 
sind auf Rotationsflichen abwickelbar (Weingarten’scher Satz).— Umkehrung des 
Weingarten’schen Satzes. — Besondere Formen des Linienelements der Kugel, 
die den W-Flichen entsprechen, — Anwendung auf die Bestimmung der Mini- 
malfliichen: 7, +7, =0 und der Weingarten’schen Flichen: 2 (7, —7,)—=sin 2 (7, +7,). 
— Evolventen- und Ergiinzungsiichen der pseudosphiirischen Fliichen. 


§ 122. Die geoditischen Linien der Evolutenflache, die den 
Krimmungslinien der Evolventenflache entsprechen. 


Im ersten Teile dieses Kapitels nehmen wir die Untersuchung der 
alleemeinen Higenschaften der Flaichen wieder auf, um dann die Er- 
gebnisse auf eine besonders wichtige Gattung von Flichen anzuwenden. 

Wir haben auf 8.100 gesehen, dass auf der Normale in jedem Punkte 
M einer Fliche S zwei besondere Punkte M,, M, legen, nimlich die 
Hauptkriimmungsmittelpunkte der Fliche oder die Kriimmungsmittel- 
punkte der beiden Hauptschnitte durch M. Bewegt sich der Punkt 
M auf der Fliche S, so beschreiben die Kriimmungsmittelpunkte M,, 17, 
eine Fliiche, welche die Hvolutenflache der Flache § heisst, wihrend 
die Fliche S die Evolventenfliche heisst. Die Evolutenfliche be- 
steht offenbar aus zwei Minteln S,, S,, von denen der eine vom Kriim- 
mungsmittelpunkt J/,, der andere vom Kriimmungsmittelpunkt MM, 
beschrieben wird. 

Wir kénnen die beiden Mintel S,, S, auch auf folgende Weise 
erzeugen: Wir betrachten eine Kriimmungslinie C von S; die Flachen- 
normalen lings C bilden nach §. 97 eine abwickelbare Fliche, deren Riick- 


§ 122. Geod. Linien d. Evolutenfl., d. d. Kriimmungsl. d. Evolventenfl. entspr. 233 


kehreurve I eben der Ort der Kriimmungsmittelpunkte der C beriihrenden 
Normalschnitte ist. Lassen wir die Curve C nach und nach in alle 
Kriimmungslinien derselben Schar tibergehen, so beschreibt ihre Hyo- 
lute I’ einen Mantel der Evolutenfliche. 

Vermittelst einfacher geometrischer Betrachtungen wollen wir nun 
einige grundlegende Higenschaften der Evolutenflichen ableiten und 
zunaichst den Satz beweisen: 

Die Riickkehrceurven der abwickelbaren Flichen, welche 
die Orter der Flichennormalen lings der einzelnen Kriim- 
mungslinien der Fliche sind, sind geoditische Linien der 
Hvolutenfliche. 

Zum Beweise bemerken wir zuniichst, dass jede Normale der Evol- 
ventenfliche die Evolutenfliiche in zwei Punkten beriihrt, und zwar den 
ersten Mantel S, im ersten Kriimmungsmittelpunkt M,, den zweiten 
Mantel S, im zweiten Kriimmungsmittelpunkt M,. Wir betrachten 
nun ein Bogenelement MM’ einer Kriimmungslinie der zweiten Schar. 
Die Normalen in M und M’ schneiden sich (bis auf unendlich kleine 
Gréssen héherer Ordnung) im zweiten Kriimmungsmittelpunkt M, und 
bertihren den ersten Mantel S, in den beziiglichen auf ihnen gelegenen 
ersten Kriimmungsmittelpunkten M, und 1’. 

Die Ebene MM, M’ enthilt also zwei verschiedene Richtungen 
M,M, und M,M,’, die von M, ausgehen und S, beriihren, und ist 
folelich die Tangentialebene des ersten Mantels in M,. Daraus folgt 
unmittelbar: 

Die Normale des ersten Mantels S, in M, ist der Tangente 
der ersten Kriimmungslinie in M parallel. Entsprechendes 
gilt fiir den zweiten Mantel S,. 

Ist nun C, eine Kriimmungslinie der ersten Schar und I, die 
Riickkehreurve der von den Flaichennormalen von S lings C, erzeugten 
abwickelbaren Flaiche, so ist die Tangente von C, in M der Haupt- 
normale der Evolute I, parallel. Hiermit ist der vorhin ausgesprochene 
Satz bewiesen. 

Ferner kénnen wir leicht auf einem der Mantel der Hvolutenflache, 
z. B. dem ersten, die zu diesen geoditischen Linien I, orthogonalen 
Trajectorien bestimmen. Ist niimlich ¢, eine von diesen orthogonalen 
Trajectorien auf S,, ferner ¢ die entsprechende Curve auf S, so erzeugen 
die Normalen von § langs ¢ eine Linienfliche, auf der die Curven ¢ 
und ¢, orthogonale Trajectorien der Erzeugenden sind. Das zwischen 
t und ¢, liegende Stiick MM, dieser Erzeugenden ist demnach constant, 
wenn M lings ¢ fortriickt (Satz (A), S. 159), d. h. lings der Curve ¢ 
auf S ist der erste Hauptkriimmungsradius 7, constant. Also: 
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Die orthogonalen Trajectorien der geodatischen Linien, 
die auf einem der Mintel der Evolutenfliche von den Nor- 
malen der Evolventenfliche umhitllt werden, entsprechen 
denjenigen Curven auf der Evolventenfliche, lings deren der 
betreffende Hauptkrtimmungsradius constant ist*). 

Hierbei ist der Fall ausgeschlossen, dass der in Rede stehende 
Hauptkriimmungsradius auf der ganzen Fliche S constant ist. In diesem 
Falle reduciert sich aber, wie gezeigt werden wird, der entsprechende 
Mantel der Evolutenfliche auf eine Curve. 


§ 123. Formeln fiir die Evolutenflache. 


Wir wollen nun die vorstehenden grundlegenden Higenschaften 
auf analytischem Wege bestitigen und aus ihnen andere von grosser 
Wichtigkeit ableiten. 

Am einfachsten lassen sich die dazu erforderlichen Rechnungen 
durchfithren, wenn wir die Evolventenflache S auf ihre Kriimmungs- 
linien uw, v beziehen. Bezeichnen wir mit 

ds? = Edw + Gdv? 
das Quadrat des Linienelements, mit 7,, 7, die den Curven wu, v beziig- 
lich entsprechenden Hauptkriimmungsradien, so haben wir ($54, 8. 102): 
1) Se Oe) ee 
"5 Ty 
und die Codazzi’schen Formeln werden in unserem Falle einfach (vel. 
die beiden letzten Gleichungen (V), § 49, 8S. 94): 
e (2) 1d Va ee ¢ (5 1¢0YG 


a ? 
a) , Ov Ou \ 7, %, Ou 


Ys 


ie = ee (2) =0 
t Ps Ov CON ae 


2 


1 1\0 log V@ 0(1 
(4 =) Ou aa Ou ie) =a 


Was die Gaussische Gleichung anbetrifft, so lautet sie ((18) in § 35 
5S. 68): 


a as / 


oder: 


(1) 


? 


*) Hs diirfte nicht tiberfltissig sein, darauf hinzuweisen, dass der hier gege- 
bene Beweis fiir die Kigenschaft, dass die Curven 7, = Const. die orthogonalen 
'Trajectorien der Curven I, sind, von der anderen Higenschaft, dass die Curven 
I’, geodiitische Linien sind, unabhingig ist. Es ergiebt sich aus ihm sogar ein 
neuer Beweis fiir letztere Thatsache, wenn beriicksichtigt wird, dass wegen der 
Kigenschaft der Evolyenten (S. 27) der Bogen der Curven [,, der zwischen zwei 
orthogonalen Trajectorien derselben liegt, fiir alle gleich ist (vgl. § 81, S. 159, 
Anmerkung). 
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(2) beg mM ne ( 1 ae 4 é ( =e 
ry %s VEG lou\VE bu dv \V& dv 
In den Gleichungen (1) kénnen wir an Stelle von E, G die Coeffi- 
cienten ¢, g des Linienelement-Quadrates der Kugel, 
ds” = edu? + gdv’, 


einftihren, und zwar mittels der Gleichungen (13), § 54, S. 102: 


Cte Cay ON, 1 oy. (eA i @ 
3 Cu Tt, Ou Ou t, OW OU fT, OU’ 
(3) OX Moi AjpOe, OF bey dbo ve dZ 1 Gz 
(dv 7, dv’ Ov 1, 00’ Ov 1, Ov 
Hs ergiebt sich: 
iE G 
er AY Sey a 


Daher lassen sich die Gleichungen (1) auch folgendermassen schreiben: 


ae e Ore 
(7, — 2) a0 és ==) 


(4) 


te = 1p 808 Of 0, 


Diese Gleichungen haben wir bereits in § es 8. 135, erhalten. 
Wir konnen sie sofort zur Bestimmung derjenigen Fliichen be- 
nutzen, fiir welche emer der Hauptkriimmungsradien constant ist. 


Es sei z. B. 
7. = Const. 
Dann folgt aus (1) und (4): 
OK Ce 
ne eee 


d. h. die Curven v = Const. sind auf der Fliche und auf der Kugel 
geodatische Linien (vgl. S. 158). Es liegt also eine Curve v = Const. 
der Flache S in einer zur Fliche normalen Ebene (nach § 84, S. pee 
und da sie einen constanten Hauptkriimmungsradius 
Yr, = FR 

besitzt, so ist sie ein Kreis vom Radius R. Wir construieren die 
Kugel, die diesen Kreis als gréssten Kreis hat; sie bertihrt die Fliache 
S lings des Kreises, und es ist daher S die Enveloppe einer Kugel 
von constantem Radius R, deren Mittelpunkt eine Raumeurve durch- 
liuft. Eine solche Flaiche heisst Kanal- oder Réhrenflaiche. Um- 
gekehrt ist klar, dass fiir jede Rohrenflache vom Radius R einer der 
Hauptkriimmungsradien constant, gleich Rf, ist. Von den beiden Man- 
teln der Evolutenflache reduciert sich der den Kreisen entsprechende 
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offenbar auf die Axe der Rohrenfliche, d.h. auf den Ort der Mittel- 
punkte der umhiillten Kugeln. Der zweite Mantel ist, wie sich geo- 
metrisch ergiebt, die Polardeveloppable der Axe (8. 28). 


§ 124. Weitere Higenschaften der Evolutenfliche. 


Bezeichnen wir mit a,, y,, 2, die Coordinaten des ersten Kriim- 
mungsmittelpunktes M,, so haben wir*): 
(5) Ho X, YY — HY, 4 2 AHS, 
woraus sich durch Differentiation infolge der Gleichungen (3) ergiebt: 


SA Ty \ OL or Oy t\ OY. OF 
\* a (1 *) Ou Pe x on om (1 rt) ow Cu . 
OG ae r,\ 02 On, 
(6) Bu = (1 *) Ou Ou? 
OL, Ov, Cue On, 08 oy OT 
ae ao on, eae eee er 


Bezeichnen wir tiberhaupt durch Hinzuftigung des Index 1 die auf 
den ersten Mantel 8, der Evolutenflache beziiglichen Gréssen, so erhal- 


ten wir, da die Normale der Tangente der zweiten Kriimmungslinie 
parallel ist: 


4 i GEE 1 doy il oa 

nes ee ga 

wv) ; VG av : VG dv’ 7 VG bv’ 

Gleichungen, die den zweiten in § 122 angefiihrten Satz beweisen. 
Ferner erhalten wir nach (6): 


@ B-B1-N+ (a) Aga Gael 
demnach: 


0) aoe [Hl 9) (Ca) Jaw 42% Sana (Ya 


2 


Werden zu Parameterlinien auf 8, die Curven w= Const. und 
r, = Const. gewiihlt, so geht Gleichung (9) tiber in: 
(9*) ds) = dr? + E(1—4%) aw, 
woraus hervorgeht, dass auf 8, die Curven w geodiitische Linien und 
die Curven r, = Const. ihre orthogonalen Trajectorien sind (vgl. § 122). 
ene wir die i as (§ 49, 8. 94): 


= See, Ov TB du dv VE Ou VE ow on 


*) Man erinnere sich des Sinnes, in dem 7, gerechnet wird. (S. 100, Anm. 
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dazu die analogen fiir Y, und Z,, so erhalten wir fiir die Werte von 
Dy dD, Dis 

infolge der Gleichungen (6) nach (8), 8. 87, die Ausdriicke: 


Dee SO VE OVE " 
: 1 OW Ou a I a li 
VE dv T. 
Ot, OX, 
Dy = ov Ou 0, 
D’= 0m,0X%, ——VG& Or, 
: Ov Ov 7, Ov 


Kliminieren wir aus dem Werte fiir D, denjenigen fiir aye mittels der 
ersten der Gleichungen (1), so haben wir: 
; Bt ae fase i Vane 

(11) Se: neraiae D,=0, D, Tae 

Da D,’ gleich Null ist, so sehen wir sofort, dass auf dem ersten 
(und ebenso auch auf dem zweiten) Mantel der Evolutenfliche 
diejenigen Curven uw, v, welche den Kriimmungslinien der 
Evolventenfliche entsprechen, ein conjugiertes System bilden. 

Dieses folgt auch unmittelbar daraus, dass auf S, die Tangenten 
der Curven wu lings einer Curve v eine abwickelbare Fliche erzeugen, 
deren Riickkehreurve die entsprechende Curve v auf dem zweiten Mantel 
S, ist (S. 107). 


Merken wir uns noch, dass sich fiir das Krimmungsmass K, von S, 


Ors 
BD De 1 av 
oS i rs &é, G = ye ay (= tA or, 
Ov 
ergiebt. 


Entsprechend erhalten wir fiir das Kriimmungsmass K, des zweiten 
Mantels S, den Wert: 
oh: 
Hh kc a 
Gia) ON» 


Ou 


(12*) we ee 


§ 125. Beltramis Construction des Radius der geodiatischen 
Krimmung. 


In diesem Paragraphen geben wir eine von Beltrami herrtihrende 
Construction fiir den Radius der geoditischen Kriimmung einer belie- 
bigen auf einer Fliche gelegenen Curve, die fiir die Theorie der Hvo- 
lutenflichen unmittelbar ein wichtiges Ergebnis liefert. 
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Auf einer Fliche S betrachten wir eine Schar von co’ geodati- 
schen Linien g, und es sei Z eine Curve, deren Tangenten denjenigen 
der geoditischen Linien g conjugiert sind. Die Tangenten der Curven 
g lings L erzeugen eine abwickelbare Fliche, deren Rtickkehreurve wir 
mit I” bezeichnen wollen. Es sei ¢ irgend eine dieser Tangenten, MZ 
ihr Beriihrungspunkt mit S und m derjenige mit der Riickkehreurve I° 
Wir wollen beweisen, dass der Punkt m der Mittelpunkt der 
geoditischen Kriimmung in WM fiir diejenige orthogonale Tra- 
jectorie der geoditischen Linien g ist, welche durch M geht. 

Wir wiahlen zu diesem Zwecke auf S als Parameterlinien v die 
geodatischen Linien g und als Curven w ihre orthogonalen Trajectorien. 
Bei passender Wahl des Parameters w erhalten wir fiir das Quadrat 
des Linienelements von S nach 8. 158 den Ausdruck: 


ds* = du? + Gdv’, 


und der Radius og, der geodatischen Kriimmung der Curven w ist 
nach Grésse und Vorzeichen durch die Gleichung (§ 75, S. 148): 
1 1 0G 


meee ERT 
bestimmt. Nun seien 2, y, 2 die Coordinaten von M und &, 7, € 
diejenigen von m. Setzen wir ferner den algebraischen Wert der 
Strecke Mm gleich 7, so erhalten wir: 
Ox 6G 0& 
E=atrs, n=ytra, b=etre 


Verschieben wir M lings der Curve Z und bezeichnen wir mit 0 
die entsprechenden Zunahmen, so ceo sich: 


of = bu a dv + dr st Coc ont aces) 


ae dv), 
og =o du bo + or 4 (C4 out 2 ay). 


Nun sind 0&, dy, 0€ den Richtungscosinus der Tangente ¢ der Riick- 
kehreurve I" proportional; wenn wir daher die vorstehenden Glei- 

‘ COG POU. Oe ete ¢ 
chungen der Reihe nach mit oe 5 a > py multiplicieren, sie dann 
addieren und dabei die Gleichungen: 


EC re 


Re ere 
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beriticksichtigen, so erhalten wir: 


peaGawe 
OO ee dv =0, 
abe: 
1 Uae 
r= 260s 


Es stimmt also y der Grésse und dem Vorzeichen nach mit @, 
tiberein, was zu beweisen war. 

Nachdem so der Satz von Beltrami bewiesen worden ist, be- 
trachten wir wieder den ersten Mantel S, der Evolutenfliche einer 
Fliche S. Auf S, sind die orthogonalen Trajectorien der geoditischen 
Linien w = Const. die Curven 7, = Const., wihrend die Curven, deren 
Tangenten den Tangenten der Curven w conjugiert sind, die Curven v 
sind. Also: Der Mittelpunkt der geodiatischen Kriimmung 
einer auf S, gelegenen Curve 7, = Const. in einem Punkte UM, 
ist der entsprechende Punkt M, auf dem zweiten Mantel S,. 

Daraus folgt, dass der Radius der geoditischen Kriimmung 
der Curven r, = Const. auf S, oder der Curven rv, = Const. auf 
S, (bis auf das Vorzeichen) durch die Differenz r,—~yv, der 
Hauptkriimmungsradien der Evolventenfliche gegeben ist. 


§ 126. Evolventen- und Evolutenmittelfliche nach Ribaucour. 


Im Zusammenhange mit der aus den beiden Mianteln S,, S, be- 
stehenden Hvolutenfliche einer Fliche S wollen wir nun kurz noch 
eine zu S in enger Beziehung stehende Fiche betrachten, deren Unter- 
suchung von Ribaucour herrihrt und die wir mit diesem Mathe- 
matiker als Evolutenmittelflaiche von S bezeichnen wollen. Wir 
betrachten den in der Mitte zwischen den beiden Kriimmungsmittel- 
punkten M,, M, von S gelegenen Punkt M); die Ebene, welche in M, 
auf der Linie M,M, senkrecht errichtet, d.h. durch M) parallel der 
in M an die Evolventenfliche S gelegten Tangentialebene gelegt wird, 
heisse Mittelebene. Als Evolutenmittelfliche von S werde nun 
die Enveloppe X der Mittelebene bezeichnet. Umgekehrt nennen wir 
S die Evolventenmittelfliche von 2. 

Die Coordinaten des Mittelpunktes M, von M,M, sind offenbar: 
m= — nth 2.& fe yp OG ep 
Wird mit der (algebraische) Abstand der Mittelebene vom Coor- 

dinatenanfangspunkt bezeichnet, so ist daher: 


aa Ae A ae : 
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Die Summe S Xz stellt nun den Abstand des Coordinatenanfangs- 
punktes von der Tangentialebene der Evolventenfliche S dar. Bezeich- 
nen wir diesen Abstand mit W, so haben wir demnach: 


os We 
2 


Nun ist nach den Weingarten’schen Gleichungen in Hbenencoordinaten 
(§ 72, (86), 5. 141): 

SED _W+ SAW, 
wo der zweite Differentialparameter A,’ W beziiglich des Linienelements 
der Bildkugel von S berechnet ist*). Daraus aber folgt: 


(13) a= — tA, W. 


Durch diese Gleichung, die fiir jedes beliebige System von Para- 
meterlinien gilt, wird offenbar die Aufgabe gelést: Zu einer gegebenen 
Evolventenfliche die HEvolutenmittelflaiche zu finden. Da 
nimlich W bekannt ist, so lisst sich aus (13) @ berechnen und dann 
durch die Gleichungen (34), § 72, 8. 140 (wo @ fiir W zu setzen ist), 
die Evolutenmittelflache & bestimmen. 

Die umgekehrte Aufgabe: Fiir eine gegebene Fliche 2 die- 
jenigen Flachen zu finden, deren Hvolutenmittelflache & ist, 
lisst sich mit Hilfe der Gleichung (13) auf eine bekannte Aufgabe der 
Analysis zurtickfiihren. Wird namlich auf 2 ein beliebiges Coordina- 
tensystem (w, v) gewaihlt, so kennen wir als Function von w und 
v und miissen W aus der partiellen Differentialgleichung: 


(14) A, W = — 20 
bestimmen. Jede Lésung derselben giebt offenbar eine Lésung der ee- 
stellten Aufgabe. Ist insbesondere eine der Evolventenmittelflichen 
bekannt, z. B. diejenige, welche der Lésung W, von (14) entspricht, 
und wird 

W=WwW,+28 
gesetzt, so ist die Bestimmung der anderen Evolventenmittelflachen 
auf die Integration der Gleichung: 


(d4*) AR = 0 
zuriickeefiihrt. 


*) Man beachte, dass sich S und X Punkt fiir Punkt infolge der Parallelitit 
der Tangentialebenen entsprechen und dass daher das Linienelement der Bildkugel 
fiir S und 2 das gleiche ist. 
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Man braucht nur als Coordinatensystem (u,v) ein solches zu 
wihlen, dem auf der Kugel ein isothermes System entspricht, um die 
Gleichungen (14), (14*) in die aus der Analysis wohlbekannten Ge- 


stalten : 
07 W ow : 
(15) i alam f(u, »), 


wo 7 eine bekannte Function von w, v ist, bezw. 
a OW , ew _ 
(15*) ae. “gh ans 
m bringen, nach §. 72 u. 67. 
Wenn sich die Evolutenmittelflache auf einen Punkt reduciert, so 


sind die Evolventenflichen die von Appell*) untersuchten Flichen, bei 


denen die Mittelebenen durch einen Punkt gehen. Sie entsprechen den 
Lésungen der Gleichung (15*). 


§ 127. W-Flachen, deren Hauptkriimmungsradien durch eine 
Gleichung verbunden sind. 


Wir wollen nun die allgemeinen Sitze tiber Evolutenflichen auf 
eine wichtige Klasse von Flichen anwenden, auf diejenigen nimlich, 
deren Hauptkriimmungsradien r,, 7, durch eine Gleichung: 

P11, %) = 9 
mit einander verbunden sind. Der Ktirze wegen bezeichnen wir 
jede Flache dieser Art als eine W-Fliache. 

Auf die W-Flichen werden wir sofort bei der Untersuchung der 
folgenden Frage gefiihrt: Wir ordnen zunachst die Punkte der beiden 
Mintel S,, S, der Hvolutenfliche einander so zu, wie es sich aus 
ihrer geometrischen Construction von selbst ergiebt, d. h. wir ordnen 


*) American Journal of Mathematics, 10. Bd. In demselben Bande hat 
Goursat die allgemeinen Flichen untersucht, die in unseren Bezeichnungen die 
durch die Gleichung: 

r +r, =nW (n = Const.) 
ausgedriickte Higenschaft besitzen. Ihre Bestimmung hiingt von der Gleichung: 
A,’ W = (n — 2) W 
ab. Die Gleichung (13) wird fiir diese Flaichen: 
n — 2 
2 

und beweist, dass die Evolutenmittelflache einer Goursat’schen Flache wieder 
eine der urspriinglichen iihnliche und zu ihr éhnlich gelegene Goursat’sche Fliche ist. 

Es ist dieses offenbar eine charakteristische Kigenschaft der Goursat’schen 
Fliichen., 


Bianchi, Differentialgeometrie, 16 


W 


0=>— — 
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jedem ersten Hauptkriimmungsmittelpunkt M, der Evolventenfliche den 
zweiten Hauptkriimmungsmittelpunkt M, zu. Dann fragen wir: Wann 
tritt der Fall ein, dass sich auf den beiden Minteln der Kvo- 
lutenfliche die Haupttangentencurven entsprechen? Dazu ist 
notwendig und hinreichend, dass die Coefficienten der zweiten Grund- 
form von S, denjenigen der zweiten Grundform von S, proportional sind. 
Nun ergiebt sich aus den Gleichungen (11) fiir S,: 
D8 DD = ae oo :0:— Gr? = 


und daher fiir S, entsprechend: 
, ' 9 Or 3 OF, 
D, : D,’: D,"= Er? ot: 0:— Gr," .. 


Die gestellte Bedingung hat also die Beziehung: 


Oh OF; 

du ov 0 
Di elon 

Ou Ov | 


mur Folge, die besagt, dass 7, und r, durch eine Gleichung verkniipft 
sind. Wir haben also den Satz von Ribaucour: Die notwendige 
und hinreichende Bedingung dafiir, dass sich auf den beiden 
Manteln der Hvolutenfliche die Haupttangentencurven ent- 
sprechen, ist, dass die Evolventenflache eine W-Flache ist. 

Hs leuchtet ein, dass man, anstatt vom Entsprechen der Haupt- 
tangentencurven auf S,, S, zu reden, auch sagen kann, jedem con- 
jugierten System auf S, entspricht ein ebensolches auf S,. Auf diese 
Weise wird dem Begriff des Entsprechens auch dann eine reelle Fas- 
sung gegeben, wenn die Haupttangentencurven auf S,, S, imaginir sind. 
Auch mag noch bemerkt werden, dass, da auf den beiden Manteln 
S,, S, den Kriimmungslinien der Evolventenflache, wie beschaffen sie 
auch sein mag, zwei conjugierte Systeme entsprechen, nur die Bedin- 
gung gestellt zu werden braucht, dass noch einem anderen conjugierten 
System auf S, wieder ein conjugiertes System auf S, entsprechen soll, 
damit der soeben betrachtete Fall des Entsprechens vorliege*), 

Tritt nun noch die weitere Bedingung hinzu, dass den Haupt- 
tangentencurven der beiden Mantel einer Evolutenfliche die Haupt- 
tangentencurven der Kvolventenflache entsprechen sollen, deren Diffe- 
rentialgleichung nach 8. 102 u. 109 


*) Es brancht nimlich nur auf die beiden zweiten Grundformen von S,, 9, 
das Ergebnis in § 31, 8.58, angewandt zu werden. (Vel. auch 8. 119, zweite 
Anmerkung.) 
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du i ~ ae a=) 


ist, so ergeben sich sofort die beiden Bedingungen: 


O(T, Te O(r, 7 

es ) =0, ae er 0, 
woraus der Satz folet: Bei den Evolutenflaichen der Flachen 
von constantem Kriimmungsmass, und nur bei diesen, ent- 
sprechen den Haupttangentencurven der Evolventenfliche 
die Haupttangentencurven auf den beiden Mianteln der Evo- 
lutenfliche. 

Wir bemerken endlich, dass die Gleichungen (12), (12*), auf die 

Kriimmungsmasse der beiden Mantel der Evolutenfliche einer W-Fliche 
angewandt, geben: 


( 1 dr, 

eed ena des alle: 
(16) (r, is 1s) nb 
K,=— + is 


(ry, — 12)? dr, 
Hieraus folgt somit der bemerkenswerte Satz von Halphen, der in 
der Gleichung: 


(17) Kes 


gam Ausdruck kommt. 


1 


aon 


§ 128. Satz von Ribaucour iiber das Entsprechen der Kriimmungs- 
linien auf den beiden Manteln der Evolutenflaiche. 


Hin anderer Satz von Ribaucour lasst sich auf einfache Weise 
aus unseren allgemeinen Gleichungen ableiten. Dieser Satz bezieht 
sich auf den Fall, dass sich die Krimmungslinien auf den beiden 
Manteln der Evolutenfliche einer Flache entsprechen. Die Differential- 
gleichung der Kriimmungslinien auf dem ersten Mantel, nimlich: 


E,du+ F,dv F,du+ G,dv 
D,du+ D/dv D,du-+ D,"dv 


) 


lautet, mit Benutzung der Gleichungen (9) und ce entwickelt: 


(ia) Br 53 oo du + | BG(,—r,)'+ Gr? (2) + Bra ae andat 
i Gr A a en dv 2 (0). 


Als Differentialgleichung der Kriimmungslinien auf ian ante Mantel 


S, ergiebt sich ebenso: 
16* 
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OM, a6 Or, O's 
(18*) Er, se - du? + | EC G(r,— 1)? + En, 2(or) + Gr? a | dude + 
+ Gry? Fi 2 dy? — 0. 


Sollen sich die Kriimmungslinien auf beiden Mianteln entsprechen, so 
miissen die beiden Gleichungen (18), (18*) tibereinstimmen, was sofort 
die Bedingungen: 

or, Oty? OTA Mon, 

OU 1 HOU oD emeee 


oder: 7, — 7, = Const. liefert. Also: Nur fiir die beiden Mintel 
der Evolutenflichen derjenigen W-F lichen, deren Hauptkrtim- 
mungsradien durch die Bedingung: 


r, =H (h = Const.) 


eT 


verknipft sind, trifft es zu, dass sich die Krtiimmungslinien 
entsprechen. Die Gleichungen (16) lassen ausserdem erkennen, dass 
in diesem Falle die beiden Mantel der Evolutenflaiche Flachen 
von emai negativen constanten Kriimmungsmass, nimlich 


= — S sind) 


Wir folgern hieraus, dass sich im vorliegenden Falle auch die 
Haupttangentencurven auf den beiden Manteln entsprechen, und ferner 
dass die entsprechenden Bogen solcher Haupttangentencurven 
einander gleich sind. In der That haben wir nach Gleichung (9*): 


# s 
ds? = dr, + Fe (7, — 7)" du’, 
2 
ds,* = dr,? + PG — 7, dv’; 
2 2 722 1 } 


und da dr,?—=dr,? und ausserdem lings der Haupttangentencurven 
(§ 127, S. 242) 
Erde = Grav" 
ist, so folet wirklich: 
Ws; as," 


Diese letzte Bemerkung riihrt von Lie her. Die soeben abgelei- 
teten eleganten KigenSthaften sind emer wichtigen Veralleemeinerung 
fahig, die wir in der Folge zur Kenntnis bringen werden. 


*) Die Gleichungen (16) zeigen auch, dass nur bei den Evolutenfliichen der 
Plichen: 7, —r, = Const. und der Minimalfliichen die Kriimmungsmasse der beiden 
Mintel in entsprechenden Punkten gleich sind, 


§ 129. Lies Satz tiber die Kriimmungslinien der W-Flichen. DAH 


§ 129. Lies Satz iiber die Bestimmung der Kriimmungslinien 
der W-Flichen mittels Quadraturen. 


Lie hat bemerkt, dass auf jeder W-Flache die Kriimmungs- 
linien mittels Quadraturen bestimmt werden kénnen. Den 
Lie’schen Beweis werden wir spiiter geben; hier wenden wir uns zum 
analytischen Beweise von Weingarten. Wir erinnern zu diesem 
Zwecke daran, dass sich die Differentialgleichung der Kriimmungslinien 
einer Fliche S ergiebt, wenn die quadratische Covariante der beiden 
Grundformen, nimlich: 

si 1 Edu + Fdv Fdu + Gdv | 

UT ECS | Dit + D'dv D'du+ D’dv”’ 
gleich Null gesetzt wird (8.99). Bezeichnen wir mit K, die Kriimmung 
dieser Differentialform und wihlen wir zu ihrer Berechnung die Kriim- 
mungslinien als Parameterlinien, indem wir nach (23) u. (24), 8. 134, 


Merete. [Poe ON Ga gr2, i, 
D=—er,, D=0, D’=—gnr; 


setzen, so erhalten wir: 
v = Veg (r, — 7) dudo, 
demnach (§ 29, 8S. 53, Gleichung ([V)): 


Peas Sol (eese Blog V9 | 0? log (r =e 
YG — 1) Vegh dwar euov Oudv 
Nun ist aber infolge der Gleichungen (4), § 123, 8S. 235: 
Ore 
O*logVe 2 dv 
Ouov Our, —T,’ 
On, 
6? log Vy 0. Ou 
Oudv 60 %—t 
und daher: 
| Ope OEE 
1 Ow dv 
8 ae Veg (rt, — 7%)? | Or, Ore 


ou ov 


Also nach 8. 242: Fiir die W-Flachen, und nur fiir diese, hat die 
Form w# die Kriimmung Null. Der obige Satz von Lie folgt nun- 
mehr aus § 29, 8. 54, sofort, da die Form w offenbar indefinit ist. 
Beziiglich der Haupttangentencurven einer W-Flache ist ein ent- 
sprechender Satz nicht bekannt, ausser in den beiden besonders inter- 
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essanten Fallen der Minimalflichen und der pseudosphirischen Flachen. 
Fiir die ersteren besitzt die zweite (indefinite) Grundform: 

Dd? + 2D'dudv + D’ dv? 
die Kriimmung Null, und fir die letzteren wird diese Grundform, mit 
(r, — 7) multipliciert, ebenfalls eine Form von der Kriimmung Null 
(vel. § 66, 67). Daraus folgt dann, dass sich ihre Haupttangenten- 
curven mittels Quadraturen ergeben. 


§ 130. Weingartens Satz tiber die Abwickelbarkeit der beiden 
Mantel der Evolutenflache auf Rotationsflachen. 


Die wichtigste und fruchtbarste Higenschaft der W-Flachen ist 
diejenige, welche sich in dem schénen Satze von Weingarten ausspricht: 

A) Jeder Mantel der Evolutenfliche einer W-Flache ist 
auf eine Rotationsfliche abwickelbar, deren Bestimmung 
lediglich von der Gleichung abhangt, welche die Haupt- 
kriimmungsradien r,, r, der Evolventenflache W mit ein- 
ander verbindet. 

Der Beweis ergiebt sich unmittelbar aus den grundlegenden Ent- 
wickelungen der Paragraphen 124 und 125. Es sind namlich auf dem 
ersten Mantel S, die Curven 7, = Const. geoditisch parallel (S. ee 
und da der Radius ihrer geodatischen Kriimmung, 


a een 

eine Function von 7, allein ist, so besitzen sie auch constante geoda- 
tische Kriimmung. Also ist S, auf eine Rotationsflache abwickelbar 
(§ 101, S. 195). 

Da ferner die Function 

fr) =" —% 

lediglich von der Gleichung abhingt, die 7, und r, mit einander ver- 
bindet, so ist auch der zweite Teil des Satzes einleuchtend. 

Direct ergiebt sich der Satz aus der Gleichung (9*), § 124, S. 236: 


ds = dr? + E(1— ") dw’. 
Berechnen wir namlich 


0 log [ EH (1 — a) ] eee | ar, 
7 ne ig he %o/ 1 Ae log VE 1 Ee = is dr, 
or, ov Or, "St, 


mit Beriicksichtigung der ersten der Gleichungen (1), 8. 234, so er- 
halten wir: 
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0 log [YE (1 = )] , 


2 


Also ist: 


Wenn wir noch w durch di) on” du ersetzen, so ergiebt sich demnach 
der Satz: 

Das Quadrat des Linienelements auf dem ersten Mantel S, 
der Evolutenfliche einer W-Flache ist durch den Ausdruck: 


| af A 
(19) ds? =dr +ev * "du? 
gegeben. Ks ist klar, dass der zweite Mantel S, der Evolutentfliche 


auf eine Rotationsfliche abwickelbar ist, deren Linienelement-Quadrat 
durch 


ff ars 
(19%) ds? = dr? +e? "™—" dv? 
gegeben ist. 

Aus dem eben bewiesenen Satze von Weingarten kénnen wir in 
der Weise, wie es Lie gethan hat, wieder den Satz in § 129 ableiten. 
Wir kennen namlich auf S$, unmittelbar die Curven 7, = Const.; 
mittels einer Quadratur (§ 39, 8. 74) ergeben sich die orthogonalen 
Trajectorien, denen auf der Evolventen-W-Flache die Kriimmungslinien 
des ersten Systems entsprechen. Ahnliches gilt fiir diejenigen des zweiten 


Systems. 


§ 151. Beltramis Satz iiber die Normalensysteme von Flachen, 
die zugleich Flachen berihren. 


Wie Weingarten selbst gezeigt hat, ist neben Satz A) auch die 
Umkehrung desselben richtig, bis auf einen Ausnahmefall, auf den wir 
spater zuriickkommen werden. Zum Beweise stellen wir die folgenden 
von Beltrami herriihrenden geometrischen Ueberlegungen an”): 

Auf einer beliebigen Flache S nehmen wir eine Schar von oo? 
Curven g an und betrachten das von den Tangenten der Curven ge- 
bildete Strahlensystem. Damit diese Strahlen die Normalen einer 
Flache & seien, ist notwendig, dass die Curven g geoditische Linien 
sind, da einer der Mantel der Evolutenflache von & dann eben die 


*) Ricerche di analisi applicata alla’ geometria. (Giornale di Matematiche, 
2 3. Bd) 
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Flache § ist (8.233). Wir wollen nun beweisen, dass diese Bedingung 
auch hinreichend ist. Es seien die Curven g geodatische Linien und 
t eine ihrer orthogonalen Trajectorien. Wir betrachten die cot Evol- 
venten CO der Curven’g, die von ¢ ausgehen. Der Ort dieser Evolventen 
CQ ist nun eine Flache 2, welche die Tangenten der Curve g zu Nor- 
malen hat. In der That, ist MJP ein Stiick einer der Tangenten, das 
zwischen dem Beriihrungpunkt IZ mit einer geoditischen Linie gy und dem 
Schnittpunkt P mit Y liegt, so ist es auch in P normal zur Evolvente C. 
Lassen wir M lings einer Orthogonaltrajectorie ¢’ der Curven g wan- 
dern, so bleibt MP bestindig gleich dem zwischen ¢ und ¢’ liegen- 
den Bogen der Curven g, und daher ist auch der Ort der Endpunkte 
P auf XY in P normal zu MP. Da also die Tangente MP in P 
Normale zweier verschiedener von P ausgehender Curven auf 2 ist, so 
ist sie auch Normale von 2, was zu beweisen war. 

Wir haben also das Ergebnis: Die notwendige und hinrei- 
echende Bedingung dafiir, dass eine Schar von oo? Tangenten 
einer Flaiche S das Normalensystem. einer und daher unend- 
lich vieler (paralleler) Flachen 2 bildet, ist, dass die auf § 
von diesen Geraden umhiillten Curven geoditische Linien sind. 

Offenbar ist S ein Mantel der Evolutenfliiche einer Fliche 4, und 
einer der Hauptkrttimmungsradien von & ist gleich dem Bogen der geodati- 
schen Linien g, gerechnet von einer festen orthogonalen Trajectorie ¢. 
Der zweite Mantel S’ der Evolutenflache von 2 heisse die Ergin- 
zungsfliche zu S beziiglich der geodiitischen Linien g. Dieselbe 
kann auch als der Ort der Mittelpunkte der geodatischen. Kriimmung 
der zu den Curven g orthogonalen Trajectorien ¢’ definiert werden (8. 238). 


§ 132. Beweis der Umkehrung des Weingarten’schen Satzes. 


Wir kénnen nun die Umkehrung des Weingarten’schen Satzes 
leicht beweisen. Hs sei nimlich S eine auf eine Rotationsflache ab- 
wickelbare Flache, und wir nehmen an, die geodiatischen Linien g, 
die bei der Mae wOL Ae in die We xvas tibergehen, seien 
keine geraden Linien, Die oo? Tangenten der Curven g sind dann 
nach dem Vorstehenden die Normalen einer Fliche ©. Wenn wir mit 


ds* = du? + g*(u)dv? 
das Quadrat des Linienelements von S, bezogen auf die geoditischen 
Linien g oder v= Const. und auf ihre orthogonalen Trajectorien, und 


mit 7,, 7, die Hauptkriimmungsradien der Evolventenflache bezeichnen, 
so haben wir nun: 
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r, =u + Const., 

also nach (19), 8. 247: 
Lee 

ima 2 g (u) 
Es sind daher r, und r, durch eine Gleichung verbunden, deren Natur 
ledighch von der Beschaffenheit der Function g, d. h. von der Rota- 
tionsfliche abhingig ist, auf welche die Flache S abwickelbar ist. S ist 
also Evolutenfliiche einer W-Fliche. 

Der ausgeschlossene Fall kann in der That eintreten, und die Unter- 
suchungen des Kapitels VIII (§ 119—121) iiber die Linienflachen er- 
ledigen ihn vollstindig. Wenn nimlich die geoditischen Linien g, die 
Biegungscurven der Meridane, Gerade sind, so ist die Flache der Ort der 
Binormalen einer Curve constanter Torsion, und die Rotationsfliche, 
auf die sie abwickelbar ist, das Catenoid (§ 105, 8S. 202). Wir 
kénnen also die Umkehrung des Weingarten’schen Satzes folgender- 


massen aussprechen: 

B) Mit Ausnahme der Linienflachen, welche die Orter 
der Binormalen der Curven mit constanter Torsion (und also 
auf das Catenoid abwickelbar sind), kann jede andere auf 
eine Rotationsfliche abwickelbare Flaiche als der eine Mantel 
der Evolutenfliche einer W-Fliche aufgefasst werden. 


§ 133. Besondere Formen des Linienelements auf der Kugel, die 
den W-Flachen entsprechen. 


Die in den vorstehenden Paragraphen abgeleiteten Siatze lassen 
erkennen, dass die beiden Aufgaben, alle Biegungsflachen der Rotations- 
flachen zu finden bezw. die W-Flichen zu bestimmen, vollkommen 
gleichbedeutend sind. Letztere Aufgabe kann nun wieder, wie Wein- 
garten gezeigt hat, auf die Bestimmung derjenigen besonderen Systeme 
von orthogonalen Curven auf der Kugel zurtickgeftihrt werden, fiir 
die das Quadrat des Linienelements die Form: 

ds" = edu? + gdv’, 
wo g eine Function von e allein ist, annimmt. 

Zum Beweise berticksichtigen wir, dass sich die Gleichungen (4) 
in § 123 fiir den Fall, dass die Fliche zur Gattung der W-Flachen 
gehért, folgendermassen schreiben lassen: 


d@logVe a dr. 
BU a. 1 OV, ira, 


e log Vg Cb | spake 


ou Ou) re" 
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Wenn wir nun integrieren und die Parameter wu, v durch passende 
andere ersetzen, kénnen wir 


f. ars J: dry 

(20) Vee 7 eee 

machen. Es ergiebt sich demnach eine der beiden Gréssen e, g als 
eine Function der anderen. 

Es ist zweckmissig, die Integralzeichen aus diesen Gleichungen zu 

eliminieren. Dazu setzen wir, angenommen, dass r, und also auch 


Ve nicht constant. ist, 
Vemt; 
a? 
dann sind Vg, 7,, 7, Functionen von «. Die erste der Gleichungen 
(20) giebt: 


dr ad aa 
1, =, — 0 a2 » also: a = — ot , 
und die zweite: 
— 1 
Vg = dr, 
da 
Setzen wir 
Uy O(a), 


so folgt daraus: 
, ar 1 
r, = 8(a) — aB'(a), VI=3—0' 
Wir kénnen demnach unser Ergebnis so fassen: 

C) Wenn eine W-Flache nach der Gaussischen Methode 
auf die Kugel abgebildet wird, so kénnen die Parameter uw, v 
ihrer Kriimmungslinien so gewaihlt werden, dass das Quadrat 
des Linienelements der Kugel die Form: 

ie du? dv? 
(21) OS ae F2(@) 
annimmt, wo @ eine Function von wu und v ist und die Haupt- 
krimmungsradien 7,,7, der W-Fliche durch die Gleichungen: 
(22) y= 9), 7 = O(a) — a" (a) 
gegeben sind. 

Es gilt nun auch der umgekehrte Satz: 

C*) Wenn das Linienelement-Quadrat (21) zur Kugel vom 
Radius Kins gehért, so giebt es eine zugehérige W-Flache, 
die auf die Kugel abgebildet das sphirische System (w, v) zu 
Bildern der Kriimmungslinien hat und deren Hauptkriimmungs- 
radien durch die Gleichungen (22) gegeben sind. 
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Dieses folgt unmittelbar daraus, dass dann die Grundgleichungen 
(4), 8. 235, erfiillt sind. 

Wir fiigen noch hinzu, dass sich, wenn X, Y, Z als Functionen 
von w« und w bekannt sind, die W-Fliche mittels Quadraturen durch 
die Gleichungen ergiebt (vgl. (3), 8. 235): 


x =| (r du + 7, i dv), y =| (r ie ee du + ee “a5 * dv), 


z = (v4 (r, ce du + 7, oF ao). 

Verfahren wir mit den Gleichungen (1), S. 234, in derselben Weise 
wie soeben mit den Gleichungen (4), so erhalten wir die folgenden 
Sitze, die wir nur anfiihren wollen: 

D) Das Quadrat des Linienelements einer W-Fliche, be- 
zogen auf die Kriimmungslinien (wu, v), kann auf die Form: 
(23) ds? Bee. dv? 

pr sR) 
gebracht werden, wo # eine Function von w und v ist. Die 
Hauptkriimmungsradien der W-Flache sind dann durch die 
Gleichungen: 


(24) = 98) 7 = 96) — 898) 
gegeben. 


D*) Wenn das Linienelement-Quadrat (23) so beschaffen 
ist, dass sich fiir seine Kriimmung der Wert: 
K = &(6)[9(6) — 6#'(B)| 
ergiebt, so gehért es zu einer W-Fliche, deren Hauptkriim- 
mungsradien durch die Gleichungen (24) gegeben sind. 
In der That sind dann die Gaussische Gleichung und die Codazzi- 
schen Gleichungen erfiillt. 


§ 1384. Anwendung auf die Bestimmung der Minimalflachen: 
r, +7,=0 und der Weingarten’schen Flichen: 2(7,—7,) = 
= sin 2(r, + 7). 

In der Anwendung der vorstehenden Ergebnisse, insbesondere der 
Satze C) und C*), beschrinken wir uns vorliufig auf zwei Falle, in 
denen mittels Quadraturen die vollstindige Klasse von W-Flachen, 
deren Hauptkriimmungsradien durch eine gegebene Gleichung verbun- 
den sind, also auch nach dem Weingarten’schen Satze die vollstandige 
Klasse von Flachen, die auf eine gegebene Rotationsfliche abwickelbar 
sind, bestimmt werden kann. 


52 Kap. 9. Evolutenfliiche und Weingarten’scher Satz. 


6 
ae 


Der erste Fall ist derjenige, in dem das System (w, v), fiir welches 
das Quadrat des Linienelements der Kugel die Form (21) annimmt, ein 
isothermes ist. Dann kann man einfach 

, Ce 
O(a)=a, @)=_ 


setzen, sodass man nach (22) erhilt: 


Lo 
bo 


ro| 8 


Us — 
9? UG a 


i= 

Die entsprechenden Flichen sind ausschliesslich Minimalflachen und 
zwar alle Minimalflichen und ergeben sich mittels Quadraturen. Da 
das Catenoid eine Rotationsminimalfliche ist, so sind die Evolutenflichen 
der Minimalflichen auf die Evolutenflache des Catenoids, d. h. auf die- 
jenige Rotationsfliche abwickelbar, welche die Evolute der Kettenlinie 
zur Meridiancurve und die Leitlinie zur Drehaxe hat*). Von diesen 
Rotationsflaichen kénnen wir also mittels Quadraturen alle Biegungs- 
flachen erhalten. 

Hin zweiter Fall ergiebt sich aus den Siatzen in § 83, 8. 164, 
iiber die geoditischen Ellipsen und Hyperbeln. 

Wir kénnen nimlich das’ Quadrat des Linienelements der Kugel 
in der allgemeinsten Weise auf die Form: 
(25) FSA ta ies ea 


3 (9) 
sin* > cos? = 


die ja zum Typus (21) gehért, bringen, wenn wir in (21) 
@ 


a=sin>, &(«) = cos 5 


2 
setzen, woraus 


B® (a)da = ee do, 
(a) _® a ae @ 


folet. Die Gleichungen (22) geben dann: 
(26) - __ @-+ sin® __ o— sno 
= 


? VY 4 


und als Gleichung, welche die Hauptkriimmungsradien der entsprechen- 


den W-Flaiche verbindet: 
(27) 2(7, — 7,) = sin 2(r, + 7,). 


Wir kénnen demnach mittels Quadraturen auch die vollstiindige Klasse 


*) Fiir beide Mantel der Evolutenflache einer Minimalflache ergiebt sich aus 
den Gleichungen (19) und (19*): 


ds* = da? + adB*. 
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dieser W-Flichen bestimmen, obgleich die Relation, die hier zwischen 

den Hauptkriimmungsradien besteht, ziemlich verwickelter Art ist. 
Die beiden Mintel der Evolutenfliche dieser W-Fliche haben 

infolge der Gleichungen (19) und (19*), 5. 247, als Linienelement- 


Quadrate: 


ike 
ds = + (sint > da” + 4cos? > du®) 


1 ; 
ds? = va (cost = da* + Asin? 5 dv*); 


sie sind also (da ds, in ds, tibergeht, wenn @ durch x—o und u 
durch v ersetzt wird) auf einander und auf ein und dieselbe Rotations- 
flache abwickelbar. Auch yon dieser speciellen Rotationsfliche kénnen 
wir demnach alle Biegungsflichen durch Quadraturen bestimmen. 

Wir werden auf diese Ergebnisse in einem der nichsten Kapitel 
martickkommen, wenn wir die elegante geometrische Construction von 
Darboux entwickeln, mittels deren man alle W-Flichen der Klasse 
(27) erhilt. 


- § 185. Evolventen- und Erginzungsflaichen der pseudosphirischen 
Flachen. 


Zum Schluss wollen wir aus dem Weingarten’schen Satze einige 
Folgerungen ziehen, welche die pseudosphirischen Flachen betreffen, die 
ja zu den W-Flachen gehéren. 

Alle Evolutenflichen der pseudosphirischen Flachen sind auf ein 
und dieselbe Rotationsfliiche, die Evolutenflache der Pseudosphire, d. h. 
auf das Catenoid, abwickelbar; also: 

Jeder Mantel der Evolutenfliche einer pseudosphiarischen 
Flache ist auf das Catenoid abwickelbar. 

Wir betrachten nun auf einer pseudosphirischen Fliche eins der 
unendlich vielen Systeme von geoditischen Linien v, fiir welche, so- 
bald sie mit den orthogonalen Trajectorien als Parameterlinien gewahlt 
werden, das Quadrat des Linienelements eine der drei Formen vom 
parabolischen, elliptischen oder hyperbolischen Typus annimmt (§ 98, 
8.190): 


2u 
(1) ds? = du? + e*dv’®, 
(ID) ds? = du? + R? sinh? 5 dv, 
(IIT) ds* = du? + cosh? a dv’. 


Jedesmal sind die Tangenten der geodiitischen Linien » die Normalen 
einer (Evolventen-) W-Flache, und wir wollen nun feststellen, durch was 
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fiir eine Gleichung dementsprechend die Hauptkriimmungsradien 7,, 7, 
jeder solchen W-Fliche verbunden sind. Fassen wir die pseudosphi- 
rische Fliche S als den ersten Mantel der Evolutenflache der W-Flache 
auf und vergleichen wir die Ausdriicke (I), (II), (III) fiir das Quadrat 
des Linienelements mit dem Ausdruck (19), 5. 247, indem wir v, statt 
wu setzen: 


I mela 
ds,? == dri? tie" 7 du,7, 
so mtissen wir die beiden Linienelemente einander gleich setzen, also 
u=r,+C, v=dvy, (C,4 = Const.) 


annehmen. Als Relation zwischen 7, und 7, finden wir somit ent- 
sprechend den drei Fallen: 


ce) Y, — r= Rh, 
(II’) 7, — 7, = R tangh ae ? 
(IIL’) 1, — fo = RB cotgh eee 


Der Wert von C in den beiden letzten Gleichungen hingt yon der 
betreffenden speciellen Evolventenfliche 2 ab. Wir fragen nun: Auf 
was fiir Rotationsflichen sind die beztiglichen Hrganzungs- 
flichen von S in den drei Fallen abwickelbar? 

Im ersten Falle ergiebt sich die Antwort sofort aus dem Satze auf 
S. 244; offenbar ist die Hrgiinzungsfliche in diesem Falle wieder eine 
pseudospharische Flache vom Radius R. Diesen wichtigen Satz (aus 
dem in Kapitel XVI Folgerungen werden gezogen werden) kénnen 
wir nach § 125 auch so aussprechen: Der Ort der Mittelpunkte 
der geodatischen Kriimmung einer Schar paralleler Grenz- 
kreise auf einer pseudosphirischen Flache ist wieder eine 
pseudosphiarische Flache. 

Indem wir nun zu den beiden anderen Fiillen iibergehen, sehen 
wir, dass sich fiir das Quadrat des Linienelements des zweiten Mantels 


der Kvolutentlache nach Gleichung (19*), § 180, im Falle (II) 
ds,” = tangh* ie dr? + ———__, 
im Falle (II) 


dy? 
sinh? Saree 


ds? = cotght "ES dy? + 


ergiebt. Die Meridiancurven der zugehdrigen Rotationsfiichen kénnen 
in den beiden Hillen beziiglich durch die Gleichungen: 
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Pei te, #— Blog tang + cone, 


f= oe sp,  2== ft | bog tang - +- cos | 
definiert werden, wo k eine Constante ist. Vergleicht man diese Glei- 
chungen mit den friiheren (§ 99, 5. 191): 


y= Ksing, z= Ri log tang ; + cos @ |, 


so sieht man, dass die erste Curve die Projection der gewéhnlichen 
Tractrix auf eme durch die Asymptote gelegte Ebene ist; wir bezeich- 
nen sie als verkiirzte Tractrix. Die zweite Curve hat dagegen zur 
orthogonalen Projection auf eine durch die Asymptote gelegte Ebene 
die Tractrix selbst und werde als verlingerte Tractrix bezeichnet. 

Also: Die Erganzungsflichen einer pseudosphirischen 
Fliche in den drei Fallen (J), (IJ), CII) sind auf Rotations- 
flachen abwickelbar, die beziiglich die gewéhnliche, die ver- 
kiirzte oder die verlingerte Tractrix zur Meridiancurve und 
die Asymptote zur Drehaxe haben. 


Kapitel X. 
Strahlensysteme (Congruenzen). 


Strahlensysteme. — Grenzpunkte und Hauptfliichen. — Isotrope Congruenzen von 
Ribaucour. — Abwickelbare Flichen und Brennpunkte des Strahlensystems. — 
Strahlensysteme von Normalen. — Beltrami’scher Satz. — Malus-Dupin’scher Satz. 
— Strahlensysteme mit gegebenem sphirischen Bilde der Hauptfliichen. — Strahlen- 
systeme mit gegebenem sphiirischen Bilde der abwickelbaren Flichen. — Glei- 
chungen, die sich auf die beiden Brennflichen beziehen. — Pseudosphiirische 
Strahlensysteme. — Guichard’sche Strahlensysteme. — Guichard’sche und 
Voss’sche Flichen. 


§ 136. Strahlensysteme. 


Die Theorie, welche wir in dem vorliegenden Kapitel entwickeln 
wollen, hat zum Gegenstande die Systeme von doppelt unendlich vielen 
Geraden, die so im Raume verteilt sind, dass durch jeden Punkt des 
Raumes oder eines gewissen Raumgebiets eine Gerade oder eine end- 
liche Zahl von Geraden des Systems hindurchgeht. Derartige Systeme 
von oo® Geraden (Strahlen) werden kurz als Strahlensysteme oder 
auch als Strahlencongruenzen oder einfach als Congruenzen be- 
zeichnet. Die Gesamtheit der Normalen einer Fliche ist nur ein beson- 
derer Fall eines solehen Systems. 

Diese Theorie, die aus Fragen der geometrischen Optik hervorge- 
gangen ist, hat fiir die Flichenlehre immer mehr an Bedeutung gewon- 
nen, und es scheint nicht zweifelhaft, dass sie in Zukunft noch viel 
mehr zu den Fortschritten der Geometrie beizutragen bestimmt ist. 

Wir werden hier, im Anschluss besonders an die classische Arbeit 
von Kummer*), die Grundlagen der Theorie entwickeln und in diesem 
und den folgenden Kapiteln die hauptsichlichsten Anwendungen geben. 


*) Allgemeine Theorie der geradlinigen Strahlensysteme. (Crelles Journal, 
Bd, 57.) 
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Wir beschaftigen uns zunichst damit,’das Strahlensystem analytisch 
mi definieren. Zu diesem Zwecke schneiden wir das ganze Strahlen- 
system durch eine Flache S und betrachten fiir jeden Strahl des Systems 
denjenigen Punkt, in welchem (oder einen von denjenigen Punkten, in 
welchen) er von S geschnitten wird, als Anfangspunkt. Die Fliche S 
beziehen wir auf ein krummliniges Coordinatensystem (uw, v) und 
definieren das Strahlensystem analytisch in der Weise, dass wir die 
Coordinaten x, y, 2 des Anfangspunktes und die Richtungscosinus des 
Strahles, die wir mit 

{ eg VAL 

bezeichnen, als Functionen von w und v ausdriicken. 

Von den Functionen x, y, 2 setzen wir voraus, dass sie samt 
ihren partiellen Differentialquotienten endlich und stetig seien. 

Ziehen wir durch den Mittelpunkt der Kugel: 


o+y tem 

den Radius parallel der positiven Richtung des Strahles des Systems, 
so sind X, Y, Z die Coordinaten seines Endpunktes M,. Diesen 
Punkt betrachten wir als das sphirische Bild der Geraden (uw, v) des 
Strahlensystems. Durchliuft die Gerade (uw, v) das System, so beschreibt 
der Punkt WM, das sphirische Bild des Strahlensystems. 

Die Coordinaten &, 7, § jedes Punktes P auf dem Strahl (wu, v) 
sind durch die Gleichungen: 


(1) E— He tX, ney ty, f= 2+ tZ 
gegeben, wo ¢ die Abscisse des Punktes P auf dem Strahl ist und 
vom Anfangspunkte P, oder (%, y, 2) ab gerechnet wird. 


? 


§ 137. Formeln fiir Strahlensysteme. 


Mit Kummer fiihren wir die folgenden Fundamentalfunctionen ein: 


® WE-2 Yee—-1, Vey =« 


OX Ox OX Ox ; OX 0x , 
— A past) Seema a 


Q» ee ede ines ES eee! 
(3) Ou Ou c Ou Ov I; Ov OU l; 


2 es : 
dv bv 7? 


mit Hilfe deren sich die beiden quadratischen Differentialformen aus- 
driicken: 


(4) ds,? = dX? = Edu? + 2Fdudv + G de’, 
(5) >, dX =edw + (f+ f')dudv + gdv’, 


die wir die beiden Grundformen nennen. Die erste stellt das Quadrat 


Bianchi, Differentialgoometrie, 17 
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des Linienelements des sphirischen Bildes dar; offenbar giebt ds, auch 
den unendlich kleinen Winkel zwischen zwei auf einander folgenden 


Erzeugenden (w, v), (w+ du, v + dv) an. 


Wir bezeichnen ferner mit dp die unendlich kleine Lange des 
kleinsten Abstands des Strahles (w, v) von dem unendlich benachbarten 
Strahl, mit cosa, cosb, cose die Richtungscosinus dieses kleinsten Ab- 


stands und endlich mit + den Wert der Abscisse ¢ im Fusspu 
dp auf dem Strahl (w, v) und haben dann: 


cosa: cosh: cose = (YdZ— Zd Y): (ZdX — XdZ) : (Xd Y — 


OZ oY OZ oY 7 
a (x ae oa) du (7? ee oe) uo 


We >a Gee ee a 


(x2 — 2) au (xX 9 


nkt von 


YaX), 


Wegen der Identititen in § 68 (S. 131, 3. Anm.) kann man schreiben: 


cos : cosb : cose = |( BOX — Fh *) au — (@4% — 9S) ao) 
iy 
oY oY oY i 
|(z ay o) au — (@ 2 — FD) ar]: 
Zi OZ aZ a 
und daraus folgt: 
if ox Ox Ox ox 
Bares (Boo —F5a) 4 w+ (PEC) av 
| VEG —F® Edu? + 2Fdudv + Gdv 
: (BaF p,) a+ (PE 65a) a0 
(6) iyoaee = g ¢ —) 
VEG— F? VEdu? + 2Fdudv + Gdv? 
OZ OZ OZ 
ee . ees bu) ut (PG, — OGG) ae 
VEG— F? VEdw + 2Fdudv + Gdv® 
Nun ist: 


dp = >'00s a ae 


oder infolge obiger Gleichungen: 
»* 1 Edu + Fdv Fdu+ Gdv 
VEG— F* ds, | edu+fduv f'du + gdv 
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Da r die Abscisse des Fusspunktes von dp auf dem Strahl (w, v) 
ist, so folgt, wenn ¢ diejenige des Fusspunktes auf dem Strahl 
(u+ du, v+dv) bedeutet: 


x+rX + dpcosa=a+dxa+ t(X + dX) 
nebst entsprechenden Gleichungen in y, z oder: 
rX + dp cosa=dxz-+t(X+dX), 
r¥ + dpcosh=dy+t(Y+dyY), 
rZ+dpcose=dze+t(Z +dZ). 
Diese Gleichungen geben, der Reihe nach mit X, Y, Z multipliciert 


und dann addiert: 
‘=r —> Xdzx, 


d. h. ¢ unterscheidet sich, wie es auch natiirlich ist, unendlich wenig 
von ry. Wenn wir die Gleichungen dagegen mit dX, dY, dZ mul- 
tiplicieren und dann addieren, so erhalten wir: 


> dadX + (r — >) Xdz) > 2G ii) 


Also ist mit Vernachlassigung der unendlich kleinen Glieder hoherer 
Ordnung: 


> d2dX 
eee bee 
dk h. 
(8) a ee edu* sliiah ae ua i EOF 


Edu? + 2F dudv + Gdv? 


§ 138. Grenzpunkte und Hauptebenen. 


Die soeben abgeleiteten Gleichungen fiihren zu bemerkenswerten 
Folgerungen, zu denen wir am einfachsten dadurch gelangen, dass wir 
eine geeignete Transformation der krummlinigen Coordinaten (u,v) vor- 
nehmen. Hierzu schliessen wir zunichst den Fall aus, dass die beiden 
Grundformen (4) und (5) einander proportionale Coefficienten besitzen, 
d. h. dass die Proportion: 


HG, ==.e.: ely, 


bestehe. Dann kann mittels einer bestimmten reellen Transformation 
der Coordinaten u, v gleichzeitig (§ 31, S. 58) 
F=0, f+f'=0 
gemacht werden. 
Angenommen, diese Transformation ware ausgeftihrt, so wird die 
Gleichung (8): 


(8*) pees edu* + gdv? 


Edu? + Gdv? 


ayes? 
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Bezeichnen wir mit 7,, 7, diejenigen Werte von r, welche beztiglich 


dv == 0, du = 0 entsprechen, so erhalten wir: 
€ g 
Vy — E Sh, Us) —— G 9 


wo der getroffenen Annahme zufolge der Fall 7, =, ausgeschlossen 
bleibt. Gleichung (8*) laisst sich dann in der Form: 
Liv, du? 4+- Gr, dv? 


(9) ace Edu? + Gdv? 
schreiben, und wenn z. B. 7, >, vorausgesetzt wird, so ist: 
: . Go, —7,)dv" E(r, — 1)du? 
Peapatas Edu? + Gdv? "2 Edu? + Gdv?’ 
woraus 
iy SST 
folet. 


Wir bezeichnen mit Z, bez. LZ, die Fusspunkte der kleinsten Abstainde 
des Strahls (w,v) von den beiden unendlich benachbarten Strahlen 
(u+ du, v), (u, v-+ dv); ihre Abscissen sind 7,, 7. Nach dem 
Obigen fallt der Fusspunkt des kleinsten Abstandes des Strahles (a, v) 
von jedem andern wnendlich nahen Strahl (w + du, v + dv) zwischen 
die Punkte L, und Z,; dieselben werden deshalb Grenzpunkte ge- 
nannt. 

Wenn wir mit 


bez. 


Gosa,, cosb,, cose, 


COS, COSd,, COSG 


die Werte von cos a, cosb, cose in den Grenzpunkten L,, L, bezeich- 
nen, so erhalten wir gemiss den Gleichungen (6): 


fg Oe j 1aG Ll vOF 
cos a = VG Ap ; COs == Vé 7 ? Cos Cy = V@ av ? 
In OX le On 1 OZ 
608 @, = —— —, cosh, = —— —, i Mie 
VE ou VE ou ? VE du 


demnach: 
GOS A, COS dy + cos b, cosb, + cos ¢, cose, = 0. 

Also ergiebt sich der Satz: Die Richtungen der kleinsten Ab- 
stinde des Strahles (w, v) von denjenigen beiden Strahlen 
des Strahlensystems, fiir welche die Fusspunkte dieser Ab- 
stinde in die Grenzpunkte L,, LZ, fallen, stehen auf einander 
senkrecht. 

Hauptebenen des Strahles (w, 7) werden diejenigen Ebenen ge- 
nannt, welche durch diesen Strahl senkrecht zu jenen beiden Minimal- 
abstiinden geleet werden. Der obige Satz lisst sich dann auch so aus- 
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sprechen: Die beiden Hauptebenen eines jeden Strahles stehen 
auf einander senkrecht. 

Wir k6nnen nun die Gleichung () in einer anderen Form schrei- 
ben, wenn wir den Winkel @ einfiihren, den der kleinste Abstand dp 
des Strahles (wu, v) vom Strahl (w+ du, v-+ dv) mit dem auf den 
Grenzpunkt L, beziiglichen Abstand dp, bildet. Wir haben nimlich: 


EH du 
cos @ == 2) cosa cosa, = nied Se ae ; 
VEduv + Gav? 
o Edu? obi Gdv? 
cos’ @ == sin? @ == 


Edu? + G dv?’ Edu? + Gdv? 


Somit entsteht aus (9) die Hamilton’sche Gleichung: 


(10) r=~r, cos? + 7, sin’ o. 


§ 139. Isotrope Congruenzen von Ribaucour. Hauptflachen. 


Wir untersuchen nun den Ausnahmefall: 
ef tL gE: F: Ge. 


Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen bleiben auch dann noch 
giiltig, mit dem einzigen Unterschiede, dass die dort ,vorgenommene 
Transformation hier auf unendlich viele Weisen méglich ist. Da sich 
rm, =7, ergiebt, fallen die Grenzpunkte Z,, L, auf jedem Strahl in 
einen einzigen Punkt zusammen, und in denselben Punkt fallen auch 
die F'usspunkte aller Minimalabstiinde des Strahles von den unendlich 
benachbarten Strahlen. Diese merkwiirdigen Strahlensysteme sind zu- 
erst von Ribaucour untersucht worden, der ihnen den Namen iso- 
trope Congruenzen gegeben hat. Thr Studium bietet ein hohes 
Interesse wegen ihrer Beziehungen zu den Minimalflachen, die wir 
demnachst entwickeln werden. 
Wir machen hier die folgenden Bemerkungen: Hine Gleichung: 


pu, v) = 0 

zwischen den Coordinaten w, v eines Strahles irgend eines Strahlen- 
systems stellt eine Linienflache dar, deren Erzeugende Strahlen des 
Systems sind, oder kurz ausgedriickt eine Linienfliche des Strahlensystems. 
Bei jeder Linienflache einer isotropen Congruenz fallt offenbar die 
Strictionslinie mit dem Ort der Grenzpunkte ihrer Strahlen zusammen. 
Bei einer allgemeinen Congruenz dagegen tritt dieses nur bei den 
beiden Scharen von Linienflichen: 


u == Const., v = Const, 
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ein, wenn wu, v die im vorigen Paragraphen eingefiihrten Veranderlichen 
sind. Die Strictionslinie ist fiir jede Flache v= Const. der Ort des 
Grenzpunktes L, auf den entsprechenden Strahlen und ebenso fiir eine 
Fliche w= Const. der Ort des Grenzpunktes' Z,. Die Linienflichen 
dieser beiden Scharen werden daher als die Hauptflichen des Strahlen- 
systems bezeichnet. Im Falle der isotropen Congruenzen und nur in 
diesem Falle ist jede Flache des Systems eine Hauptfliche. 

Wenn wir im Falle einer isotropen Congruenz als Curven (w, v) 
auf der Kugel ein Orthogonalsystem und als Ausgangsflache die Orts- 
flache der Grenzpunkte wahlen, welche die Mittelflache des Strahlen- 
systems genannt wird, so haben wir: 


daher: 


d. h. es ist identisch: 
dadX + dydY + dzdZ=0. 


Wenn also die Mittelflache S auf die Kugel abgebildet wird, nicht nach 
der Gaussischen Methode, sondern in der Weise, dass parallel der Rich- 
tung des Strahles des Systems ein Kugelradius gezogen wird, so zeigt 
die obige Gleichung, dass jedes Linienelement yon S auf dem ent- 
sprechenden der Kugel senkrecht steht. Somit ergiebt sich der Satz 
von Ribaucour: 

Die Mittelflache einer isotropen Congruenz entspricht 
der Kugel durch Orthogonalitét der Elemente. 

Umgekehrt leuchtet ohne weiteres ein, dass, wenn eine Fliche S 
durch Orthogonalitét der Elemente der Kugel entspricht, eine isotrope 
Congruenz entsteht, wenn durch die Punkte von S zu den Radien 
nach den entsprechenden Punkten der Kugel Parallele gezogen werden. 

Endlich bemerken wir, dass, wenn von der Mittelfliche von S aus 
auf jedem Strahl eine constante Strecke ¢ abgetragen wird, sodass 


E—a+tX, y=yttY, €=2+tZ 


die Coordinaten des Endpunktes sind, das Linienelement-Quadrat der 
Ortsflache der Endpunkte durch 


dé? + dy? + a0 = da? + dy’? + dz? + PX? + dY*? 4+ dZ?) 
gegeben ist und sich demnach nicht andert, wenn ¢ durch — ¢ ersetzt 
wird. Die beiden Flichen S,, 8,, die entstehen, wenn die Strecke ¢ 
nach beiden Seiten abgetragen wird, sind also auf einander abwickel- 


bar, wobei sich die Punkte auf demselben Strahl entsprechen und die 
Entfernung zweier entsprechender Punkte constant gleich 2¢ ist. Um- 
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gekehrt ist klar, dass, wenn bei einem Paar auf einander ab- 
wickelbarer Flachen die Hntfernung der entsprechenden 
Punkte constant ist, die Verbindungslinien der entsprechen- 
den Punkte eine isotrope Congruenz bilden. 


§ 140. Gleichung zur Bestimmung der Grenzpunkte. 


Wir kehren nun zu den allgemeinen Ergebnissen in § 138 zuriick, 
die wir dadurch erhalten haben, dass wir ein besonderes System von 
Veranderlichen einftihrten, soleche nimlich, die gleich Constanten ge- 
setzt die Hauptflichen des Strahlensystems liefern. Wir wollen nun 
die Veriinderlichen w, v als beliebig gewahlt voraussetzen und die grund- 
legende Gleichung aufstellen, welche die Abscissen 7,, r, der Grenzpunkte 
giebt. Die Differentialgleichung der Hauptflachen ergiebt sich (§ 31, 
S. 57), wenn die Jacobi’sche Covariante der beiden Grundformen (4) 
und (5), d. h. die Determinante : 

Edu + Fdv Fdu + Gdv | 


edu + Ce da) a dy gaa | 
gleich Null gesetzt wird. Sie lautet demnach: 
(A) (eae E —cF) du? + (gH—eG) dudv + ( 


ttf @) atmo. 


Fiir diejenigen Werte von oe , welche dieser Gleichung geniigen, 


lasst sich die Gleichung (8), namlich: 


ecmamlas diate dv) du + Ease du + gd) dv 
ree” Hae + Fdvjdu + (Fdu + Gdv)do, ’ 


wie folgt schreiben: ' 
edu ltt ay PEE au 4 gdv 


Le dy Bde Fdu + Gd 
Ks ist daher: 


(Er + e)du + (Fr + !t") dv =0, 


(Fr ah ae du + (Gr + g)dv = 0. 


Dureh Elimination von dw und dv aus diesen beiden Gleichungen 
ergiebt sich fiir r die quadratische Gleichung: 


(B) (EG—F) r+ [gE—(f +f) F + Gr +eg— (EL) —0, 


deren Wurzeln die Abscissen der beiden Grenzpunkte sind. 
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§ 141. Abwickelbare Flachen und Brennpunkte des Strahlensystems. 


Wir untersuchen nun, ob es unter den Linienflichen des Strahlen- 
systems abwickelbare Flachen giebt. Fiir eine solche Flache: 
(11) p(u, v) =0 
muss dp, d. h. infolge der Gleichung (7) 
Edu-+ Fdv Fduw+ Gdv- 
| edutfdv  f'du+qdv ve 


oder entwickelt: 


(C) (f E — eF) dw + [gE + (f— f) Ff — eG] dudv + 

+ (gf —fG)dv’? =0 
sein. Also: Die Strahlen des Strahlensystems kénnen in zwei 
(reellen oder imaginiéren) Scharen von abwickelbaren Flachen 
angeordnet werden. 

Zu derselben Differentialgleichung (C) der abwickelbaren Flachen 
des Strahlensystems gelangen wir auch auf die folgende Weise, die 
uns ausserdem noch ein anderes wichtiges Element liefert: Wir nehmen 
an, es ware die Gleichung (11) die einer abwickelbaren Flaiche des 
Strahlensystems, und bezeichnen mit @ die Abscisse des Punktes F’, in 
dem der Strahl (w, v) die Riickkehrcurve der Flache (11) beriihrt. 
Dann sind die Coordinaten von F’: 


EP OL, Yi Pane la. Ae Oe 
Wenn wir diese Gleichungen differenzieren, wobei wir wu und v 
als durch die Gleichung (11) verkniipft voraussetzen, so sind der An- 
nahme zufolge dx,, dy,, dz, proportional den Gréssen X, Y, Z, und 
wir erhalten demnach: 
dx+odX=A’AX, dytodY=AY, dze+ odZ=—AZ, 


wenn A ein (unendlich kleiner) Proportionalitatsfactor ist. 
Multiplicieren wir diese drei Gleichungen der Reihe nach das erste 
on, O28 OSC OY ‘ Om. OF “OZ Tesat gate 
Mal mit 27, a> ae das zweite Mal mit Av? dv? Qy? Und addie- 
ren wir sie jedesmal, so erhalten wir: 
edu + fdv + o(Hdu + Fdv) = 0, 
fdu + gdv + o(Fdu + Gdv) = 0. ; 
Durch Elimination von o ergiebt sich genau die Differential- 
gleichung (C) der abwickelbaren Flichen des Strahlensystems. Werden 


dagegen dw und dv eliminiert, so ergiebt sich fiir @ die quadratische 
Gleichung: 
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(D) (EG — F’)e +[9£ —F4P)E + eGlo + eg —ff=0. 
Thre Wurzeln 0,, 9, sind offenbar die Abscissen der beiden Punkte 
F,, Fy, in denen der Strahl (w, v) die Riickkehreurve der einen oder 
der andern durch ihn hindurchgehenden abwickelbaren Fliche der 
beiden Scharen beriihrt. Diese beiden Punkte werden die Brenn- 
punkte des Strahles (w, v) genannt und kénnen auch als diejenigen 
beiden Punkte definiert werden, in denen der Strahl (w, v) von den 
beiden unendlich benachbarten Strahlen, die der einen bez. der andern 
abwickelbaren Fiche angehdren, geschnitten wird*). Sie sind reell 
oder imaginér, je nachdem die abwickelbaren Flachen des Strahlen- 
systems reell oder imaginir sind. 
Vergleicht man die Gleichungen (B) und (D), so folgt: 


0 + =" +", ; 
d.h. der Mittelpunkt der Grenzpunkte fallt mit demjenigen 
der Brennpunkte zusammen. Dieser Punkt wird deshalb der 
Mittelpunkt des Strahles genannt, und der Ort der Mittelpunkte heisst 
die Mittelflache. Aus den Gleichungen (B) und (D) folgt ferner: 


eis 
0102 = M4%2 + 4(EG — FF) 


Also ist’ Ae 
(4 =) — (r— 09) = Ge 

Wird demnach mit 2d die Entfernung der Grenzpunkte und mit 
20 diejenige der Brennpunkte bezeichnet, so ist: 
(12) ee — OO. 

Wenn also die beiden Brennpunkte reell sind, so legen sie, wie 
auch aus § 138, S. 260, folgt, zwischen den Grenzpunkten. 

Der Einfachheit halber wahlen wir die Mittelflache als Ausgangs- 
flache. Dann lautet, wenn 

R=d, r= —d 
gesetzt ist, die Hamilton’sche Gleichung (§ 138, S. 261): 
r=d cos2a, 

woraus hervorgeht, dass, wihrend der Fusspunkt des kleinsten Ab- 
standes zwischen dem Strahl (w, v) und einem unendlich benachbarten 
Strahl die Strecke zwischen den Grenzpunkten von +d bis —d durch- 


lauft, der Winkel w von 0 bis > wiichst, wobei er den Wert _ im 


*) Das Schneiden findet nur bis auf unendlich kleine Gréssen héherer Ord- 
nung statt, d. h. dp ist in /, und F, von héherer als der ersten Ordnung unend- 
lich klein. 


266 Kap. 10. Strahlensysteme (Congruenzen). 


Mittelpunkt des Strahles annimmt. Bezeichnen wir mit @,, @, seine 
Werte in den Brennpunkten 


; Oi = 0, Ue 0, 
so haben wir: 
2 g 2 p 
COs 20, =~» cCosd@,—= — 7» 


demnach ist: 
0, 4- @, = > : 
Als Brennebenen werden diejenigen Ebenen bezeichnet, welche durch 
den Strahl und durch die beiden ihn schneidenden unendlich benach- 
barten Strahlen gelegt werden. Somit folet: Die Winkel der hei- 
den Brennebenen werden durch dieselben Ebenen halbiert 
wie die Winkel der beiden Hauptebenen. 
Bezeichnen wir den Winkel der beiden Brennebenen mit 


Temas — a= >— 20, 
so haben wir infolge der obigen Gleichungen: 


C) Vee 
a Ont = > eee 


(13) siny = 


§ 142. Brennflachen des Strahlensystems. 


In Verbindung mit einem gegebenen Strahlensystem sind fiinf 
Flachen zu betrachten, némlich die Mittelflache, der Ort der Mittel- 
punkte, die beiden Grenzflachen, die Orter der Grenzpunkte, und 
endlich die beiden Brennflachen, die Orter der Brennpunkte*). Die 
ersten drei sind stets reell, die letzten beiden nur fiir Strahlensysteme 
mit reellen abwickelbaren Flachen. Das Strahlensystem wird dann 
von den gemeinschaftlichen Tangenten der beiden Brennflachenmintel 
S, und S, gebildet. Da die beiden Brennpunkte Ff, F, die Beriihrungs- 
punkte des Strahles mit den Brennflichen 8,, S, sind, so sind die 
Brennebenen offenbar die Tangentialebenen der Brennflachen in F,, Fy. 
Die Strahlen des Systems umhiillen auf S, eine Schar von cot Curven, 
namlich die Ritickkehrkanten I, der abwickelbaren Flachen der einen 
der beiden Scharen; Ahnliches gilt fiir S,. Man sieht sofort, dass 
die Schmiegungsebene der Curve I, im Punkte F,, durch den sie hin- 


*) Bei vielen Untersuchungen ist es vorteilhaft, noch eine sechste, von 
Ribaucour als Mittelenveloppe eingefiihrte Flache zu betrachten, nimlich die 
Enveloppe derjenigen Ebenen, welche auf den Strahlen in den Mittelpunkten senk- 
recht stehen (Mittelebenen), 
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durchgeht, auch Tangentialebene yon S, in F, ist. Die beiden Scharen 
von abwickelbaren Flichen des Strahlensystems schneiden jede der 
Brennflachen in einem conjugierten Curvensystem. (Nach S. 107.) 

Kénnen die Brennflichen zusammenfallen? Ist dem so, 
so fallen die auf der Brennflache von den Strahlen umhiillten Curven 
mit ihrem eigenen conjugierten System zusammen, d.h. sie sind die 
Haupttangentencurven der einen Schar. Ferner lisst sich leicht nach- 
weisen, dass dann die Entfernung 2d der Grenzpunkte durch 


gegeben ist, wo K das Te StEATS saBs der Brennflache ist. 

Man wihle namlich als Ausgangsfliiche die Brennfliche, als Para- 
meterlinien die in Rede stehenden Haupttangentencurven v und ihre 
orthogonalen Trajectorien w, und es sei 

ds* = HE’ du® + G’dv* 
das Quadrat des Linienelements der Brennflache. Fiir die Coefficienten 
der zweiten Grundform haben wir nach (II]), 8. 91: 
dD’ 


D = 0, E’ @’ — — Ke . 
Wir bilden die Richtungscosinus der Tangenten der Parameterlinien: 
ewes, 1 oy ih tals 
a = _——_ = —_—_—_—_  — Z. = 
BATH God OU Oa AN VE Ou 
tox 1 oy 1. 02 


ee SS GSS Z. 
Be ee YE te YE ae 
und folgern aus den Gleichungen (I), 8. 89, mit Riicksicht auf a , 8. 67 
6X, _ 1 0VE’ x OS peel a | 0VG'y peel 


Ou VG on au ov > 0" Cu Tes 
Da nun X,, Y,, Z, gerade die Richtungscosinus des Strahles 
(u, v) sind, so finden wir fiir die Grundgréssen (2), (3), S. 257: 
E=( 1 we; oe 1 0VE’ ave 
‘ VE @ Ov Ow 


mel ave), D’? 
e=(5 Ou Buia 


demnach: 


pee) 1ery 
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Die Gleichung (B), 8. 263, giebt also, da ihr mittleres Glied -gleich 
Null ist: 


was zu beweisen war. 


§ 143. Normalensysteme. Malus-Dupin’scher Satz. 


Ein Strahlensystem heisse em Normalensystem oder eine Nor- 
malencongruenz, wenn es eine Flache und folglich (§ 131, S. 248) 
eine Schar von oo! Flachen giebt, die zu allen Strahlen normal sind. 

Wenn ein Strahlensystem eine Normalencongruenz ist, so muss es 
moglich sein, in den Gleichungen (1), S. 257, fiir ¢ eme solche Function 
von w und v zu wahlen, dass die Ortsfliche des Punktes (&, 7, €) zu 
den Strahlen normal wird. Dann miissen die Differentiale d&, dy, dé 
der Bedingung: 

Xd§& + Ydy + Zd§ = 0 
gentigen. Nun ist: 


d§=dxa+ Xdt+tdxX, dyn=dy+ Ydt+tdY, d§=dz+Zdt+tdZ, 
daher lautet die gestellte Bedingung: 


) dt +> Xda =0. 
Setzen wir noch: 
(14) T= > KEY v= D> ee, 
so haben wir zur Bestimmung von ¢ die Gleichung: 
dt = — (Udu + Vadv), 
derzufolge die gestellte Bedingung die Forderung: 
oU OV 
oe) oS eee 
liefert, die wegen der Gleichungen (3) auch in der Form: 
(15*) f=f 


geschrieben werden kann. 

Unter der Voraussetzung also, dass die Gleichung (15) oder (15*) 
erfiillt ist, giebt es eine Schar von (parallelen) zum Strahlensystem 
orthogonalen Flichen, die durch die Gleichung: 

(16) t = Const. —{ (Udu + Va) 
bestimmt sind. 


Wenn / gleich f’ ist, so ist nach (12) und (13): 


d=0, y= 
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und umgekehrt folgt aus der einen oder der anderen von letzteren Glei- 
chungen: f= /’. Also: 

Daftir, dass ein Strahlensystem eine Normalencongruenz 
sei, ist die notwendige und hinreichende Bedingung, dass 
die Brennpunkte mit den Grenzpunkten zusammenfallen oder 
anders ausgedriickt, dass die Brennebenen auf einander senk- 
recht stehen*). 

Die beiden Brennflichen eines Normalensystems fallen offenbar 
mit den beiden Manteln der Evolutenfliche der zu den Strahlen ortho- 
gonalen Flichen zusammen. 

Die Gleichung (15) bringen wir auf eine andere Form, indem wir 
die Winkel «, 6 einfiihren, die der Strahl (w, v) mit den Parameter- 
linien v, w der Ausgangsfliche S bildet. Ist 


ds? = EH’ dv? + 2F’dudv + G'dv? 


das Quadrat des Linienelements dieser Fliche, so haben wir: 


ee Dh 2 Ghee U cos B XO On 
= = ) a see 
VE’ du YE' pes VG@ ov Ve 


Daher lisst sich Gleichung (15) so schreiben: 
(VE cosa) — @(VGE' cos B) 
(17) Se ea ee : 


Wird diese Gleichung als erfiillt angenommen, so giebt die Gleichung (16): 
(18) ¢ = Const. See) ir cosadu + VG’ cosB dv). 


In diesen Gleichungen treten nur die Winkel a, 6 und die Coeffi- 
cienten des Linienelement-Quadrats der Ausgangsflache auf. Beltrami 
hat daraus die folgenden interessanten Schliisse gezogen: Indem wir 
die Bedingung (17) als erfiillt annehmen, denken wir uns die Flache 
S verbogen, wobei das Strahlensystem mit der Flache fest verbunden 
ebenfalls und zwar so verandert wird, dass sich die Winkel @, 6 nicht 
andern. Die Bedingung (17) bleibt dann stets erfiillt, und der Wert 
(18) fiir ¢ andert sich bei der Verbiegung nicht. Somit ergiebt sich 
der Beltrami’sche Satz: 

Wenn die von den Punkten einer Fliche S ausgehenden 
Strahlen eines Normalensystems von einer der Orthogonal- 
flachen X begrenzt gedacht werden, so ist bei jeder Verbie- 
gung der Fliche 8, bei der die mit der Flache fest verbunden 


*) Dieser Satz ergiebt sich auch unmittelbar aus den geometrischen Betrach- 
tungen in § 131. 
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gedachten Strahlen ebenfalls ihre Lage indern, der Ort der 
Endpunkte der Strahlen stets eine zu den Strahlen ortho- 
gonale Fliche*). 

Aus der Gleichung (17) lasst sich ferner leicht der Malus-Du- 
pin’sche Satz ableiten: 

Wenn ein von Lichtstrahlen gebildetes Normalensystem 
eine beliebige Anzahl von Reflexionen oder Refractionen er- 
fahrt, so bleibt es immer ein Normalensystem. 

Wir nehmen nimlich als Ausgangsfliche S die reflectierende oder 
brechende Flache, als Parameterlinien wu auf S diejenigen Curven, welche 
von den orthogonalen Projectionen der Strahlen auf die Tangentialebenen 
von S umhiillt werden, und als Curven v ihre orthogonalen Trajec- 
torien. Dann haben wir: 

a= >) p= ——y, 
wenn y der Winkel des Strahles mit der Normale von S ist. Die Glei- 
chung (17) wird nun: 
6 (VG sin y) sin ie 
VRCRIR ER 
und wenn sie erfiillt ist, so ist sie es auch noch dann, wenn mittels 
der Bedingung: 
siny’=nsiny (n = Const.) 


y durch y’ ersetzt wird, wodurch der Satz bewiesen ist. 


§ 145. Strahlensysteme mit gegebenem spharischen Bilde der 
Hauptflachen. 


Wir kehren nun zu den allgemeinen Strahlensystemen zuriick, um 
nach einander zwei Aufgaben zu behandeln, die als die Verallgemeine- 
rung der folgenden betrachtet werden kénnen: die Flichen mit gege- 
benem Bilde der Kriimmungslinien, d. h. die Normalensysteme mit 
gegebenem sphirischen Bilde der abwickelbaren Flachen (§ 74, Kap. V) 
za bestimmen. Fir ein Normalensystem fallen die abwickelbaren 
Flachen mit den Hauptflichen (S. 262) zusammen, wihrend im Falle 
eines allgemeinen Strahlensystems die beiden Scharen von einander 


*) Ks mag bemerkt werden, dass, da in den Gleichungen (17) und (18) nur 
i’ und G’ auftreten, die biegsame Flache § auch als nur teilweise undehn- 
bar, d. h. nur lings der Curven w, v als undehnbar angenommen zu werden 
braucht. Auch bei diesen allgemeineren Verbiegungen behilt der Beltrami’sche 
Satz seine Giltigkeit. 
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verschieden sind. Wir miissen uns daher nach einander mit folgenden 
beiden Aufgaben beschiaftigen: 

1) die Strahlensysteme mit gegebenem sphirischen Bilde 
der Hauptflachen, 

2) die Strahlensysteme mit gegebenem sphirischen Bilde 
der abwickelbaren Flachen zu bestimmen. 

Zunaichst wollen wir uns mit der ersten Aufgabe beschiftigen, die 
stets eine reelle Bedeutung hat, mégen nun die abwickelbaren Flichen 
reell oder imaginar sein. 

Das System (uw, v) auf der Kugel, das Bild der Hauptflichen, 
muss ein orthogonales sein (§ 138, S. 261). Hs sei also 


ds? = Edu? + Gdv? 


das Quadrat des Linienelements des sphirischen Bildes. Als Ausgangs- 
fliche nehmen wir die Mittelfliche (S. 265), so dass die Unbekannten 
unserer Aufgabe die Coordinaten x, y, z des Mittelpunktes des Strahles 
(u,v) sind. Nach Voraussetzung miissen wir 


F=0, f+f/'=0, e@+gE=0 


haben, und wenn mit 27 die Entfernung der Grenzpunkte bezeichnet 
wird, ist also wegen der auf 8. 260 fiir r, und 7, gefundenen Werte: 


da 0X a0 aX 

(19) Ge tE, Diss te =o 
on OX ox OX 
Ov Ou Ou Ov 


Wir fiihren nun eine neue unbekannte Function @ ein, indem wir 
0x OX a 6x2 0X aaa 
(20) i= ap bu = VEG, a tu be VEG 


setzen. Die geometrische Bedeutung von q ergiebt sich unmittelbar 
aus der Gleichung (D) in § 141 (S. 265), da, wenn mit 2@ die Entfer- 
nung der Brennpunkte bezeichnet wird, 

(21) Papa g 

folgt. 


§ 146. Losung der gestellten Aufgabe. 


Aus der ersten der Gleichungen (20) berechnen wir akoveay, 
indem wir beachten, dass infolge der Gleichungen (4), 8. 122, 


OX dso X. foes mere 
Geen lca 1 \a) 20" 
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und ferner infolge der ersten der Gleichungen (19) 


O?2 OX Or #) Giger . 2\ | 
\Ouov ou Ov Dt af du aaa 2 J av 
ist. Daraus ergiebt sich mit Berticksichtigung wieder der Gleichungen 


(19) und (20): 
P20 = gyx0( (| + (2) eat S}+ 0424+ 


aye ae 
In unserem Falle ist aber nach (A), 8. 67: 
13) ve dlogVEG  f{11)\ roa 
BAG} iG {ayer Os tegmental 
Daher folgt: 
OL pad O(r £) G 6 
2 DN 


Ebenso ergiebt sich durch Differentiation der zweiten der Gleichungen 
(20) nach v: 


Og 1 d(rG) E 0g. 
(b) x7 4 VER 


Nun brauchen wir nur die Gleichungen (a), (b) mit (19), (20) zu com- 


OL, OY 02 OX Oy 0% 
binieren und nach Fu) Dur puownee eae oe 


aufzuldsen, um zu erhalten: 


(oa ox Ja wo E 69 1 6(rG) 
(22) nee coe a oe + | Gov ¢& lee 
Vo A ; 
CL C G 0g 1 07) | vy. 
an = a Ve%% ae x4 Edu + E oe |x; 


dazu analoge ae in y und Z 

Umgekehrt, sind rv, g zwei solche Functionen von u und », 
dass die Integrabilititsbedingungen fiir die Gleichungen (22) erfiillt 
sind, so bestimmen diese Gleichungen mittels Quadraturen ein Strahlen- 
system mit gegebenem sphirischen Bilde der Hauptflichen. Entwickeln 
wir nun wirklich die Integrabilitatsbedingungen fiir die Gleichungen 
(22), indem wir dabei die Grundgleichungen (4), 5. 122, welche die 
zweiten Differentialquotienten von X, Y,Z geben, sowie die Gleichungen 
(A), 8. 67, beriicksichtigen, so finden wir, dass sie sich auf folgende 
einzige Bedingung zwischen 7 und g reducieren: 
Orr dr OlogE , or dlogG * log (# 
Cuov 4 Ou dv “5 Ov ae cia ne ee 


(23) 2B 
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wo A,g der zweite Differentialparameter von g: 


Be VIG eee OON 
som pia l2(V E+ (VE 
2° = TG law \V Bau) + oo \V & aed 


ist. Man sieht also, dass die gestellte Aufgabe hinsichtlich ihrer Lé- 
sung eine grosse Willkiir gestattet insofern, als + oder g willkiirlich 
gewahlt und dann gp bez. r aus der partiellen Differentialgleichung 
(23) bestimmt werden kann. 

Soll das Strahlensystem insbesondere eine Normalencongruenz sein, 
so haben wir my = 0, und die Gleichung fiir r wird: 


O*r OlogVE er , dlogYG@ Or log VEG 
ol say POs tC eee 


Dies ist genau die adjungierte*) Gleichung der Gleichung: 


2W dloegVE OW dloeV@ OW 
oe a Se See 
Owov Ov ou Cu Ov 


(25) 
von deren Lisung, wie wir in § 73 gesehen haben, dieselbe Aufgabe 
abhingt. Bekanntlich sind die Integrationen der Gleichung (24) und 
ihrer adjungierten (25) analytisch ‘quivalent. 


§ 147. Anwendung auf isotrope Strahlensysteme. 


Hinsichtlich der Anwendung der Gleichung (23) beschrinken wir 
uns hier auf den Fall eines isotropen Strahlensystems (§ 139), wo r=0 
ist. Die Bestimmung der isotropen Strahlensysteme hingt infolge (23) 
von der Lésung der Gleichung: 

A,p + 29 =90 
ab, die nach den Weingarten’schen Gleichungen fiir Ebenencoordinaten 
(vgl. (36), § 72, 8. 141) auch als die Differentialgleichung der Minimal- 
flachen in Ebenencoordinaten gedeutet werden kann. 

Nun hat Ribaucour in der That die Theorie der isotropen Strahlen- 
systeme vermittelst des folgenden grundlegenden Satzes zu derjenigen 
der Minimalflichen in Beziehung gebracht: 

Die Mittelenveloppe**) eines isotropen Strahlensystems 
ist eine Minimalfliche. 

Dieser Satz folgt mit Leichtigkeit aus unseren allgemeinen Glei- 
chungen (22), in denen wir, da es sich jetzt um ein isotropes Strahlen- 
system handelt, fiir das die Hauptflichen unbestimmt sind, die Ortho- 


*) §. Darboux, 2. Bd., 8. 71 u, f. 
**) Vol. die Anmerkung zu § 142 (S. 266). 


Bianchi, Differentialgeometrie, 18 
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gonaleurven w, v auf der Bildkugel willkiirlich wahlen konnen; wir 
nehmen sie als isotherm an, indem wir nach 8. 72 


EG =.) 710 


setzen. 
Alsdann werden die Gleichungen (22): 
EEN. > O@ Ox 
Ou Ce ee 
Ox , Oy Ox 
Bo au TP Ou 


Wenn wir mit W den Abstand der Mittelebene vom Coordinatenanfangs- 
punkt bezeichnen, so ist ferner: 


also: 


Daraus folgt: 
Cas ae Ww Cox 0? x _s 
Ou? 0v? =>2 (Gar + = Ti 24 Dek, 


ew , ew 
sae + aor + 24W =0, 


wodurch der Ribaucour’sche Satz bewiesen ist. 


lees 


§ 148. Strahlensysteme mit gegebenem sphirischen Bilde der 
abwickelbaren Flachen. 


Wir kommen nun zu der zweiten in § 145 gestellten Aufgabe, die, 
wie wir sogleich sehen werden, eine weit geringere Willkiir bei ihrer 
Lésung gestattet. Die wichtigen Hrgebnisse, die wir jetzt ableiten 
wollen, verdanken wir Guichard, der auf folgende Weise zu ihnen 
gelangt ist*): 

Hs sei 

ds” = Edw + 2Fdudv + Gdv? 
das gegebene Quadrat des Linienelements auf der Kugel, wo die Curven 
, die Bilder der abwickelbaren Flichen des Strahlensystems sind. 
Wir nehmen auch hier als Ausgangsfliiche die Mittelfliche des Systems, 
indem wir als Unbekannte die Coordinaten a, y, 2 des Strahlmittel- 


*) Surfaces rapportées 4 leurs lignes asymptotiques et congruences rappor- 
tées a leurs développables (Annales Scientifiques de I’Ecole Normale Supérieure, 
t, VI, 3° série). 
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punkts wahlen. Bezeichnen wir mit 29 die Entfernung der Brenn- 
punkte von eimander, so sind 


a+roX, yteY, 2+o0Z% 
die Coordinaten des einen und 
a—oX, y—eoY, 2—0% 
die des anderen Brennpunkts. Wir nehmen an, dass der erste den 


Curven v = Const., der zweite den Curven w= Const. entspreche. Dann 
miissen wir haben: 


Cie G2) yatginot Wet eY) 2 piye PGs Abia) py 
' ? 


Sm , Ou 


MESES hy el cake) Sept? Ebb eA lon gyi 

U (OK) 

wo h, | geeignete Proportionalititsfactoren sind. Schreiben wir diese 
Gleichungen wie folet: 


a [a py) Xe ge 
eX tem 


dazu die analogen in y, z, und stellen wir dann die Integrabilitiits- 
bedingungen auf: 

7) ees te Ee) “ies 

dv \du) — du do) “ & > 


wobei wir beriicksichtigen, dass nach (4), 8. 122, 


Des Moet (12| ox 
duodv \(1jdou! |\2@J do 
ist, so erhalten wir: 
oh ol 07@ 
(«) ge ate On Saag" 20 P= 0, 


1) 
ae Ms ee 


Demnach werden die ese (26): 


( Ox de rt | | ox 
au eel ye X05’ 
Ou ie . 0 | eX 
ge — (5 +2 Jel X te a 
und die Gleichung () giebt, wenn in ihr fiir J, h die Werte (6) ein- 
gesetzt werden, fiir @ die Gleichung: 


(27) 


18* 
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pee cea eet es eee ce +Flo=0. 


Umgekehrt, ist @ eine Lésung dieser Gleichung, so liefern die Glei- 
chungen (27) mittels Quadraturen ein entsprechendes Strahlensystem, 
fiir welches das Bild der abwickelbaren Flichen das gegebene ist. 
Wie man sieht, ist die Laplace’sche Gleichung (28), von deren 

Lésung die Aufgabe abhingig ist, die adjungierte der Gleichung: 

0? 12|0W 12| 0oW 

er (ier fae pao 
von deren Lésung, wir in § 73, 8. 141, gesehen haben, die Bestimmung 
derjenigen Flichen abhingt, welche das System (w, v) zum spharischen 
Bilde eines conjugierten Systems haben. Diese beiden Aufgaben sind 
also gleichbedeutend. 


Ci 8) a+ 


§ 149. Formeln fiir die beiden Brennflichen. 


Wir wollen nun die Gréssen berechnen, die sich auf die beiden 
Mantel der Brennflaiche beziehen, und miissen dazu ein Gleichungen- 
system ableiten, das uns spiter bei anderen Untersuchungen von Nutzen 
sein wird. 

In jedem Punkte (w, v) der Kugel betrachten wir das recht- 
winkhge Trieder, das von der Kugelnormale und den beiden Rich- 
tungen, welche die Winkel der Parameterlinien w, v halbieren, gebildet 
wird. Die Cosinus der letzteren beiden Richtungen mégen mit 


X,, i 4,, 

xX, , 4 
bezeichnet werden. Bedeutet noch & den Winkel der Kugeleurven 
w, v, der durch die Gleichungen (vgl. 8. 63): 


bestimmt ist, so erhalten wir sofort: 


Xx t/a ox 1 “*) 
| : 5 > a (ye Ou VG Vv, ? 


° 


2 sin 


oy eae ie Lat Sam eeli ox. 
bs aGieid +e’) 


neon : VE ou VG bv 


nebst analogen Gleichungen in Y und Z. 
Die Gleichungen, die wir ableiten sollen, driicken die partiellen 
Ditferentialquotienten der neun Richtungscosinus: 


§ 149. Formeln fiir die beiden Brennflaichen. 277 


ae X,, X,, 
vs, iS ie 
Z, 4;, Z, 


linear durch die Cosinus selbst und durch die Coefficienten des Qua- 
drats des Linienelements auf der Kugel aus. Aus den Gleichungen 
(29) ergiebt sich sofort: 


x= VE sin X, -5 VE cos X,, 
CX = —VG sin x + VG cos = eas 


Demnach ist: 


0x, 
Sixth x Fo yom 
0X, 
ees = BE a ees “=+YGsin - 
ax, 
ate Pa =>, X5 oa = —VE cos 
ax, ox 
Se yee 
Nun berechnen wir die beiden Summen: 
eres 
Dap ae +> x A a 
eine iee ye 
Infolge der Gleichungen (29) und der soeben peepee les ist: 
»>% OX, os + yh ae ( =i I 4)2-& 0) Sle uy 5) 
Ou 2sin Q VG dv Ow\VE ou VE Gu éu VG a) 
Da nach (b), S. 63, 
Oe 1 OX tOeXS 
aE eu VE Ov 
ist, so ergiebt sich hieraus mittels cw era nach wu: 
iOxte pte OX\ gt dey Ne 00e hte x 
VG Cv du G ES) a sin Se Ou Ou (Fa a 
so dass sich die vorherige pis al auch so schreiben lasst: 
1 CX 0 (el AON 
~ 2sin [sino + Vi z> du Ow (a ai 
Wird mit Beriicksichtigung der Gleichung (8. 275): 
a7X LAX phi 2 AS ; 


) 


b} 


wip eB wb wie 


Ouov 12) dv 
entwickelt, so ergiebt sich: 
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s ax, 
DG 5 == 
Ow 


-— [no +2 \F (12) 4 # {12 S| 


2 sin 2 
Nun ist nach (A), 8. 67 
0G 12 | orale (12) 
aml er yy tee {ey 
also: 


1 1 F 0G EG — F? {12 ee 1e 
E+E | “I Se G [1?| =Hsinto| i 


Daher erhalten wir: 
6X, 1 02 E (ol 
2 Ou =— DXF aii Te 2 Ou VE {Ye | sino. 
Entsprechend ist: 
0X. ox, 1 62 "hee dee 
DS pe ee + Vols | sine 


Diese beiden Gleichungen geben, mit den Gleichungen auf S. 277, oben, 
und den Identititen: 


Da oe ee wae Ss =0 usw. 


combiniert, sofort das ‘Seccité Gleichungensystem: 


cx VEsin 5 2X + VE cos =. a. 
) xX a 
a cx = —VG sin? .X, + VE cos 2 - x. 
30 
ne = 
1 ——AX,—VEsin$ xX, _ Bx,4+yGsin2-x, 
aX, re pute 
ri AX —VE cos; -X, Gee — BX, —VG sin Ba) 


wo zur Abkiirzung 


mem 1° 02 er fio ; 
(31) A= Lye lt) sing, Bae Lye sin & 


gesetzt worden ist. 
Ks mag bemerkt werden, dass sich infolge der in § 77 (8. 150) 
entwickelten Gleichungen A und B auch durch die geodatischen Kriim- 


Le : ea 
mungen >» —- der Parameterlinien folgendermassen ausdriicken: 
u 0 


Q) A. VE yee, oe yore 
; e, 2 Ow’ oe 2 dv 


Die Gleichungen (30) geben, wenn das Linienelement der Kugel 
gegeben ist, fiir X, X,, X, das bereits in § 50, S. 96, erwahnte 
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System von totalen Differentialgleichungen, das unbeschrinkt integrierbar 
ist; seine Integration hangt von der Integration einer Riccati’schen 
Gleichung ab. 


§ 150. Fortsetzung. 


Wir kehren nun zu der Guichard’schen Aufgabe und den Guichard- 
schen Gleichungen zuriick, in denen der Winkel 2 der Kugeleurven 
u,v auch denjenigen der Brennebenen darstellt*). Die Gleichungen 
(27) lauten nach (30): 


ee [ss Soi t Ble || X= VE sin -@ xX;— —VE cs ~- GAs; 


(32) 
Q 12 7A ot, @ ie 
= eateaek 2 ; o|X—VG sin | -@X,-+ VG cos 9 OX: 


Wir bezeichnen mit S,, S, die beiden Brennflichen, mit 2,, ¥,, 2,, 
bez. %, Ya, 2, die Coordinaten der Brennpunkte F,, F,, sodass 


“= x2-+ oX, ¥,=Yy+ eY, 4,=42+ 04; 
= 2 — ON Y= YOY, == 2 —— 07 


ist; ferner bezeichnen wir mit 

Ly Hi AsGt al) Dr Draw 

E,, F, G3  D,, Dy, Dy 
die Coefficienten der beiden Grundformen von S, bez. S,. Infolge der 
Gleichungen (30), (31) finden wir: 


ot aa C@ 12 
ioe ae 2 \e]x, 


om a{1?} 9X —2VG sin © 9X, + 2VG cos -0X,, 
0a a{t*| ox—2ayEsin =. eX, — 2VE cos = 9X, 
Oa, G0 bee | 

fe — 2+ [fe] x. 


*) Die Kugeleurven w, v sind die Bilder der Tangenten der Rtickkehrcurven 
der im Strahlensystem enthaltenen abwickelbaren Flachen, woraus sich die 
Richtigkeit unserer Behauptung sofort ergiebt. Analytisch gelangt man zu dem- 
selben Ergebnis, wenn man beachtet, dass 

e=— ol, f=ef, f= oF, g = 0G 
ist und also Gleichung (B), 8. 263, 
Cae GE” 
ae 


= sin? Q 


giebt. 
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Daraus ergeben sich sofort die Gleichungen: 


rape orale F, eee eo re tol, 


2 
ae af (tay a], B,G,—Fe—16G9'| 22 + [7t 9| 


(33) | 


und analog: 
maeel fea], naa elsts (eh 
462 4 Ne |, Ey G@, —F3 = 16 E9?| 2° + ey @ |. 


Wir bezeichnen nun mit &, y,, 6 die Richtungscosinus der Nor- 
male von S,, mit &, 7, € diejenigen der Normale von S,. Dann 
haben wir: 


E == (cos . X, + sin = XP; 
£, == cos = xX, — sin = X. 
Wir berechnen alsdann: 
n= Se, a DRE. wr Ske 
Dee — Di gag? Da ey pees eee 


und finden: 
ne 0 12 
D,=2VE sino | 22 4 ; | el, 
Di Opa) ae a veelss +- Ve eit sin a| : 
corpo, EI 
D,=2VE ¢@ ee ee 1 | *| sin @ |, 


D,=0, D,’= —2YG@sin alee il ey °| . 


(34) ‘ 


Die Kriimmungsmasse K,, A, der beiden Mantel sind nach Formel 
(III), 5. 91, durch die Ausdriicke gegeben: 


*) Die Gleichungen D,’= 0, D,’= 0 sind der analytische Ausdruck der be- 
kannten Higenschaft der Curven u,v, auf beiden Brennflichen ein conjugiertes 
System zu bilden. Die Werte von D,” und D, lassen sich auch in der Form: 

”r 2G 2H 
Dili eee ea RD ee ae oe 


’ 2 


Oy Q, 


schreiben. 
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Eee E02 Grete. 
Veno| 24 /S| 9 | sin | 


le tlase 
1 


lets 


Wir fiihren hier zwei Sitze an, die sich unmittelbar aus unseren 
Gleichungen ergeben und die sich auf zwei bemerkenswerte Klassen 
von Strahlensystemen beziehen. Die Systeme der ersten Klasse, denen 
wir eins der nachsten Kapitel (Kap. 12) widmen werden, sind diejenigen, 
bei welchen auf den beiden Manteln der Brennfliche die Haupttangenten- 
curven einander entsprechen; die Systeme der zweiten Klasse sind die. 
jenigen, bei welchen den Haupttangentencurven auf dem einen Mantel 
ein conjugiertes System auf dem anderen Mantel entspricht. Im ersten 
Falle muss nach 8. 109 die Proportion: 

Dee Die DE Dy 2D. 
im zweiten nach 8. 108 die Gleichung: 
D, Dy + D,D,’— 2D, D, = 0 
bestehen. Mit Riicksicht auf die Gleichungen (34), (35) ergiebt sich 
in diesen Fallen fiir das Product K,K, der Ausdruck: 


: 4 
KK, aie As es) : 


ype 
(35) 


i= 


wo das obere Vorzeichen im ersten, das untere Vorzeichen im zweiten 
2 
Falle gilt. Da nun = die Entfernung der Grenzpunkte von einan- 


der ist, kénnen wir folgenden Satz aufstellen: 

Bei den Strahlensystemen der ersten Klasse ist das Pro- 
duct der Kriimmungsmasse der beiden Brennflachenmantel 
in zwei entsprechenden Punkten gleich dem reciproken Werte 
der vierten Potenz der Entfernung der Grenzpunkte, bei den 
Strahlensystemen der zweiten Klasse ist es derselbe Ausdruck 
mit entgegengesetztem Vorzeichen. 

Man sieht, dass fiir die Systeme der ersten Klasse der in diesem 
Falle von Ribaucour herrtihrende Satz nur eine Verallgemeinerung 
des Halphen’schen (S. 243, Gleichung (17)) fiir die beiden Mantel der 
Evolutenflache einer W-Flache ist. Fiir die Strahlensysteme der zweiten 
Classe hat zuerst Waelsch den betreffenden Satz angegeben*). 


*) Comptes Rendus de l’Académie 118. Bd., 8. 736. 
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§ 151. Pseudosphiarische Strahlensysteme. 


Wir wenden die allgemeinen Gleichungen des voraufgehenden Para- 
graphen noch auf zwei besondere Fille an. Zunachst stellen wir uns 
die Frage: Giebt es Strahlensysteme, bei denen die Entfernung 
der Brennpunkte und die Entfernung der Grenzpunkte gleich- 
zeitig constant ist? Aus § 128, 8. 244, wissen wir, dass es Nor- 
malensysteme dieser Art in der That giebt, niimlich diejenigen, welche 
von den Normalen einer W-Fliche gebildet werden, deren Haupt- 
kriimmungsradien 7,, 7, durch die Gleichung: 

1, — % = Const. 
verbunden sind. 

Jetzt, bei der Behandlung der allgemeinen Frage, miissen wir in 
den Gleichungen des voraufgehenden Paragraphen 


o = Const... $2 == Const. 


annehmen. Dann werden die Gleichungen (35): 


sin? Q 
C= oS “ao? 3 
und da eben 
20 
sin Q Zr 


die Entfernung der Grenzpunkte ist, so haben wir den Satz: Wenn 
in einem Strahlensystem die Entfernung der Brennpunkte 
sowohl als auch diejenige der Grenzpunkte constant ist, so 
sind die beiden Brennflaichen pseudosphirische Flachen, deren 
Radien gleich der Entfernung der Grenzpunkte sind. 

Die Strahlensysteme dieser Art, deren Vorhandensein fiir alle Werte 
von g und 8 wir spater nachweisen werden, heissen pseudospha- 
rische Strahlensysteme. Hier wollen wir unter der Voraussetzung, 
dass es solche wirklich giebt, noch einige Higenschaften beztiglich des 
Entsprechens der Punkte auf den beiden Minteln der Brennflache ab- 
leiten. Als Differentialgleichung der Haupttangentencuryen finden wir 
auf beiden Manteln aus den Gleichungen (34): 

Edw — Gdv? = 0, 
sodass die Haupttangentencurven auf den beiden Minteln einander ent- 


sprechen. Ferner ergeben sich fiir die Quadrate der Linienelemente 
ds,, ds, nach (33) und (33*) die Ausdriicke: 


ds,? = 49? ees du — ere dv) a Grae’), 
ds,? = 49? [ees Agee ea dv) + Edu’ |; 
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und daraus folgt, dass die Bogen entsprechender Haupttangentencurven 
einander gleich sind. Aus den Gleichungen (33) und (34) erhalten 
wir als Differentialgleichung der Kriimmungslinien auf beiden Manteln: 


(12 


By ‘ea ae —| EG 4 B pce G (2) laud 3. 


Bie pet toy dv? = 0. 


Wir haben somit den Satz: Auf den beiden Minteln der Brenn- 
flache eines pseudospharischen Strahlensystems entsprechen 
die Kriimmungslinien einander, ebenso die Haupttangenten- 
curven, und es sind tiberdies entsprechende Bogen der 
letzteren einander gleich*), 


*) Erwahnenswert sind die Folgerungen, die sich aus den Gleichungen in 
§ 146 fiir die sphiarischen Bilder w,v der Hauptflichen eines pseudosphirischen 
Strahlensystems ergeben. Da r und g, also auch gm = Yr?— ge? constant sind, ‘so 
geht Gleichung (23), 8. 272, tiber in: 


Clog VEG _ 9 . aH 
uae... a VEG = cos QVEG. 
Also: Das Quadrat des Linienelements der Kugel, bezogen auf die 
Bildecurven uw, v der Hauptflichen eines pseudosphirischen Strah- 
lensystems, nimmt die Form: 


(a) ds’? = Hdu? + Gdv* 
an, wo das Product VHG eine Lisung der Liouville’schen Gleichung: 


(b) os : ve = cos 2YVEG (2 = Const.) 


ist. 


Umgekehrt ist gemiiss § 146 klar, dass, wenn das Linienelement der Kugel 
auf die Form (a) gebracht und dabei Gleichung (b) erfiillt ist, es ein entspre- 
chendes pseudosphirisches Strahlensystem giebt. 

Ist insbesondere das pseudosphiirische System ein Normalensystem, so ist 
gone 0° log VEG 

oo OUov 
den. Werden dann w, v als rechtwinklige Cartesische Coordinaten eines Punktes 
in einer Bildebene aufgefasst, so liegt hier eine flichentreue Abbildung der Kugel 
auf die Ebene vor, bei der dem Orthogonalsystem der Parallelen zu den Coordi- 
natenaxen in der Bildebene ein Orthogonalsystem auf der Kugel entspricht. 

Zu diesen Ergebnissen wiirde man direct in der Weise gelangen, dass man 
nach Satz (C), 8. 250, die sphirischen Bilder der Kriimmungslinien derjenigen 
W-F lichen zu bestimmen suchte, bei welchen die Differenz der Hauptkriimmungs- 
radien constant ist. 

Bemerkenswert ist noch der Fall 20; dann wird das Strahlensystem von 
den Tangenten der einen Schar Haupttangentencurven einer pseudospharischen 
Flache gebildet (vgl. § 142, 8. 267). 


= 0, und YHG kann ohne weiteres gleich Eins gesetzt wer- 
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§ 152. Guichard’sche Strahlensysteme. Guichard’sche und Voss’sche 
Flachen. 


Die zweite Frage, die wir uns vorlegen, ist die folgende*): 
Bei welchen Strahlensystemen schneiden die abwickelbaren 
Flachen die Brennflaichen in Kriimmungslinien? 

Fiir diesen Fall miissen wir 

EF = 0;. fo == 0 
haben, und es ergeben sich also infolge von (33) und (83*) (unter 
der Voraussetzung, dass sich die Brennflichen nicht auf Curven redu- 
cieren) als notwendige und hinreichende Bedingungen: 


ee Ais hae Si 


u 2 


Nun besagen diese (§ 67, S. 180), dass die spharischen Curven 
u, v die Bilder der Haupttangentencurven einer pseudospharischen 
Flache sind, und somit haben wir das Ergebnis: Die gesuchten 
Strahlensysteme sind samtlich und ausschliesslich diejenigen, 
welche zum Bilde der abwickelbaren Flachen die Bildcurven 
der Haupttangentencurven einer pseudosphiarischen Flache 
haben. 

Da dann (§ 67) 

== ==), also) BH ==1cosc2 
gesetzt werden kann, so lautet die Laplace’sche Gleichung, die @ be- 
stimmt, nach (28), S. 276: 
(36) Ke 4 9 cos@—=0. 

Jeder Lésung @ dieser Gleichung entspricht ein Strahlensystem 
der eben betrachteten Art; wir wollen diese Systeme Guichard’sche 
Strahlensysteme nennen. 

Fiir die Quadrate der Linienelemente der beiden Mantel der Brenn- 
flache eines Guichard’schen Systems ergeben sich aus den Gleichungen 
(33) und (83*) die einfachen Ausdriicke: 


ds? = 4 (22)" du® + 492 dv’, 
ds,? = do? du? + 4 (22) dv’, 


In der Gleichung (36) bedeutet 2 nach § 67, S. 131, eine beliebige 
Lésung der Gleichung: 


*» Vel Guichard a,ano, 
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ge 
Ou’ 
Lésungen der Gleichung (36) sind; einer der beiden Brennflachen- 
mantel ist fiir diese Losungen eine Kugel. 

Auf der Guichard’schen Fliche S, haben die Kriimmungslinien 
v = Const. die Strahlen des Systems zu Tangenten. Es mége nun I, 
die Eyolutenfliche von S, beziiglich der Curven v = Const. sein. Die 
Normale in einem Punkte von I, ist dann dem entsprechenden Strahl 
des Guichard’schen Systems parallel; und da nun die Curven w, v auf 
I, conjugiert sind, so besitzt die Flache I, die Higenschaft, dass bei 
ihrer Gaussischen Abbildung auf die Kugel das Bild ihres conjugierten 
Systems u,v mit demjenigen der Haupttangentencurven einer pseudo- 
spharischen Fliche zusammenfallt. Nun braucht man nur auf die Glei- 
chungen (25), § 69, S. 135, zuriickzugreifen, um zu sehen, dass, wenn 


: é 0 Ses 
und mit Guichard mag bemerkt werden, dass ae particulare 


mit rah die fiir die Flache I, gebildeten Christoffel’schen Symbole 
1 


bezeichnet werden, 


ist, d. h. dass die Curven w, v auf der Flache I, geodatische Linien sind. 
Die Flichen dieser Art, auf denen es ein von geoditischen Linien ge- 
bildetes conjugiertes System giebt, sind zuerst von Voss*) untersucht 
worden und sollen als Voss’sche Flachen bezeichnet werden. Also: 
Jede Guichard’sche Flache hat als einen Mantel der Evo- 
lutenflache eine Voss’sche Flache. 

-Umgekehrt sieht man sofort: Die Evolventenflachen einer 
Voss’schen Flache beziiglich der einen oder der anderen Schar 
geoditischer, ein conjugiertes System bildender Linien sind 
Guichard’sche Flaichen. 

Wir werden spater auf die Higenschaften der in diesem Paragra- 
phen betrachteten Flichen und auf ihre Beziehungen zu den pseudo- 
sphirischen Flachen zuriickkommen. 


*) Sitzungsberichte der Miinchener Akademie der Wissenschaften, Marz 1888. 


Kapitel XI. 


Unendlich kleine Verbiegungen der Flichen und Entsprechen 
durch Orthogonalitét der Elemente. 


Zusammenhang der Aufgabe der unendlich kleinen Verbiegungen mit der Frage 
nach Paaren von Flichen, die sich durch Orthogonalitiit der Elemente entsprechen, 
sowie nach Paaren von auf einander abwickelbaren Flichen. — Grundlegende 
Gleichungen von Weingarten. — Die charakteristische Function m und die charak- 
teristische Gleichung. — Die bei einer unendlich kleinen Verbiegung associierten 
Flachen. — Zuriickfiihrung der charakteristischen Gleichung auf die beiden Nor- 


oe 7s | Ort soot 
malformen: ee a, Aue + oo Me. Das conjugierte System, das 


bei einer unendlich kleinen Verbiegung conjugiert bleibt. — Eigenschaften der 

Flachen, die einander durch Orthogonalitét der Elemente entsprechen. — Die 

Ribaucour’schen Strahlensysteme. — Kurze Angabe einer zweiten Methode, die 
Aufgabe der unendlich kleinen Verbiegungen zu behandeln. 


§ 1538. Zusammenhang der Aufgabe der unendlich kleinen 
Verbiegungen mit der Frage nach Paaren von Flachen, die sich 
durch Orthogonalitat der Elemente entsprechen, sowie nach Paaren 

auf einander abwickelbarer Flichen. 


In dem vorliegenden Kapitel wollen wir die Untersuchung der 
Deformationen biegsamer und nicht dehnbarer Flachen wieder auf- 
nehmen und zwar die unendlich kleinen Verbiegungen derselben 
betrachten. Die vielfachen Beziehungen dieser Theorie zu der allge- 
meinen Flachentheorie, insbesondere zu der Theorie der Strahlensysteme, 
sowie andrerseits ihr enger Zusammenhang mit den partiellen Diffe- 
rentialgleichungen yon der Laplace’schen Form verleihen diesen Unter- 
suchungen ein ungemein hohes Interesse. 

Wir entwickeln zunichst die Grundformeln unter Anlehnung an 
die Abhandlung von Weingarten im 100. Bande von Crelles Journal. 

Fiir die Flache S, deren unendlich kleine Verbiegungen wir unter- 
suchen wollen, behalten wir unsere alten Bezeichnungen bei. Der 
Punkt P oder (x, y, ¢) von S erfahre bei der betreffenden unendlich 
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kleinen Verbiegung eine Verschiebung, deren Componenten nach den 
Coordinatenaxen die Gréssen 

EX, ey, &2 
sein mégen, wo #, y, Z bestimmte Functionen von uw, v sind und « 
eine unendlich kleine Constante ist, deren Potenzen von der 
zweiten an vernachlissigt werden kénnen. Nach der Verbie- 
gung ist der Punkt P in den Punkt P’ geriickt, der die Coordinaten 


R= etek, yoytey, w=2-+ 8% 
hat, und da nach Voraussetzung 
dx + dy” + dz” = dz? + dy? + dz? 
sein muss, so ergiebt sich: 
(1) dadx + dydy +dzdz=0. 

Dieser Gleichung hat Moutard die folgende einfache und wichtige 
geometrische Deutung gegeben: 

Man betrachte x, y, 2 als Coordinaten eines Raumpunktes P; wih- 
rend P die Fliche S beschreibt, beschreibt dann P eine Fliche S, die 
Punkt fiir Punkt der Flache S entspricht, und zwar ist zufolge der 
Gleichung (1) das Entsprechen ein derartiges, dass zwei entsprechende 
Linienelemente von S und S auf einander senkrecht stehen. Umgekehrt, 
ist S eine Fliche, die durch Orthogonalitit der Elemente der Flache 
S punktweise entspricht, so ergiebt sich daraus eine unendlich kleine 
Verbiegung der Fliche S. . 

Man kann also der Aufgabe der unendlich kleinen Verbiegungen 
einer Flache S folgende endliche Fassung geben: Die Flachen S zu 
bestimmen, die der Fliche S durch Orthogonalitat der Hle- 
mente entsprechen *). 


*) Es mag gleich hier bemerkt werden, dass jeder Flache S stets eine Ebene 
S zugeordnet werden kann, die ihr durch Orthogonalitat der Elemente entspricht. 
Hierzu braucht man nur die Punkte der Fliche S auf die Ebene orthogonal zu 
projicieren und das Bild in der Ebene um einen rechten Winkel um einen festen 
Mittelpunkt zu drehen. Wahlen wir als diese Ebene die xy-Ebene und als 
Drehungsmittelpunkt den Coordinatenanfangspunkt, so haben wir: 

Z=+y, Y=, z=0, 
wodurch die Gleichung (1) in der That erfiillt wird. Der Punkt (x, y, 2) ist 
nach der Verbiegung in den Punkt 
e+ey, y—eéx, &% 

geriickt, d. h. die unendlich kleine Verbiegung ist in diesem Falle bloss eine 
Drehung um die z-Axe. Wir fiigen noch hinzu, dass, wie sich leicht nachweisen 
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Hine zweite endliche Fassung derselben Aufgabe ergiebt sich aus 
den folgenden Ueberlegungen: es werde 


g—2+te, ya=yt+ty, t=248 
gesetzt, wo ¢ eine Constante ist. Werden &, 7, € als Coordinaten eines 


beweglichen Punktes einer Fliche 2 aufgefasst, so erhalten wir fiir 
das Quadrat des Linienelements dieser Flache nach (1): 


de? 4 dy? + de = da? + dy + de? + (da* + dy + de), 
d. h. einen Wert, der sich nicht andert, wenn ¢ durch —¢? ersetzt 
wird. Betrachten wir also die Ortsfliche 2” des Punktes 

f= 4 — tz, n=y— ty, C= y — tz, 

so sind X und X” auf einander abwickelbar, wobei sich die Punkte (&, 1, §), 
(&', 1’, &°) entsprechen. Der Mittelpunkt der Strecke, die zwei ent- 
sprechende Punkte von 2, &”’ verbindet, ist der Punkt P oder (a, y, 2) 
von 8, wahrend die Richtung dieser Strecke die Richtung der Ver- 
schiebung angiebt, die P erfahrt. 

Umgekehrt seien 2, &” zwei auf einander abwickelbare Flachen, 


und §, 7, € &’, »’, &’ die Coordinaten zweier entsprechender Punkte. 
Setzt man dann: 


gon ttt, ja e—ttt, 
Ee fe ee 


so ist: 

dxdx + dydy + dzdz=0. 
Also: Sind zwei Flachen 2, 2’ auf einander abwickelbar, so 
ist die Ortsfliche S des Mittelpunktes der Verbindungslinie 
zweier entsprechender Punkte einer unendlich kleinen Ver- 
biegung faihig, bei der jeder Punkt von S in der Richtung 
dieser Verbindungslinie verschoben wird. 


§ 154. Die charakteristische Function g und die charakteristische 
Gleichung. 


Wir kommen nun zu der analytischen Behandlung unserer Auf- 
gabe, die in der Bestimmung dreier solcher unbekannter Functionen 
uv, ¥, 2 von w, v besteht, dass die Gleichung (1) oder die drei Glei- 
chungen : 
lasst, die angegebene Construction die allgemeinste ist, die einer Fliche S$ eine 
Kbene zuordnet, welche ihr durch Orthogonalitiét der Elemente entspricht, 
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On2On OLOL. On Ox Ox Ox 
(2) = Bee Ta peace 4 egal 


erfiillt werden. 
Um dieses Gleichungensystem symmetrisch zu behandeln, fiihrt 
Weingarten die Invariante des Differentialausdrucks 


= ie —~ 02 = OK 
> Bde = (51252) du + (>) 2 5) ae 
beztiglch der ersten Grundform der Flache 8, 
ds? = Edw? + 2Fdudv + Gdv’?, 


als Hilfsfunction g ein, indem er namlich 


1 7) zee 7 = Oe 

AG ah ey (2 ee a? a) 
2 eo Se 
2VEG— F Ov Ow Ou 5a) 


setzt. Diese Function g, die Weingarten die Verschiebungs- 
function nennt, wollen wir als die charakteristische Function 
bezeichnen. Wie Volterra bemerkt hat*), besitzt sie eine einfache 
kinematische Bedeutung: sie giebt niaimlich die nach der Normale ge- 
nommene Componente der Drehung an, die ein Oberflachenelement von 
S bei der Verbiegung erfahrt. 

Die letzte der Gleichungen (2) lasst sich durch die beiden ersetzen: 
> eS pp VH6— FP, Se op VEGF. 
Bilden wir mit Hilfe der ersten den Ausdruck 


@(pVEG — F*) 


Ou 
indem wir beriicksichtigen, dass infolge der ersten Gleichung (2) 
OL O78 INC on 
Oududv am OU dudv 


ist, und indem wir unter Beachtung der frither (S. 92) gefundenen 


Gleichung: 


OlogVEG—F?  {11] {* "| 
ou 1 | + 2 
die Fundamentalgleichungen (I), § 47, 8S. 89, benutzen, so finden wir: 


(4) 09 aS Fab pags 


7 


CU Xs VEG—F? 


*) Sulla deformazione delle superficie flessibili ed inestendibili. Rendiconti 
della Reale Accad. dei Lincei, Sitzung vom 6. April 1884. 


Bianchi, Differentialgeometrie, 


19 
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Bilden wir analog aus der zweiten Gleichung (3) 
0(~ VEG — cay 


Ov 
so ergiebt sich: * i 
, x ” Ox 
(4%) oy Pa i Moo esrre 
ov VEG—F 


Wird der kein Interesse bietende Fall, dass die Flaiche S abwickelbar 
ist, ausgeschlossen, d. h. 


DD" — D”? +0 
vorausgesetzt, so geben die Gleichungen (4) und (4*) nach 


a Sale Neon 
Op , 09 » OP , OQ 
iD ee DY ee =. SOS Dee 
Ox Ov Ou OL. Ou Ov 
(5) 2k EVEG—F’ Beg = KVEG_—F ” 


wo wie gewohnlich A das Kriimmungsmass der Flaiche S bedeutet. 
Nun brauchen die Gleichungen (2), (3) und (5) nur combiniert 
zu werden, damit sich durch Auflésung die folgenden ergeben: 
( ox 0 nO XG a) 
AG pia oe (> Ga ae) 
ou KVEG—F 
ah O28 a) eee 0g 
D(9 5 —X Gn) ee ois Hi ou) 
ov K VEG — F? 


aufeeldst : 


(6) 


dazu analoge fiir y und z. Hieraus erhellt, dass sich, sobald die 
charakteristische Function g bekannt ist, die Fliche 8, die der Flache 
S durch Orthogonalitét der Elemente entspricht, mittels Quadraturen 
ergiebt. 

Nun folgt aus den Gleichungen (5) weiter: 


p29 _ p29 pie _ pa 

0 ou 00 at Ce yO ol ae 0% OX T0220 X 
du \ KVEG— F? dv \KVEG— F? dv Ow ou bv’ 
und wenn rechts fiir = ? a die Werte eingesetzt werden, die sich 


aus den Fundamentalgleichungen (II), § 47, 8. 90, ergeben, so folgt: 
Die charakteristische Function m muss der folgenden 
partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung, die wir 


als die charakteristische Gleichung bezeichnen wollen, ge- 
nigen: 
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eae 
) Vae—P lau KVEG— F° a (2a? *)) 


2D. EDIE) ae 
OF Gey .*) 


§ 155. Umformung der charakteristischen Gleichung. 


Wir wollen nun beweisen, dass jedem Integral pm dieser Gleichung 
eine Lisung der Aufgabe entspricht. Hierzu bemerken wir, wie in 
der Anmerkung zu 8. 287, dass, wenn 


e=+y, y=—2z, 2=0 


gesetzt wird, die Grundgleichung (1) erfiillt ist. Der entsprechende 
Wert der charakteristischen Function q ist 
p= X; 
daher besitzt die Gleichung (7) die particuliiren Lésungen 
Dba) hy aH 
Hierauf lasst sich sofort nachweisen, dass, wenn gy eine Lésung 
der Gleichung (7) ist, die Gleichungen (6) den Integrabilitiitsbedingungen 
geniigen und mittels Quadraturen eine Flache S ergeben, die der Fliche 
S durch Orthogonalitaét der Klemente entspricht. 
Aus dem soeben Bemerkten folet weiter, dass diejenigen unend- 
lich kleinen Verbiegungen der Flaiche S, die nur in einer Bewegung 
bestehen, den Lésungen 


yg=—aX+bY¥+cZ (a, b, c= Const.) 
der charakteristischen Gleichung (7) entsprechen. 


Wir bringen nun die Gleichung (7) auf eine fiir die Anwendungen 
sehr wichtige Form. Dieselbe ergiebt sich, wenn die Coefficienten 


é, fy 9; 
die bei der sphirischen Abbildung von S auftreten, eingeftihrt werden. 
Wird die Gleichung (7) mit VEG — F?. Veg — f? multipliciert und 
wird dabei beriicksichtigt, dass nach 8. 121 


KVEG—F = +Veg—P 


ist, so folgt: 


2FD’— ED’—GD 


iG FF , giebt die mittlere Kriimmung 


*) Der Coefficient von gy, 


H von § an. 
19* 
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a ae I Di) ee9 
ge eee 
du\Veg—f?du Veg —f?dv 


2 (ee eo 
: 5 (Ve Veg— f? Ou ee rg iD) 


Werden die Christoffel’schen Symbole fe fiir das spharische Bild 
mit Strichen versehen und die Gleichungen (6*), § 63, S. 124, be- 
riicksichtiet, so geht obige Gleichung tiber in: 
D" fe ee [| soa eee It 
Ee (1 “Talat 


,| 2% ao 
— 2D ae | 1 


oder nach 8. 46, (22): 
(T*) DD" [gy + ep] — 2D’ [oe + f9)+ Dlg t+ 99] = 9, 


wo die Symbole gy, ys, Poo die covarianten zweiten Diffe- 
rentialquotienten der charakteristischen Function qg bezitig- 
lich des Linienelements der Kugel bedeuten. Wird die charak- 
teristische Gleichung in dieser Form geschrieben, so ist gemiss den 
Gleichungen (4), § 63, 8. 122, klar, dass, wie vorhin bemerkt, X, Y, Z 
particulare Lésungen von ihr sind. 

Wir bemerken nun, dass, wenn wir die Flaiche S, wie in § 72, 
Kap. V, durch die Ebenencoordinaten 


Kao ae 


bestimmen, d. h. mit W den Abstand der Tangentialebene vom Coor- 
dinatenanfangspunkt bezeichnen, infolee der Gleichungen (35) des an- 
geftihrten Paragraphen die charakteristische Gleichung (7*) wie folgt 
lautet: 


(8) (Woe + 9 W) (Gir + eg) — 20 Wye’ + FW) (@u'+ fe) + 
+ Wirt ¢W) (G22 99) = 0. 
Da sie in W und @ symmetrisch ist, so lehrt sie uns, dass, wenn 
mit S, die Enveloppe der Ebenen: 
sX+yY¥+eZ— py 


bezeichnet wird, ebenso, wie p die charakteristische Function fiir eine 
unendlich kleine Verbiegung der Fliiche S ist, W die charakteristische 
Function fiir eine unendlich kleine Verbiegung von S, ist. 
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§ 156. Die bei einer unendlich kleinen Verbiegung associierten 
Flachen, 


Um die charakteristische geometrische Beziehung zwischen zwei 
solchen Flachen S und S, zu erkennen, bemerken wir, dass, wenn 
wir dieselben einander Punkt fiir Punkt durch Parallelismus der Nor- 
malen entsprechen lassen, und wenn wir mit 


Ddu? + 2D’ dudv + D” do’, 
(a) Dydv? + 2D/dudv + D,” dv? 


beztiglich die beiden zweiten Grundformen von S und S, bezeichnen 
und dabei beriicksichtigen, dass 

—D= Pi + eg, —Di=on+f9, — Dy" = Po + 99 
ist, die Gleichung (8) in die folgende iibergeht: 

(3'*) D" Dy, + DD,’— 2D’ D, = 0. 

Dieselbe besagt, dass die simultane Invariante dieser beiden Differential- 
formen gleich Null ist. Geometrisch ausgedriickt heisst dieses, dass 
den Haupttangentencurven auf der einen F'lache ein conjugiertes System 
auf der anderen entspricht, wie man auf Grund der Invarianteneigen- 
schaft der Gleichung (8*) sofort daraus ersieht, dass, wenn D = D”=0 
ist, D,= 0 folgt. 

Wenn sich umgekehrt die beiden Flichen S und S, durch Paralle- 
lismus der Normalen in der Weise entsprechen, dass den Haupttan- 
gentencurven auf der einen ein conjugiertes System auf der anderen 
entspricht, so ist infolge der Gleichung (8) oder der aquivalenten (7*) 
sofort klar, dass der Abstand eines festen Raumpunkts von der Tan- 
gentialebene der einen die charakteristische Function ftir eine unend- 
lich kleine Verbiegung der anderen ist. Wir sagen dann, dass die 
Flachen S, S, ein Paar associierte Flaichen sind. 

Wir sehen nun, dass, wenn von zwei associierten Flachen die eine 
ein positives Kriimmungsmass besitzt, die andere sicherlich ein nega- 
tives hat, wie aus der Gleichung (8) hervorgeht, denn wird darin z. B. 
D’=0 angenommen und D, D” dasselbe Vorzeichen beigelegt, so 
folet daraus, dass D, und D,’ entgegengesetzte Vorzeichen haben. 
Dagegen kann einer Fliche- mit negativem Kriimmungsmass sowohl 
eine solche mit negativem wie mit positivem Kriimmungsmass associiert 
sein. Hine der beiden associierten Flichen S, S, wenigstens besitzt 
demnach reelle Haupttangentencurven, nehmen wir z. B. an, die Flache 
S,. Wir wahlen dann als Parameterlinien uw, v auf S, die Haupttan- 
gentencurven, denen auf S ein conjugiertes System entspricht. Aus 
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den Formeln fiir die sphirische Abbildung, Kap. V, insbesondere den 
Gleichungen (18) und (22), 8. 126 und 134, erkennt man sofort, dass 
die Beziehungen zwischen den Coordinaten x, y, 23 2%, Yo) % ZWweler 
entsprechender Punkte auf S und S, wie folgt lauten: 

fee 1 ON, oy 1 OY | Oz 1 0%, 


9 Bua OP OD als Ot SOCIO sale cer 
(9) Ou 0 Xp Ct) ue CY Ogi. hi 0%, 
Di eb! Wb Rama Ce 


wo J, m passende Functionen von w, v sind. 

Wir betrachten ferner dasjenige conjugierte System (a, 6) auf S, 
dem auf S, ebenfalls ein conjugiertes entspricht, indem wir namlich 
als Veriinderliche «, 6 diejenigen einfiihren, durch die sich die beiden 
simultanen Formen (a) als Summen von Quadraten darstellen lassen. 
Dieses System ist sicher stets reell, wenn eine der beiden Flachen 
elliptische Punkte hat, d. h. wenn eine der beiden Formen (a) definit 
ist. In diesen Verinderlichen a, 6 gelten nach § 69 die Gleichungen: 


GEES Male Ox OY oy ny 08 
| ee = Cook iee tee aes " Ge’ 
oo { 2eaie. OO NNCU es CUE RO een es 
\ 68 op’ 8 op’ 0B 7 
Hierin ist r eine Function von «, 6, die durch die Gleichungen: 
dlogr __ 12 dlogr _ 12\ 
ay nals}, tage af 


bestimmt ist, wo die Symbole rechts fiir das Linienelement von S in 
den Parametern a, 6 berechnet sind. 

Wir sehen demnach, dass die an den Curven «, 8 auf S und S, 
in zwei entsprechenden Punkten gezogenen Tangenten einander parallel 
sind und dass die Laplace’sche Gleichung fiir die beiden conjugierten 
Systeme (aw, 8) auf S und S, gleiche Invarianten besitzt. 

Die Gleichungen (10) kénnen auch in der folgenden Form ge- 
schrieben werden: 


fo (* — 2) ar A (ap x), ae ee “a ) = A(Yo <<? Y), 
a (2 =F) Ae — ) 
sg (he) elm —2), (Bt) —u@—y), 


+ 
0 (4 tre 
ary) 
wo 4 und w Proportionalititsfactoren sind. Sie lehren uns, dass, wenn 
wir das von den Verbindungslinien entsprechender Punkte P, P, zweier 


Whe ul per: 2), 
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assocuerter Hlachen gebildete Strahlensystem betrachten, die abwickel- 
baren Flachen desselben die Flachen « = Const. und 6 = Const. sind 
und dass. die Brennpunkte F,, I,, deren Coordinaten 

Pee ich Vora? Uy hg se Te: 

(pate tr tea 7? 

Ly ar lg Ytry 4 +72 

Sere / igre? Bee 

sind, die Strecke PP, harmonisch teilen. Also: Die abwickelbaren 
Flachen des von den Verbindungslinien entsprechender Punkte 
P, P, zweier associierter Flachen S, 8, gebildeten Strahlen- 
systems schneiden jede dieser Flachen in einem conjugierten 
System mit gleichen Invarianten; auf jedem Strahl teilen die 
Brennpunkte die Strecke PP, harmonisch. 


bez. 


§ 157. Zuriickfiihrung der charakteristischen Gleichung auf ihre 
beiden Normalformen. 


Wir kehren nun im Falle einer gegebenen Flache S zu der 
charakteristischen Gleichung (7*) fiir die unendlich kleinen Verbie- 
gungen zuriick und wollen dieselbe durch zweckmissige Wahl der Para- 
meterlinien u, v in eine Form bringen, die wir als die Normalform 
bezeichnen. 

1. Wir setzen zunichst voraus, dass die Fliche S entgegengesetzt 
gerichtete Hauptkriimmungsradien besitze, und wahlen als Parameter- 
linien die Haupttangentencurven u, v. Da dann D—0O, D’= 0 ist, 
so lautet die Gleichung (7*): : 


Pix + fp = 9, 
oder, wenn wir mit Hilfe der Gleichungen in § 64, S. 125, entwickeln: 
1 dloge 2 1 6 loge é@ re 
(2) At +5 Ov jee Ow Ov 1 P= 0, 


Ist m eine Lésung der sh ae so lauten die allgemeinen Glei- 
chungen (6), welche die der Flache S durch Orthogonalitaét der Hle- 
mente entsprechende Fliche S bestimmen: 


* Bm o(xit— 9) 
ot = o(xit — 9 2) 


Nun wenden wir die Transformation an, deren wir uns in § 68, 8. 132, 
zur Ableitung der Lelieuvre’schen Formeln bedient haben, d. h. wir 
ersetzen die unbekannte Function durch 


pVo=*. 
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Die Gleichung (12) geht dann tiber in: 


14 Oo ye wi 2Ve_ -¢ 
Se Owdv 4 Vo dudv I; 
und die Gleichungen (13) lauten She eae 
e_|t? LE 
(15) Ap | 8b ae |, a= —| aE i , 
du bu ie Ov 


analog in y und g, und zwar ergeben sich diese letzteren, wenn & der 
Reihe nach durch y und € ersetzt wird. Erinnern wir uns nun daran, 
dass £, 7, € selbst in den Lelieuvre’schen Formeln (18), 8. 182, drei 
particulire Lésungen der Gleichung (14) sind. Jede andere von &, 7, ¢ 
linear unabhingige Lésung ® giebt eine wirkliche unendlich kleine 
Verbiegung der Fliche, wihrend sich entgegengesetzten Falls, wenn 
sich ® linear aus &, 7, € zusammensetzt, nur eine Bewegung ergiebt. 
2. Hs sei nun S eine Flache mit positivem Kriimmungsmass. Wie 
in § 70 fiihren wir als Parametersystem (w, v) ein isotherm-con- 
jugiertes System ein. Die charakteristische Gleichung wird dann: 


P+ Pot C+ 9) 9 = 9, 
dgli(sii),s.las): 


07% C loge og 0loge eg 
OS) Ged ge to et ee 


und aus den Gleichungen (6) ergiebt sich: 


(Ome. ox Og 
17 ) ou (Ce _— oe), 
(17) (ae ax x 29) 
Ov OP Oa Ou) 
Durch die Transformation: 
pVo=* 


geht die charakteristische ii ox tiber in: 
ora 


o? 


und als die Gleichungen, welche die Flache § bestimmen, ergeben sich: 


: o & i a & 
(19) ay =| 09 8 |) =z —=— | 08 OE 
Se av Ou ou 


nebst analogen, in denen x, £ beztiglich durch y, 4; 2, § ersetzt sind, 


Wir kénnen also dieses Ergebnis folgendermassen aussprechen: 
Die Gleichung, von der die Aufgabe der Bestimmung der 
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unendlich kleinen Verbiegungen einer Fliche § abhiangt, 
lasst sich auf die Normalform: 
Che OF Or, 1080 
Zi EO eee 
bringen, je nachdem die Fliche S ein negatives oder ein 
positives Kriimmungsmass besitzt. 
So kénnen wir z. B. fiir alle Flichen, die den Gleichungen: 
Ore ati 0G *o 
Ouov ; ow AG bu 
entsprechen, die Aufgabe, ihre unendlich kleinen Verbiegungen zu be- 
stimmen, vollstiindig lésen, insbesondere fiir die geraden Conoide (§ 68) 
und fiir das Rotationsparaboloid (§ 71). 


= Mt 


§ 158. Das conjugierte System, das bei einer unendlich kleinen 
Verbiegung conjugiert bleibt. 


Wir betrachten zwei associierte Flichen S, S, und wihlen als 
Parameterlinien auf S, die als reell vorausgesetzten Haupttangenten- 
curven u, v; die ihnen entsprechenden Curven auf S bilden ein con- 
jugiertes System. Die charakteristische Function p fiir die entsprechende 
unendlich kleine Verbiegung der eat S geniigt (da D—0, D°—0 
ist) den beiden Gleichungen (§ 156, 8. 293): 


Op (11\' dm 
cat ayaa estes) en 


BE us f22)" ae 
es + eee oe giao 7 oF" 

Nun sei S die bei derselben eee, kleinen Verbiegung der Flache 
S durch Orthogonalitit der Elemente entsprechende Flache. Dann er- 
halten wir infolge der Gleichungen (6) die Beziehungen: 


OG oD Coe 
Ou  Veg—f? Ov dv 
paar ( ies ay 
Ov Veo Cu Ou. 
Bilden wir 
rx 
Oudv 


unter Beriicksichtigung der Gleichungen (6*), § 63, S. 124: 
ea Binge ea toes 
dv \Veg —f? Veg —f Veg = fe 
d ( He \= ey a sl et 
du\Veg — f Lialveg=Ff\ Veg—f? 
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so ergiebt sich: 
Cnt St eae D 0% 
owen * \2 
Aber nach den Gleichungen (25), § 69, S. 135: 
We ee Be = be 
eh fan Fo BO Ds ae oe Mees ele ie 
kann diese Gleichung wie folgt geschrieben werden: 
0*z 12| 0% 12| oz 
pam Ns jet Se 
Daraus ergiebt sich, dass auch auf S das System (w, v) conjugiert ist, 


und ferner, dass tie Laplace’sche Gleichung auf S dieselbe ist wie auf 
S. Des Weitere sehen wir, dass derselben Laplace’schen Gleichung: 


ora 12| 0& 12| 0# 
panic + Val ge 
wegen der Identitét (S. 289): 
OX C& Ou 0% _ 
1 Ou Ov Z > Ov ou 
ut + yy + 22 
geniiot. Wenn wir nun zu der auf 8. 288 gegebenen zweiten endlichen 
Fassung der Aufgabe der unendlich kleinen Verbiegungen zuriickkehren 


und die beiden auf einander abwickelbaren Flachen 2, &” betrachten, 
welche die Ortsflichen der Punkte: 
g=a+t, na=y+ty, t=e+e2 
bezel. (¢ = Const.) 
f—a— i, w—y—ty, (—e—t 


auch der Ausdruck 


sind, so sehen wir, dass auch auf X und 2” das System ‘(w, v) con- 
jugiert ist und dass die Laplace’sche Gleichung immer dieselbe bleibt. 
Von dieser ist ausser &, y, €; &’, 7’, &° auch der Ausdruck 

(+ P+) — E+ 1? + £2) = AR + yy + 22) 
eine Lésung *). 


*) Vgl. Koenigs, Comptes Rendus de l’Acad. des Sciences, Bd. CXVI, S. 569 
(1893). Der Satz von Koenigs ergiebt sich tibrigens sofort daraus, dass auf den 
zwei auf das gemeinsame conjugierte System bezogenen und auf einander ab- 
wickelbaren Flichen die Laplace’sche Gleichung dieselbe ist. Wenn 


e=RE +n +O), emt + n+ 6% 
gesetzt wird, so folgt (§ 60, S. 116): 
2 =F, o.= F. 
Hieraus kénnten wir umgekehrt die Ergebnisse des Textes folgern. 
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Insbesondere gilt dieses fiir,einen unendlich kleinen Wert « von {, 
woraus sich der Satz ergiebt: 

Das conjugierte System auf einer Fliche §, das den Haupt- 
tangentencurven der einer Fliche S bei einer unendlich klei- 
nen Verbiegung associierten Fliche S, entspricht, bleibt bei 
dieser Verbiegung conjugiert. Auf der Fliche §, die der 
Flache S durch Orthogonalitaét der Elemente entspricht, ent- 
spricht diesem System wieder das homologe conjugierte System. 

Betrachten wir umgekehrt bei einer unendlich kleinen Verbiegung 
einer Fiche S dasjenige conjugierte System, welches bei der Verbie- 
gung conjugiert bleibt*). Ihm entspricht auf der associierten Fliche 
S, das System der Haupttangentencurven. Wir kénnen also das Er- 
gebnis so aussprechen: 

Damit ein conjugiertes System auf § bei einer unendlich 
kleinen Verbiegung von S conjugiert bleibe, ist es notwendig 
und hinreichend, dass sein Gaussisches sphirisches Bild auch 
dasjenige der Haupttangentencurven einer Fliche S) ist. Die 
Flachen S, S, sind dann bei dieser Verbiegung associiert. 

Ist insbesondere das conjugierte System das der Kriimmungslinien, 
so geht die soeben aufgestellte Bedingung in die iiber, dass das sphi- 
rische Bild der Kriimmungslinien ein Isothermensystem sein muss. 
Die associierte Fliche S, ist dann eine Minimalflache **), 


§ 159. EHigenschaften von Flichen, die einander durch Orthogo- 
nalitét der Hlemente entsprechen. 


Wir wollen nun einige Higenschaften von Paaren einander durch 


Orthogonalitét der Elemente entsprechender Flachen S, S_entwickeln. 


*) In jedem Falle, ausser in demjenigen einer blossen Bewegung (bei der 
oftenbar jedes conjugierte System conjugiert bleibt), ist dieses System eindeutig 
bestimmt und sicher reell, wenn die Flache, die verbogen wird, ein positives 
Kriimmungsmass hat. Bezeichnen wir naimlich mit 6D, dD’, dD” die Varia- 
tionen von D, D’, D” bei der Verbiegung, indem wir das gemeinsame conju- 
gierte System als nicht eindeutig bestimmt voraussetzen, so muss die Proportion: 

60D:06D': édD"= D:D’: D” 
bestehen, und da ferner 
6(DD”— D’?) = Dé D"+ D" dD — 2D'dD'= 0 
ist, wahrend DD”— D’? nicht gleich Null ist, so folgt daraus: 
ID 0D’ = dD" = 0; 


**) §. Weingarten, Sitzungsber. der Kénigl. Akad. d. Wissensch, zu Berlin, 
28. Jan. 1886. 
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Wir setzen zuniichst voraus, dass die Flache 8 ein positives Kriim- 
mungsmass besitze, und wihlen wie in § 157 als Parameterlinien w, v 
auf S ein isotherm-conjugiertes System. Die Gleichungen (19) 
kénnen nun so geschrieben werden: 


1 0% 0 (é cee a) 6. 
5a 50s) ® Ov — 5a (e) 
Daraus folgt: ; ‘ 
O (ines 1 OG\ aes 
Falge ga) + ao (ge 55) = 9 
oder: 
07% C70 Glog# 0% , go dlogs ox 
ac lan eae Oo Bin Ov ov 


nebst analogen Gleichungen in y und z. Bezeichnen wir andrerseits 


mit fe die Christoffel’schen Symbole fiir die Flache S und analog 
mit D, D’, D”; X, Y, Z die Coefficienten der zweiten Grundform 


und die Richtungscosinus der Normale von S, so haben wir infolge 
der Grundgleichungen (1), § 47, S. 89: 


ee oe an Pee eA ol a yee 
et oe= (tl eet el +12 lye HOLDS, 
dazu analoge Gleichungen in y¥ und Zz. Durch Vergleich dieser mit 
der obigen Gleichung ergiebt sich: 


ay a a 
D+ D’=0. 


Die letzte dieser Gleichungen sagt uns, dass D und D” einander gleich, 
aber dem Vorzeichen nach entgegengesetzt sind, woraus folet: Hiner 
Flache S mit positivem Kriimmungsmass entsprechen durch 
Orthogonalitat der Elemente nur Flichen S mit negativem 
Kriimmungsmass*). 

Wie im Falle von Paaren associierter Flichen (§ 156), so ist auch 
hier leicht einzusehen, dass einer Fliche S mit negativem Kriimmungs- 
mass durch Orthogonalitit der Elemente Flachen sowohl mit positivem 
wie mit negativem Kriimmungsmass entsprechen. 

Zweitens setzen wir voraus, dass die Fliche 8 ein negatives Kriim- 
mungsmass besitze, und wihlen die Haupttangentencurven als Parameter- 
linien wu, v. Die Gleichungen (15), § 157, S. 296, kénnen dann folgen- 
dermassen geschrieben werden: 


*) Die Flache S kann nur dann die Kriimmung Null besitzen, wenn D = 0, 


D’=0, D”= 0 ist, und geht dann in eine Ebene tiber (vgl. § 153). 
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SE eet ee 10% 0 (& 
ou a(4), a? 0v dv (4). 
Daraus folgt: 
0 (1 Ou 0 (1 0x 
a (as pa) + 9a gs) = 9 
oder: 
Oz.) Olog® 02 0 log # 0% 


Qudv. av Bat Ou ov 


Also: Den Haupttangentencurven einer Fliche S mit negati- 
vem Kriimmungsmass entspricht auf jeder Fliche S, die S 
durch Orthogonalitit der Hlemente entspricht, ein conju- 
giertes System mit denselben Invarianten. 

Umgekehrt setzen wir nun voraus, dass es auf einer Fliche S ein 
conjugiertes System mit denselben TnveneNten gebe, ‘fiir das also 


7} = 0 log & [Aa __ dlog# 


1 Sea 2 


Ou 


ist, wo # eine passend gewihlte Function von w, v ist. 
Werden &, 7, § mittels Quadraturen aus den Gleichungen bestimmt: 


a(S) = aoe oe (B) = a by" 
eee a ipa agte tot ren 
ga (S) = — as ba ° Ba (G) = 90" 


so sind diese Gréssen Lésungen der nachstehenden Gleichung fiir @: 


20 (log ® , 1 3% 08 
non = (GE a 585m ) 


Folglich (§ 68, 8. 133) bestimmen die Lelieuvre’schen Formeln: 


eS 
onlay ah ja a)ene 


eine Flache S, auf der die Curven uw, v die Haupttangentencurven 
sind und die durch Orthogonalitit der Elemente der Flache S ent- 
spricht. Wir sehen also, dass die Frage nach den unendlich 
kleinen Verbiegungen einer Fliche S gleichbedeutend ist mit 
der Bestimmung der conjugierten Systeme mit gleichen [n- 
varianten auf 8S, 
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§ 160. Die Ribaucour’schen Strahlensysteme. 


Ribaucour hat zuerst eine wichtige Klasse von Strahlensystemen 
betrachtet, zu denen wir in der folgenden Weise gelangen: 

Hs seien S, S zwei Flichen, die einander durch Orthogonalitat der 
Elemente entsprechen. Ziehen wir durch die Punkte der einen von 
ihnen, sagen wir S, Strahlen parallel den Normalen in den entsprechen- 
den Punkten von S, so erhalten wir ein Strahlensystem der erwa&hn- 
ten Art. 

Diese Strahlensysteme bezeichnen wir als Ribaucour’sche Strah- 
lensysteme und die Flache S, deren Normalen den Strahlen parallel 
sind, als erzeugende Flache. 

Wir wenden nun die allgemeinen Gleichungen des Kap. X auf die 
in Rede stehenden Ribaucour’schen Systeme an. Beriicksichtigen wir 
zu diesem Zwecke die Gleichungen (6),-§ 154, S. 290: 


ae (p CE Gee e+ (v’ ANN 


Ot ae Ov 0 Ou Ov 
Ou Veg —f es 
,OXx 1 Ou ,, OD DOO < 
ea _(@ bn ~P" Fa) 9 + (O55 —P Ga) X 
av Vege : 
und setzen wir in den Kummer’schen Bezeichnungen (Kap. X, 8. 257): 
eri On OXx = 0% OX oy. Ou LS. = 0x OX 
e De ou’ Ov Ou’ if = OS Ov’ a Ov Ov’ 
so finden wir: 
yr Rt 2 ‘7 fD’'— eD 7’ CRN wie 
Veg—f ”’ V pie Veg—f *’ 
7 Re gD’ — f D’ 
Veg —f? 


Die Gleichungen (B), 8. 263, und (D), S. 265, die beziiglich die 


Abscissen der Grenz- und Bianprnie bestimmen, ‘gates hier*); 


es lspeadsta 
(20) 6 dle ue 
= — 7,19", 


*) Beim Hinsetzen in aie angefiihrten Gleichungen (B), (D) mitissen die in 
denselben mit H, F’, G; e, f, f, g bezeichneten Gréssen beziiglich durch OS het) 
(Sop baie g ersetzt coon 
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wenn mit 7,, 7, die Hauptkriimmungsradien der erzeugenden Fliche S 
bezeichnet werden *). 

Die Gleichung (C), § 141, 5. 264, welche die abwickelbaren 
Flichen des Strahlensystems bestimmt, wird hier: 


(21) Ddw? + 2D'dudv + D" dv? = 0. 


Wir haben also das Ergebnis: 

Bei jedem Ribaucour’schen Strahlensystem ist die Aus- 
gangsfliche §, welche durch Orthogonalitit der Elemente 
der erzeugenden Flache S entspricht, die Mittelfliche des 
Strahlensystems. Die abwickelbaren Flaichen des Strahlen- 
systems entsprechen den Haupttangentencurven der erzeu- 
genden Flache S und schneiden folglich (§ 159) die Mittel- 
fliche S in einem conjugierten System mit gleichen Inva- 
rianten. 


§ 161. Siétze itiber Ribaucour’sche Strahlensysteme. 


Die eben erwihnte Kigenschaft der Ribaucour’schen Strahlensysteme, 
dass nimlich ihre abwickelbaren Flichen die Mittelflache in einem con- 
jugierten System schneiden, ist fiir diese Strahlensysteme charakteris- 
tisch, denn es besteht der Satz: 

Jedes Strahlensystem, dessen abwickelbare Flachen die 
Mittelflache in einem conjugierten System schneiden, ist ein 
Ribaucour’sches Strahlensystem. 

Zum Beweise stellen wir die folgenden von Guichard herriihren- 
den Betrachtungen an: Wir gehen zu den Gleichungen (27), § 148, 
S. 275, zuriick, aus denen sich die Coordinaten x, y, 2 des Mittel- 


punkts ergeben: 
12 ox 
[2 +2 {VP} e|x—0 Se 


ox 
= +2 [te] +eds 
worin @ eine ite der Gleichung (28), 58. 276: 


cos) je 4 (Meteo 4 (ra) de [oe fal 4 2 t+ Feo 


*) Um die Richtigkeit der Gleichungen des Textes nachzuweisen, berticksich- 
tige man die folgenden (S. 124, (8)): 


2fD’— eD’ — gD DD’— D” 
ae eer i epee 


2 Ss 
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bedeutet. Wir bringen nun die Higenschaft zum Ausdruck, dass auf 
der Mittelfliche S die Spuren w, v der abwickelbaren F'lachen des 
Strahlensystems ein conjugiertes System bilden. Hierzu ist notwendig 
und hinreichend, dass es zwei solche Functionen P, Q von u, v gebe, 
dass a, y, ¢ Lésungen derselben Laplace’schen Gleichung: 

078 


08 Ov 


GOWwdv 


sind. Bilden wir nun wirklich ee aus einer der Gleichungen (22), 
UOV 
wobei wir (23) und die Gleichung (S. 122, (4)): 
o7 X. TON) GO) 11 93]) Gi XC 
soi lge tah ge PX 


beriicksichtigen, so erhalten wir: 
se — (se + (a elo t [e+ (2 Jelee + 
+(G bee Der the ead 


J Ou 
analoge Gleichungen bestehen fiir y und z. Die Functionen P und YQ 
sind also durch die Gleichungen: 


(25) Pa ee eueeeo.. 


bestimmt und miissen noch der weiteren Bedingung: 


Q 12 0 
plete jel—ole+2\r}el— 
Dare. Fae’) d {12} 12| de 12| de 
So ml iiie@t ve teem to 
gentigen, die sich fiir die Werte (25) von P und Q auf 


@ {12 @ {12 

(26) . Al molel 

reduciert. Diese Gleichung besagt, dass die sphirischen Bilder der 
Developpabeln des Strahlensystems auch die Bilder der Haupttangenten- 
curven einer Flaiche sind (§ 64, 8. 125). Auf diese Weise ist eben 
Guichard zu dem Satz gelangt: 

Damit die Developpabeln eines Strahlensystems die Mittel- 
fliche S in einem conjugierten System schneiden, ist es not- 
wendig und hinreichend, dass ihre spharischen Bilder auch 
die Bilder der Haupttangentencurven einer Fliche § sind. 

Nun ist ferner leicht einzusehen, dass diese Fliche § durch Ortho- 
gonalitit der Elemente der Mittelfliche S des Strahlensystems ent- 
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spricht, das demnach ein Ribaucour’sches ist. Bezeichnen wir nim- 
lich mit 


1 
KS ere hae R? 
das Kriimmungsmass von S, so gelten die Gleichungen (§ 64, S. 125, (10)): 
dlogR __ 12 dlogR __ iit 2) 
ee 2 {1}, ~ Ov ——2| fs 


und fiir die Coordinaten Z, y, 2 eines Punktes von S ist (S. 126, (13): 


0% R pg EVs 
Ou =a Ow ne)? 


SEALE ATEN PONE Tas 

dv Taal dv 95.) Ceetas 
Diese Gleichungen geben, mit den Gleichungen (22) combiniert: 
Qn0@ 9 Slaede _ Gn 0B) Sdn da 
Oudu? dvov ? ae a Ov ou 


und beweisen dadurch eben, dass S und S einander durch Orthogona- 
litét der Elemente entsprechen*). 


§ 162. Besondere Klassen von Ribaucour’schen Strahlensystemen. 


Wir wollen nun einige besondere Klassen von Ribaucour’schen 
Strahlensystemen betrachten. 

Es gehéren hierher die isotropen Congruenzen (§ 139, S. 261). 
Man sieht namlich sofort ein, dass die isotropen Congruenzen 
diejenigen speciellen Ribaucour’schen Congruenzen sind, 
deren erzeugende Flache eine Kugel ist. 

Thre analytische Darstellung ergiebt sich am einfachsten, wenn 
man beriicksichtigt, dass die Haupttangentencurven der Mittelflache 
einer isotropen Congruenz reell sind (§ 159) und einem conjugierten 
System mit gleichen Invarianten, d. h. emem Isothermensystem auf 
der Kugel entsprechen. Gehen wir umgekehrt von einem beliebigen 
Isothermensystem auf der Kugel aus, so finden wir aus den Gleichungen 
zum Schlusse des § 159, S. 301, mittels Quadraturen die allgemeinste 
isotrope Congruenz oder, was auf dasselbe hinauskommt, die allgemeinste 


unendlich kleine Verbiegung der Kugel. 


*) Wir sehen, dass die am Schlusse des vorigen Paragraphen angeftihrte 
Eigenschaft, dass das conjugierte System (wv, v) auf der Mittelflache eines Ribau- 
cour’schen Strahlensystems gleiche Invarianten besitzt, auch sofort aus der 

¥ OP OQ: 
Gleichung (25) folgt, da ame ta ist. 


Bianchi, Differentialgeometrie. 20 
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Die Guichard’schen Strahlensysteme (§ 152, S. 284), deren ab- 
wickelbare Flichen dieselben spharischen Bilder wie die Haupttangen- 
tencurven einer pseudosphirischen Flache haben, kénnen nun offenbar 
als Ribaucour’sche Strahlensysteme mit pseudosphiarischer 
Erzeugungsfliche definiert werden. 

Wir wollen nun untersuchen, ob es Ribaucour’sche Normalen- 
systeme giebt. Die spharischen Bilder ihrer abwickelbaren Flachen 
bilden in diesem Falle ein Orthogonalsystem, und da dasselbe auch das 
Bild der Haupttangentencurven der erzeugenden Flache sein muss, so 
ist folglich diese eine Minimalfliche. Die Bilder der Kriimmungslinien 
der zu den Congruenzstrahlen normalen Flachen bilden ein [sothermen- 
system. Umgekehrt bilden die Normalen einer Fliche, bei der die 
Bilder der Kriimmungslinien ein Isothermensystem sind, ein Ribaucour- 
sches Strahlensystem. 

Endlich bemerken wir, dass es unter denjenigen Ribaucour- 
schen Strahlensystemen, die eine gegebene Fliche S zur Hr- 
zeugenden haben, unendlich viele giebt, deren Mittelflache 
eine Hbene ist. 

Um sie alle zu erhalten, brauchen wir nur wie folgt zu verfahren 
(§ 153, 5S. 287, Anmerkung): Wir projicieren alle Punkte von S ortho- 
gonal auf eine Ebene a, drehen das ebene Bild der Flache um einen 
rechten Winkel um einen festen Punkt der Ebene und ziehen durch die 
Punkte des neuen Bildes Parallele zu den Normalen von 8S. Ist ins- 
besondere die Fliche S eine Minimalfliiche, so ist das auf diese Weise 
erhaltene Strahlensystem nach dem soeben Gesagten ein Normalen- 
system; die zu den Strahlen normalen Flaichen sind in diesem Falle 
die Bonnet’schen Flichen, bei denen die zwischen den beiden 
Kriimmungsmittelpunkten in der Mitte gelegenen Punkte in einer Ebene 
liegen. 

Aus diesen Betrachtungen folgt, dass bei einer orthogonalen Projec- 
tion der Haupttangentencurven einer beliebigen Flache auf eine Ebene 
ein ebenes System mit gleichen Invarianten entsteht und dass umge- 
kehrt jedes derartige ebene System die Orthogonalprojection der Haupt- 
tangentencurven einer gewissen Flache ist *). 


*) Koenigs, Comptes Rend. de l’Acad. d. Sciences, Bd. CXIV, 8. 55. Der 
yon Koenigs gegebene Satz ist insofern allgemeiner, als er sich auf eine belie- 
bige Centralprojection der Haupttangentencurven bezieht. Derselbe folgt sofort 
aus dem im Texte betrachteten Specialfall, wenn man berticksichtigt, dass bei 
projectiven Transformationen die Haupttangentencurven und die conjugierten 
Systeme mit gleichen Invarianten in ebensolche Curven bezw. Systeme tibergehen. 


$163. Zweite Meth. zur Behandlg. d. Aufgabe d. unendl. kl. Verbiegungen. 307 


§ 163. Kurze Angabe einer zweiten Methode, die Aufgabe der 
unendlich kleinen Verbiegungen zu behandeln. 


Wir schliessen dieses erste Kapitel tiber die unendlich kleinen 
Verbiegungen mit der kurzen Entwicklung einer zweiten Methode, 
diese Aufgabe zu behandeln, welche sich unmittelbar aus den allgemei- 
nen Sitzen in Kap. IV ergiebt. Die Fliche S, deren unendlich kleine 
Verbiegungen wir bestimmen wollen, denken wir uns durch die beiden 


Grundformen (§ 48, Kap. IV) 


Edw + 2Fdudv + Gdv’, 
Ddw? + 2D'dudv + D’ dv 


definiert. Bei jeder unendlich kleinen Verbiegung von S bleibt die 
erste Form ungedndert; die Coefficienten der zweiten erfahren unend- 
lich kleine Aenderungen, die wir mit 


OD=ed, 0D'=sd', 0D" = sd’ 


bezeichnen wollen, wo « eine unendlich kleine Constante ist und 
d, d’, d” drei naher zu bestimmende Functionen von wu und v sind. 
Sobald d, d’, d” bekannt sind, erfordert die Bestimmung der ent- 
sprechenden unendlich kleinen Verbiegung nur noch Quadraturen. Nun 
ergeben sich die notwendigen und hinreichenden Bedingungen, denen 
die Unbekannten d, ad’, d” geniigen miissen, unmittelbar durch Variation 
der Gaussischen Gleichung (III) und der Codazzi’schen Gleichungen (IV) 
(§ 48, 8. 91). Sie lauten: 


(27) D dae i tw 0, 
fas [fs] (ele (some 
ete foes [fe] le falemon 


Die Gleichungen (28) lassen sich auch in die zweite Form der Co- 
dazzi’schen Gleichungen (I[V*), § 48, 5. 92, bringen: 


(28) 


*) Hieraus folgt sofort wieder, dass die Frage nach den unendlich kleinen 
Verbiegungen der Kugel mit der Bestimmung der Minimalflichen gleichbedeutend 
ist. Ist namlich 9 eine Kugel, so sind D, D’, D” proportional H, F', G, und 
jedes Wertsystem, welches den Gleichungen (27) und (28) geniigt, giebt die Coef- 
ficienten der zweiten Grundform einer Minimalfliche. 

20* 


308 Kap. 14. Unendl. kleine Verbiegg. d. Flichen u. Entspr. durch Orthog. d. El. 


ut») 2 Ga)+ Pade 

ss) | 2 vega + (S| gaa mo 
z aS z) 7 - (a=) ae ae Vie=P ee 

—° ("| vae=n + (1) eee 


Bezeichnen wir mit x, y, 2 die Coordinaten eines Punktes der 


associierten Flache S, so lasst sich leicht beweisen, dass x, y, 2 durch 
Quadraturen aus den Formeln 


(0% a’ Ox d Ox 
SS SS ESE ee 
So du VEG—F*?0u WVEG— F*év 
oe az ae Oe a’ ba 


do VEG_—Fiju VEG— Fav 
sowie den analogen fiir ¥, 2 zu berechnen sind. Hieraus findet man 
die Verschiebungsfunction 
y = >) Xz 


und die unendlich kleine Verbiegung selbst allein durch Quadraturen, 
wie oben (8S. 307) behauptet wurde. 

Diese allgemeinen Entwicklungen wollen wir nun auf einige Bei- 
spiele anwenden. 

Erstens behandeln wir nach dieser Methode wiederum die schon 
in § 158 beantwortete Frage: Ist es méglich, eine Flache S einer 
solechen unendlich kleinen Verbiegung zu unterwerfen, dass 
ein ursprtinglich conjugiertes System (w,v) conjugiert bleibt? 

Wahlen wir dieses System (w, v) als Parametersystem, so haben 
wir der Voraussetzung zufolge: 

D’ = 0,2 diz 0. 
Also giebt Gleichung (27): 
ad=AD, d”’=— iD", 
wo A einen geeigneten Factor bedeutet. Werden diese Werte in die 
Gleichungen (28) eingesetzt und wird dabei beriicksichtigt, dass D und 
D” den Gleichungen (S. 134, 21): 


= [i] (> 


00 1 1 ? 
ODEN est Dp" Re D 
Tou eee) mae te u| 


gentigen, so ergiebt sich: 
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Olog4 2D 3 dlogd 2D” E a 
ear ; = 


Di DNC Ov Se 
oder infolge der Gleichungen (25), § 69, S. 135: 
dloga __ 12\" dloga Ter 
Ow =—2{"7}, bv ——2{'7I, 


12 


. fiir das Linienelement der Kugel berech- 


wo die Symbole oe ‘ 
net sind. 
Die fragliche Verbiegung ist demnach méglich, wenn 
lel mala] 
dwalate) Galea’ 2 


ist, was wieder den Satz in § 158 liefert, 


§ 164. Anwendungen der zweiten Methode. 


Zweitens untersuchen wir, ob es méglich ist, eine Flache unend- 
lich wenig so zu verbiegen, dass ihre Hauptkriimmungsradien sich 
nicht andern. Da sich ja bei jeder Verbiegung die Totalkriimmung 
nicht andert, so braucht nur die Bedingung, dass sich auch die mittlere 
Kriimmung nicht andern soll, hinzugefiigt zu werden. Werden die 
Kriimmungslinien als Parameterlinien gewihlt, so lautet die soeben an- 
gegebene Bedingung (nach S. 105, (18)): 

Ed’ + Gd= 0. 
Sie liefert, mit (27) (vgl. S. 102): 


CT ee 6 


combiniert, und unter Ausschluss des Falles der Kugel die Gleichungen: 


d=d'= 0. 
Aus den Gleichungen (28*) ergiebt sich dann: 
0 da’ 12) 
ou log (a = Os 
é a’ {4 | 
— —___—— ) = — 2 
dv 8 (ea) ein 


und als notwendige und hinreichende Bedingung fiir die gesuchte Ver- 
biegung erhalten wir: 

a i; | aac Pat 

Ohl hur coelll2 


oder mit Riicksicht darauf, dass F’ = 0 ist: 


ne) 


Sy hee 
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Dieses besagt nach 8. 129, dass die Kriimmungslinien u,v ein Isother- 
mensystem bilden. Wir haben also den von Weingarten angegebenen 
Satz: Damit eine Fliche einer unendlich kleinen Verbiegung 
unterworfen werden kann, bei der sich ihre Hauptkrimmungs- 
radien nicht 4ndern, ist es notwendig und hinreichend, dass 
ihre Kriimmungslinien ein Isothermensystem bilden. 

Schliesslich wollen wir noch die Frage nach den unendlich kleinen 
Verbiegungen einer beliebigen Linienfliche S nach dieser Methode 
behandeln. 

Als Parameterlinien auf S wahlen wir die Hrzeugenden v und die 
Haupttangentencurven w des zweiten Systems und haben dann: 


p=p"=0, |*}}=0. 


2 
Gleichung (27) giebt: d’= 0, und die Gleichungen (28) gehen iiber in: 
od 12 
TO 1 4 
od” 12| 4, |22 
ele 


Dieses System lasst sich offenbar durch Quadraturen integrieren. Da 
aber die Bestimmung der Haupttangentencurven des zweiten Systems 
einer Linienflache im Allgemeinen die Integration einer Riccati’schen 
Differentialgleichung (nach § 116, 8. 221) erfordert, so haben wir: 
Die Bestimmung der unendlich kleinen Verbiegungen einer 
beliebigen Linienflache lasst sich auf die Integration der 
Riccati’schen Differentialgleichung ihrer Haupttangenten- 
curven und darauf folgende Quadraturen zuritickfiihren. 

Sind insbesondere die Haupttangentencurven der Linienfliche be- 
kannt, so werden also alle unendlich kleinen Verbiegungen der Fliche 
durch Quadraturen bestimmt. ° 


Kapitel XII. 
W-Strahlensysteme. 


2 
Moutard’s Satz tiber die Laplace’schen Gleichungen von der Form: 5 a = Ms. 
OWev 


— W-Strahlensysteme, d. h. Strahlensysteme, auf deren Brennflichenmiinteln die 
Haupttangentencurven einander entsprechen. — Ihre Ableitung aus den unendlich 


kleinen Verbiegungen der Brennfliiche. — Verallgemeinerung des Halphen’schen 
a2 2 

Satzes. — W-Normalensysteme, die der Gleichune: cS = 0 oder: get +- a Cee 
Cwev Ow ov 


entsprechen. — Sitze von Darboux iiber diejenigen W-Flichen, deren Hauptkriim- 


mungsradien durch die Gleichung: 7, —1r, = = sin [k(r,-+7,)] verbunden sind, — 


Bestimmung aller auf das Rotationsparaboloid abwickelbaren Flachen, — W-Strahlen- 
systeme, deren Brennfliichenmiintel in entsprechenden Punkten gleiches Kriimmungs- 
mass haben. — Sitze von Cosserat tiber die associierten Flichen dieser Brennflichen. 


§ 165. Moutard’s Satz tiber die Laplace’schen Gleichungen von , 


29 
der Form: = = Ms. 
WOv 


In diesem zweiten den unendlich kleinen Verbiegungen gewidmeten 
Kapitel werden wir uns speciell mit einer neuen Klasse von Strahlen- 
systemen beschiaftigen, die mit diesen Verbiegungen in engem Zusam- 
menhange stehen. Diegelben ergeben sich am einfachsten aus der geo- 
metrischen Deutung des Moutard’schen Satzes tiber Differential- 
gleichungen von der Form: 

oe 078 

sage MO, Fe + Gar — MA, 
yon denen ja, wie wir gesehen haben, die Aufgabe der unendlich 
kleinen Verbiegungen abhiangt. 

Zu diesem Zwecke leiten wir zunichst kurz das schéne Ergebnis 
Moutard’s ab. 

Ist & eine beliebige Lésung der Gleichung: 


ora 
(1) duov fe 
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und R eine bestimmte particulire Lésung derselben, sodass 


OR 
(2) dudv He 
- ist, so ergiebt sich infolge von (1) und (2): 
ao R @ 
é 7 0 
5p | 0@ OR) T Gy | oe aR |—2%- 
Ou Ow dv Ov 


Bezeichnen wir daher mit w eine geeignete Function von w und »v, so 
kénnen wir setzen: 


; | o Rk , a —& 
(3) ct =| ae aR|, Ze—=—|0e aR 
Ou Ou v ov | 
Schreiben wir diese Gleichungen in der Form: 
pee eS) a A coer 2 
HP 0u pe Meee Re enon) Scr? 


so sehen wir, dass ~ seinerseits der Laplace’schen Gleichung: 

6 (1 ody Cn Pa OMY 

aa (Be be) + 3 (Be gu) =O 
geniigt. Fiihren wir statt der unbekannten Function 7 eine andere, 
#,, ein, indem wir 


» = Ro, 


setzen, so nimmt obige Gleichung wieder die Moutard’sche Form (1) 
an; sie wird namlich: 


Ora 
@) aude = M,4,, 
wo 
0? 1 
o M,=k Oudv (3) 
1St. 


Wir bezeichnen nun die Gleichung (1*). als die mittels der 
particuliren Lésung R gebildete Moutard’sche Transformierte 
der Gleichung (1). Infolge der Gleichung (4) ist klar, dass der 
reciproke Wert von R eine particulire Lésung der Gleichung (1*) ist, 
sodass die Gleichung (1) wieder die mittels der particularen Lésung 


- gebildete Moutard’sche Transformierte der Gleichung (1*) ist. Die 
beiden Aufgaben, die Gleichungen (1) und (1*) zu integrieren, sind 
aquivalent, da nach dem Vorstehenden zwischen ihren allgemeinen 
Lésungen 9 und #, die Beziehungen: 


On Pane 


§ 165. Moutard’s Satz tiber gewisse Laplace’sche Gleichungen. Bile 


bestehen, aus denen sich, wenn # bekannt ist, mittels Quadraturen 4, 
ergiebt, mand umgekehrt. 
Wir wollen auch die entsprechenden Gleichungen fiir fe Gleichung: 


Ora ord 
(6) diag 


entwickeln, die iibrigens in die Gleichung (1) iibergeht, wenn wu + iv 
und « — iv als unabhingige Veranderliche gewihlt werden. Ist R eine 
particulare Lésung von (6), und setzen wir: 


(1) u,—2|2.(4)+4()): 


so ist die Integration der Gleichung (6) aquivalent mit der Integration 
der nachstehenden Transformierten: 


0748, 


(6*) Ou? tee at = M,4,, 
in Anbetracht der Gleichungen: 

a(R%,) - n, 0 (# (RO) _ a (# 
(8) je Bale) 5, BR) 


166. Geometrische Deutung des Moutard’schen Satzes. 
§ 


Mit Hilfe der Lelieuvre’schen Formeln und der Formeln fiir un- 
endlich kleine Verbiegungen kénnen wir dem Moutard’schen Satze eine 
bemerkenswerte geometrische Deutung geben. Ls seien &, y, € drei 
particulare Lésungen der Gleichung (1), & eine vierte Lésung. Wir 
betrachten nun die Fliche S, die durch die Lelieuvre’schen Formeln: 


Ox is Ox 1 & 
(9) s-=—|an at |» s- =| an ag | ete. 
Ou Sy ee Ov cn 


definiert ist, und die von ihr unendlich wenig verschiedene Biegungs- 
fliche, die der neuen Lésung entspricht. Sie ist durch die Gleichungen 
(15), § 157, 8. 296: 


az aes az fi 
a= | Oe OR]> F-—=—| 2s aR | ete. 
Ou Ow dv Ov 


definiert, welche die Coordinaten 7, y, 2 eines Punktes der Flache 
S geben, die der Flache S durch Orthogonalitat der Elemente entspricht. 
Wird 

(10) = Ri, y= Rn, @=— RE 
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gesetzt, so sind &,, y,, 6 zufolge (5) drei durch Moutard’sche Trans- 
formation aus £, 1, € hervorgegangene particulire Lésungen der Glei- 
chung (1*). Wir construieren nun wieder mittels der Lelieuvre’schen 
Formeln eine auf ihre Haupttangentencurven wu, v bezogene Flache S,, 
die bis auf eine Translation durch die Gleichungen: 


By. Ny f | Ox "1 S 
Ou OU dv ov 


und analoge in y, und ¢, definiert ist. 

Verfiigen wir tiber die additiven Constanten in 4, y,, 2, Im geeig- 
neter Weise, so kénnen wir beweisen, dass die Fliche S, in eine solche 
Lage im Raume gebracht werden kann, dass sie und S zusammen die 
beiden Mintel der Brennfliche eines Strahlensystems sind, dessen 
Strahlen die beiden Flachen in entsprechenden Punkten beriihren. 


Aus den Gleichungen (9) und (11) folgern wir namlich: 


yn § m §& 
O(e, — 2“ 
(2) ao |, Lge la) ihc 
| U OU Ou Ou 
Me aes n iq 
Og, —& ' 
(12*) a ih CG en ee 
v Ov ev 60 


Nun ergeben sich aus den Gleichungen (5) die folgenden: 


Os + §) oR O(m + 0) OR 
Bg NE ig ERS Ss > eG eee 

0(& + §) oR 

ROSE De ae eee 

(18) ou 1 Ou 
ge et ag CN) are ROS (a+ m) 35? 

0% — §) oR 

Be oer et a 


Daraus folgt: 
bl Psa o's 
On, Om OF | O& 
Gut Bu Bu + aw 


n+ ny, C+ ei 
0m On 0% 0 | =O 
Ov Ov Ov Ov 


= (Q, 


nebst analogen Gleichungen, die sich durch cyclische Vertauschung 
ableiten lassen. Subtrahieren wir die letzten Gleichungen beziiglich 
von den Gleichungen (12) und (12*), so erhalten wir: 


o 
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U, 2. 


d(@,— a)" = 0 {| mi & O(%—a2) a |m & 

CU BE -Oujal-ay Bs A? Avie ko O*| 1. 38 

Bei passender Verfiigung iiber die additiven Constanten in 2,, y,, 2, 
kénnen wir also sofort setzen: 


i SS Cs q 
14. = | q 1 1 = 1 1 


Betrachten wir nun die durch diese Gleichungen bestimmte Flache S, 
in ihrer Beziehung zur Flaiche S, so beweisen uns die Gleichungen: 


§@%—a2“)+u7u%—-WHN+'a—4)=9, 

§.(%— 2) +1%—y) + &(4— 2) =9, 
da &, 7, € den Richtungscosinus der Normale von S, &, 7,, § den- 
jenigen der Normale von S, proportional sind, dass die Gerade, die 
zwei entsprechende Punkte # und, Ff, (a, y, 2) und (a, %, %), 
von S und §S, verbindet, in # die Fliche S und in F;, die Fliche S, 
beriihrt. Ferner gilt der wichtige Satz: Auf den beiden Mianteln 
S, S, der Brennfliche dieses Strahlensystems entsprechen 
einander die Haupttangentencurven oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, die conjugierten Systeme. 


> w=yt+ 


§ 167. W-Strahlensysteme. 


Diejenigen Strahlensysteme, auf deren Brennfliichenminteln die 
Haupttangentencurven (oder die conjugierten Systeme) einander ent- 
sprechen, mégen W-Strahlensysteme heissen, in Analogie mit dem 
Falle der Normalensysteme dieser Art, wo die zu den Strahlen 
normalen Flichen eben die in Kap. IX als W-F lichen bezeichneten 
Flachen sind. 

Fiir eine Flache S mit positivem Kriimmungsmass kénnen wir 
ohne Hinfiihrung imaginirer Gréssen Gleichungen ableiten, die den 
obigen vollkommen analog sind, wenn wir die Flache auf ein isotherm- 
conjugiertes System beziehen (vgl. § 70, 71, S. 135—139). 

Sind &, 7, € drei Lésungen der Differentialgleichung: 


07a 07a 
(5) wat hee Ee, 
so ist die Flache S durch die Gleichungen: 
fy. ag <6 n § 
(16) pee Caer rae 
Ou ery Ov aaeNaa 


und die analogen in y und ¢ bestimmt. Bedeutet £ eine vierte Lésung 
von (15), so definieren die Gleichungen (§ 157, 8. 296, (19)): 
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cof PRE ae R ¢ 
| v Ov Ou Ou 


a= Ré,; 0] ae Rn,, a= Ré,, 


gesetzt, so ist: 
(17) 


Es erhellt sofort, dass die Gleichungen (14) wieder ein W-System 
ergeben, denn da ja hier nach dem obigen 


Cx art b s nt be 
Fe lem 8h |) Gy =| Om 2& | ete. 
dv ov Ou du 


ist, so entsprechen einander auf den beiden Brennfliichenminteln S und 
S, die conjugierten Systeme. 

Beachten wir nun, dass infolge der Gleichungen (10) &, 7, € den 
Componenten %, y, 2 der Verschiebung, die der Punkt F(x, y, 2) bei 
der betreffenden unendlich kleinen Verbiegung von S erfaihrt, propor- 
tional sind, so kénnen wir unser Ergebnis in dem folgenden Satze 
aussprechen: Man betrachte eine beliebige unendlich kleine 
Verbiegung einer Fliche S und ziehe durch jeden Punkt von 
S in der Tangentialebene denjenigen Strahl, welcher auf der 
Richtung der Verschiebung, die der Punkt erfihrt, senk- 
recht steht; dann ist das so construierte Strahlensystem ein 
W-System. 

Dieser Satz erleidet natiirlicherweise in einem Falle eine Aus- 
nahme, wenn nimlich die angegebene Construction anstatt eines Systems 
von oo” Strahlen ein System von nur oo! Strahlen liefert. Dieses tritt 
nur dann ein, wenn die Fliche S eine Linienfliiche ist und die Rich- 
tung der Verschiebung eines jeden Punktes bei der betreffenden Ver- 
biegung auf der durch den Punkt gehenden Erzeugenden senkrecht 
steht. Hs hesse sich leicht nachweisen, dass jede Linienflache unend- 
lich kleine Verbiegungen dieser Art gestattet. 


§ 168. Ableitung aller W-Strahlensysteme aus unendlich kleinen 
Verbiegungen der Brennflichen. 


Guichard, von dem die obigen Formeln fiir die W-Systeme 
herrtihren, hat auch bemerkt, dass sie die allgemeinsten W-Systeme 
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liefern. Wir wollen jetzt dieses wichtige Ergebnis beweisen, das 
wir auf Grund des obigen Satzes auch folgendermassen aussprechen 
k6nnen: 

Jeder Brennflichenmantel eines W-Strahlensystems ist 
einer unendlich kleinen Verbiegung fihig, bei der die Ver- 
schiebung eines jeden Punktes parallel zur Normale in dem 
entsprechenden Punkte des anderen Mantels erfolgt. 

Beim Beweise fassen wir den Fall ins Auge, in dem die Haupt- 
tangentencurven uw, auf beiden Minteln S, S, reell sind, da sich 
der andere Fall ganz analog erledigt. Sind (a, y, 2), (4, %, 4) zwei 
entsprechende Punkte von S, S,, so definieren wir die beiden Flachen 
durch die Lelieuvre’schen Formeln: 


}7 § 


ay #--|m | sa+la al 
Ou Ou | Ov dv 
: "1 i | | % oh | 
Ox Ox. 
(19) at =—)6n, 04 )) zt=+) on 0%) 
PO ein ratem [oe eeSiae. “Taped: 


wo &, 7, 3 &, 1, § den Richtungscosinus der Normalen von S und 
S, in den beiden entsprechenden Punkten beziiglich proportional sind. 
Wird 
et is bay, eu Is Ha ee 


gesetzt, so sind 


1 1 
(20) Mr ta a 


die Kriimmungsmasse von S und S, (nach §. 133). 
Nach Voraussetzung ist: 


§ (a,— 2%) +% Y%—Y+$@— 4) =9, 
E(4—2) +muG%—y +h4&— 4) = 9; 


wir kénnen demnach, wenn wir mit m einen geeigneten Proportiona- 
litatsfactor bezeichnen, 
(21) x,—x—=m 


$id Ae 9 Bete mM 


& b e 
Ss g 4 


setzen. Werden diese Gleichungen nach w differenziert, die so entstan- 
denen Gleichungen der Reihe nach mit §, 7, €, sodann mit &, »,, &, 
multipliciert und addiert, so ergiebt sich: 
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crete caer 
br Tt SiO heiee EM 
0&, Om Ob Ces 
Ou Ou Ou Ou ou 
So aunt ae 
Tea ommeoess bo 
Eat SUS 0 Om 
ou Ou ou | Ow Ow 


Wird beztiglich v ebenso verfahren, so folet: 


(b) 


a 


s 


ars 
pene 
0, of 
Ov Ov 
4 g 
G = Mm & 
og 08, 
Ov Ov 
Determinanten: 
g Sorina 
by fj bM 
0g 0& On 
Ow ov Ov 


nicht gleichzeitig gleich Null sein, denn sonst ware: 


Ox 
ban ar un 


oy 
Ou 


02 
+&5-=0, 


Ox 0 02 
bi5y +m ay + & gy = 93 
es bestiinde demnach die Proportion: 
Bim iG =F: yf, 
und weil die Normalen in entsprechenden Punkten von 8, S, parallel 


sind, so wiirden die beiden Flachen zusammenfallen, was wir aus- 
schliessen. Die Gleichungen (a) und (b) ergeben folglich: 


MW? ==-1, 


und wir kénnen ohne weiteres 


m==1 


i 
4 


setzen, indem wir entgegengesetzten Falls die Zeichen von &, 7,, & 


andern. 
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Wir erhalten demnach die Gleichungen: 


Ny a Eh 
Beis = Po be ? Y¥y=yt+ ¢ é £ n 


die nach u a v differenziert und unter Beriicksichtigung der Glei- 
chungen (18) und (19) die folgenden Proportionen liefern: 


° . are iS pe 19 


42+ 


, 


0 meee! o(n — 1 0 a 
st, om, ee =§+hintmif+s. 


Bezeichnen wir also mit a, 6B zwei geeignete Functionen von w und 2, 
so kénnen wir setzen: 


(og i a Dare a(é—£,) a(n oe 
? 


) — a(y—n,), oe =a(§—&), 


AND o é 
jee =e B(E+ €), 4m) ny 4p, 2: — =B(§+ &). 


Wenn wir die ersten drei Gleichungen nach v, die drei letzten nach w 

differenzieren, darauf entsprechende Gleichungen addieren und uns er- 

innern, dass €, 7, §€ Lésungen ein und derselben Laplace’schen Gleichung: 
07a 

(24) Be cae 

sind, so erhalten wir: 


(2M — 208 — 5 — 30) §= (Gy — bu) 


(ear— 20% —28) n= (2), 
(oar—2ep— i He (2-H), 


ov 


Da die Proportion: 
Ermih = Erg: 
unméglich ist, so folgt: 


Oo op 
Bezeichnen wir also mit R eine neue Function von w und v, so 
kénnen wir 


setzen. Weil nun die zweite der obigen Gleichungen in 


eR 
Ou ov = Ms 
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iibergeht, so ist hiermit bewiesen, dass R eine Lésung der Gleichung 
(24) ist. Nun lassen sich die Gleichungen (23) auf die Gleichungen 
(13) des vorigen Paragraphen zurtickfiihren, und der Satz ist somit 
bewiesen. 


§ 169. Verallgemeinerung des Halphen’schen Satzes. 


Die obigen Gleichungen fiihren sofort zum Beweise des bereits in 
§ 150, S. 281, erhaltenen Satzes, der die von Halphen fiir die W-Nor- 
malensysteme nachgewiesene Higenschaft (§ 127, 8. 248, Gleichung (17)) 
auf alle W-Systeme ausdehnt. 

Bezeichnen wir nimlich mit o den Winkel der beiden Brenn- 
ebenen in einem W-System, dessen Brennflichenmintel S und S, seien, 
so haben wir: 


So) cia tiie ot =Vew COs 6, 


wo 9, 9, die durch die Gleichungen (20) gegebene Bedeutung haben. 
Daraus folgt wegen der Gleichungen (14): 


(4, — 2) +, — 9)? + &% — 4)’ = gg, sin’, 


und da nun 


0 Va) + ey) a a) 
die Entfernung der beiden Brennpunkte und folglich 
0 ] | 
smo 1 9% 
die Entfernung der Grenzpunkte angiebt, so ergiebt sich aus (20) die 
Gleichung: 


(24) KK, = (™24)' 


und hieraus der erwaihnte Satz: 

Bei jedem W-Strahlensystem ist das Product der Kritim- 
mungsmasse der beiden Brennflichenmintel in zwei ent- 
sprechenden Punkten gleich dem reciproken Wert der vierten 
Potenz der Entfernung der Grenzpunkte. 

Die Ergebnisse der voraufgehenden Paragraphen liefern eine einfache 
geometrische Deutung ftir den Moutard’schen Satz (S. 312, 318). Man 
lege nimlich eine Moutard’sche Gleichung (1) vor, von der R eine par- 
ticulire Lésung sei, mittels deren (1) nach dem angegebenen Verfahren 
in die neue Gleichung* (1*) transformiert wird. Bezeichnen wir mit 
E, u, § drei particnliire Lésungen der Gleichung (1), so kénnen wir 
nach den Lelieuvre’schen Formeln (9) eine zugehérige, auf ihre Haupt- 
tangentencurven w,v bezogene Fliche S construieren, fiir die Gleichung (1) 


§ 169. Verallgemeinerung des Halphen’schen Satzes. pd 


die Gleichung der unendlich kleinen Verbiegungen ist. Entsprechend 
der gewahlten Lésung A haben wir, um von (1) zu (1*) zu gelangen, 
eine unendlich kleine Verbiegung der Flache S, fiir die wir nach 
dem Satze auf S. 316 ein zugehériges W-Strahlensystem construieren. 
Fiir den zweiten Brennflachenmantel S, ist die Gleichung der unendlich 
kleinen Verbiegungen gerade die nach der Moutard’schen Methode 
Transformierte (1*). Hieraus folgt: Fiir die beiden Brennflichen- 
mantel eines W-Strahlensystems sind die Aufgaben, ihre 
unendlich kleinen Verbiegungen zu bestimmen, aquivalent. 
Wir bemerken nun, dass jede projective Raumtransformation ein 
W-System offenbar wieder in ein solches iiberfiihrt, und da nun eben 
die Frage nach den unendlich kleinen Verbiegungen einer Fliche S 
mit der Bestimmung derjenigen W-Systeme, fiir welche S ein Brenn- 
flachenmantel ist, zusammenfallt, so ergiebt sich, dass, wenn alle 
unendlich kleinen Verbiegungen einer Fliche S bekannt 
sind, das nimliche fiir alle durch projective Transformation 
aus S hervorgehenden Flachen gilt. Dieses folgt auch aus der 
Bemerkung in § 159, S. 301, unten, nach der die genannte Aufgabe 
mit der Bestimmung der conjugierten Systeme mit gleichen Invarianten 
auf S zusammenfallt; es bleiben nimlich die conjugierten Systeme mit 
gleichen Invarianten bei projectiven Transformationen erhalten. 


§ 170. Neuer Beweis des Weingarten’schen Satzes. 


Wir wollen nun zeigen, wie auch der Weingarten’sche Satz iiber 
die Evolutenflachen der W-Flachen und seine Umkehrung aus dem 
Ribaucour’schen Satze (§ 127, S. 243) und aus der allgemeinen, in den 
vorhergehenden Paragraphen fiir die W-Strahlensysteme angegebenen 
Construction folgen. Hierzu schicken wir zunichst eine Untersuchung 
voraus, deren Ergebnisse uns sehr bald von Nutzen sein werden, indem 
wir uns die Frage stellen: Welche Flachen S gestatten eine un- 
endlich kleine Verbiegung in sich? 

Da die Verschiebung eines jeden Punktes von S tangential lings 
der Flaiche erfolgt, so waihlen wir als Curven w diejenigen, welche auf 
S von diesen Richtungen umhiillt werden, und als Curven v ihre 
Orthogonaltrajectorien, sodass das Quadrat des Linienelements von S 
durch 

ds? = Edw? + Gdv? 
gegeben ist. Bezeichnen wir, wie in § 153, 8. 287, mit 
Sa, «8Y, &2 
die Componenten der Verschiebung, so haben wir nach Voraussetzung: 
Bianchi, Differentialgeometrie, 21 
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worin 4 ein geeigneter Proportionalititsfactor ist. Nun liefern die 
Bedingungen (S. 289): 


0x OX Ox Ox Ox OX ODO 5 
cae aaa Dhaene > (eet se 72) = 0 
die Gleichungen: 


OH OA 
Wows! ins Bee aes. (() 
ol) eae i 


Aus ihnen ergiebt sich, dass 
E=1, 4=V@G=r 


gesetzt werden kann, wo r eine Function von w allein ist. Daraus 
folgt: Die gesuchten Flachen sind ausschliesslich die auf Ro- 
tationsflachen abwickelbaren Flachen. 

Wird ferner der Wert der charakteristischen Weingarten’schen 


Function (5. 289) 
ae =| OB 0a SN1eR a) 
P = op ov Ow du Ov 


os 


berechnet, so ergiebt sich sofort gp ==— ,-*). Also: Fiir jede Flache 


S, die auf eine Rotationsflache mit ae Linienelement-Quadrat 
ds? = dw? + r7dv? 

abwickelbar ist, ist der Wert der charakteristischen Fune- 

tion g, welche die Verschiebung der Flache in sich angiebt, 


roportional ie 
PEOP dw 


Nach dieser Vorbemerkung nehmen wir an, es liege eine W-Fliche 
vor, deren Normalen also ein W-System bilden. Nach dem Satze 
in § 168, 8. 317, gestattet jeder Mantel der Evolutenfliche eine unend- 
lich kleine Verbiegung in sich und ist deshalb auf eine Rotationsfliche 
abwickelbar (Weingarten’scher Satz). 

Umgekehrt, ist S eine auf eine Rotationsfliche abwickelbare Flache, 
so bilden die Tangenten der Biegungscurven der Meridiane nach dem 
Satze in § 167 ein W-(Normalen-)System, woraus die Umkehrung des 
Weingarten’schen Satzes folgt. 


2 
*) Es ergiebt sich nimlich mg = — we Se ee on und durch Differentia- 
Oucv ov 


. Ox O72 Ox dy 
tion yon: G = 2 ioe )= 2 nach wu: Oe : : 
, Ov i, i OWOVOY ! dw 
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§ 171. W-Strahlensysteme, die der Gleichung: 28 = 0 entsprechen. 


Wir geben nun einige bemerkenswerte Beispiele von W-Strahlen- 
systemen an, die uns zu wichtigen von Darboux*) herriihrenden Hr- 
gebnissen fiihren. 


Als Moutard’sche Fundamentalgleichung wahlen wir die Gleichung: 
(25) , eiecl | 


dudo 
und construieren mittels dreier particulirer Lésungen: 
26) E=AM+92), T=hO+H@), F=f + ¥() 


nach den Lelieuvre’schen Formeln: 


Cate h fe) + G2(%) fe) + os (%) 

ou fy’ (w) fs (&) 

Os fo(%) + p2(v) — fs(%) + 93) 
oa py (v) ps (v) 


die entsprechende Fliche S, deren Haupttangentencurven die Curven 
u,v sind. Auf die Gleichung (25) wenden wir die Moutard’sche Trans- 
formation mittels der particuliren Lésung: AR — 1 an, sodass die trans- 
formierte Gleichung mit (25) selbst iibereinstimmt. Construieren wir 
nun nach den Gleichungen in § 166, 8.314, das entsprechende W-System, 
fiir das S der eine Brennflichenmantel ist, so ergiebt sich aus den Glei- 
chungen (13) (S. 314) fiir den zweiten Mantel S,: 

(26*) §£=9%—-AM, n=%2M—-h@™, &4=%%)—-h), 
und es ist folglich nach §S. 315, (14): 
G2(%) — fu) — 3(%) — fa) 
ORT AOME ORGAO 
Set 93(v) —fs(@) 9.(v) —A@) 
iS ROM BHeY+AM 
gi(%) —fA@™ g(r) — A) Sa, 0 Pi(v) H2(v) ; 
DO) FAM)  g2(0) + Alu) f.() alu) 
Wir bezeichnen nun mit S, die Mittelflache dieses W-Systems und mit 
Xo, Yo) % die Coordinaten jedes Strahlenmittelpunkts. Aus den Glei- 
chungen: 


P2.(v) 93(v) 
Re f(u) — fs(w) ; 
ps(v) 9, (2) 
TT A Red Gol? 


Ly = 2 


a =e 


Pree oes Peed he Ue tye cats aeale 
Lot Le 0 ileal Re ali 2 


*) Legons, 3, Bd., 8, 372 u. f. 
21* 
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und aus den vorstehenden folgt: 


fe) fe@ | da, _ 
fw) fe) 2 | ge) 9) 


nebst analogen Gleichungen fiir y) und 4. Wie wir sehen, ist die Mittel- 
fliche S, dieses W-Systems eine Translationsflache, deren erzeugende 
Curven die Curven wu, v sind (§ 59, S. 113). Ferner erhellt sofort, 
dass f,, f,, f, den Richtungscosinus der Binormale der Curve v auf S, 
und ,, 2, ~3; denjenigen der Binormale der Curve w proportional 
sind, woraus folgt, dass jeder durch einen Punkt P von S, gehende 
Strahl des W-Systems die Schnittlinie der beiden Schmiegungsebenen 
der durch P gehenden Curven wu, v ist. 

Umgekehrt legen wir nun eine beliebige Translationsfliche S, 
vor, die durch die Gleichungen: 
(28) mH=Fm+9,%), »=—AwW+2,), o=Hhw+ ®,(r) 
bestimmt sei, und wollen beweisen, dass durch passende Wahl der 
Functionen f;, f, fs} Pir Pe, 3 die Gleichungen (27) in die Glei- 
chungen (28) tibergefiihrt werden kénnen. Der Hinfachheit halber 
wihlen wir als Parameter wu, v auf S, die Bogen der Parameterlinien, 
d. h. wir setzen: 


Vie ia es ax, | P2(%) #5) 


FAW) + PM + Fe = 1, 
D,7(v) + P,7(v) + O,7(v) = 1. 

Indem wir fiir die Curven u,v auf S, die tiblichen Bezeichnungen 
aus der Curvenlehre beibehalten und den betreffenden Ausdriicken den 
Index wu oder v beiftigen, je nachdem sie sich auf die Curven u = Const. 
oder v = Const. beziehen, brauchen wir in der That nur 


f= VT, 608 de, fo = VT, 608 tn, fy = VT, cos vp, 


9, = V—T, cos Au, P. = V— T,, 68 wn, 93 = V— Ty, cos vy 


zu setzen, damit die Gleichungen (28) und (29) zusammenfallen. 

Wir haben demnach den Satz von Darboux: Wird durch 
ejeden Punkt einer Translationsflache S, die Schnittgerade 
der beiden Schmiegungsebenen der durch diesen Punkt hin- 
durchgehenden erzeugenden Curven gezogen, so entsteht ein 
W-Strahlensystem, auf dessen Brennflachenminteln die Haupt- 
tangentencurven den erzeugenden Curven von S, entsprechen. 

Uebrigens sehen wir, dass, wenn diese Construction reell sein soll, 
die Torsionen der beiden erzeugenden Curven dem Zeichen nach ent- 
gegengesetzt sein miissen. 


(29) 
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§ 172. W-Normalensysteme, die der Gleichung: ve 
entsprechen. : 


Wir untersuchen nun, ob es unter den im Anschluss an den obigen 
Satz construierbaren W-Systemen Normalensysteme giebt. Hierzu ist 
nach §. 320 notwendig und hinreichend, dass 


6 + 1m + 66 = 0 
oder nach §. 323, dass 


Fi) + fe?) + f°) = Gr?) + Ga°(e) + 57(”) 
ist. Daraus ergiebt sich infolge der Gleichungen (29): 
Ty T.; 


und da 7, eine Function von w allein, 7, eine solche von v allein 
ist, so haben wir das Ergebnis: Die gesuchten Translationsflichen 
sind diejenigen, deren erzeugende Curven gleiche und dem 
Zeichen nach entgegengesetzte constante Torsionen haben. 

Wir wollen nun beweisen, dass die zu den Systemstrahlen ortho- 
gonalen Flachen diejenigen Weingarten’schen Flaichen (§ 134, S. 252) 
sind, deren Hauptkriimmungsradien durch die Relation: 


k(rg — 71) = sin{k(r, + 7,)] (& = Const.) 
verbunden sind. Hierzu bemerken wir, dass die beiden Mantel der 
Brennflache der Moutard’schen Gleichung: 


entsprechen und dass f = 1 diejenige Losung derselben ist, welche 
die Verschiebung der Fliache in sich ergiebt. Demnach ist der zuge- 
hérige Wert der charakteristischen Weingarten’schen Function infolge 
der Gleichungen in § 157, S. 296, durch 

rei’ 
C 
gegeben, wenn K = —= das Kriimmungsmass des in Rede stehenden 


Mantels S ist. Bezeichnen wir andrerseits mit 

ds? = da? + r'dp? 
das Quadrat des auf die Biegungscurven der Meridiane und Parallel- 
kreise bezogenen Linienelements von S, so ist infolge der Bemerkung 


in § 170, S. 322: 


und da nach 8. 159, (13), 
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1 1 a7 
an ae or 
ist, so folgt daraus zur Bestimmung von 7 als Function von e@ die 
Gleichung: 
can 
da?® da 
oder: a 
d 1 - at 
da 
demnach: 


Wir haben also: 
ds?= (a? — k*r®) dr? +- dB’. 
Setzen. wir: 
k?r = a sin > 
so folgt hieraus: 


7 2 (cost 2 dco” +5 — sin? > 5 a8 +) =, 
und dieses ist gerade der Ausdruck fiir das Quadrat des Linienelements, 
den wir in § 134 (S. 253) fiir den einen Mantel der Evolutenflachen 
der angefiihrten W-Flachen gefunden haben. 

Umgekehrt besitzt jede Fliche, auf der das Quadrat des Linien- 
elements in die obige Form gebracht werden kann, als charakteristi- 
sche Function fiir ihre Verschiebung in sich den Ausdruck 

1 


Ve 
‘Demnach ist R= 1 eine Lésung der entsprechenden Moutard’schen 
Gleichung, die folglich die Form: 
oe 
oudo 
hat. Daraus schliessen wir, dass die vorhin angegebene Construction 
alle diejenigen W-F lichen liefert, fiir welche die sphirischen Bilder 
der Kritmmungslinien confocale Ellipsen und Hyperbeln sind. Wir 
haben somit den schénen Satz von Darboux abgeleitet: 
Um alle diejenigen W-Flichen zu construieren, deren 
Hauptkriimmungsradien durch die Relation: 


eps . s k(r, — r,) = sin [k(r, + 7,)] 


*) Die directe Ausrechnung dieser Gleichung bietet keine Schwierigkeit; wir 
verweisen jedoch hier in Betreff des directen Nachweises auf Darboux, a. a. 0. 
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verbunden sind, betrachte man eine Translationsfliche S,, 
deren erzeugende Curven gleiche und entgegengesetzte con- 
stante Torsionen haben. Durch jeden Punkt P von S, ziehe 
man die Schnittgerade der beiden Schmiegungsebenen der 
durch P gehenden erzeugenden Curven. Dieses Strahlensystem 
ist ein Normalensystem, und seine Orthogonalflachen sind 
die allgemeinsten W-Flaichen der obigen Art. 


§ 173. W-Normalensysteme, die der Gleichung: P 
entsprechen. 


Wir setzen zweitens die Gleichung: 
Cd 07a 
(4) asain auc” 
an. Es seien §, 7, € drei particulire Integrale, mit denen wir vermége 
der Gleichungen: 


By aT ai ae NG 
2) I elit FS Pm 
Ov ov Ou ou 


und der analogen in y und 2 eine Flache S construieren, auf der das 
System wu, v isotherm-conjugiert ist. Wir betrachten diejenige unend- 
lich kleine Verbiegung dieser Fliche S, welche der Lésung Rh = 1 der 
Gleichung (A) entspricht, und construieren das zugehérige W-Strahlen- 
system. Der zweite Brennflichenmantel S, ist durch die Gleichungen 


m § & & EM 
Ge tien a hes Gace Sat 


definiert, wo &, ,, & die zu &, , € conjugierten Lésungen von (A) 
sind, die den Gleichungen (17), § 167, S. 316: 


Peon 2645. 0eatitt. OE 
Ma Relies 2 a 
gentigen. Die Coordinaten 2%, 4%, % des Mittelpunkts eines Strahls 
dieses W-Systems gentigen ebenfalls der Gleichung (A). 
Um W-Normalensysteme dieser Art zu erhalten, brauchen wir 


nur die Bedingung: 


> wW=Yt a= 2+ 


? 


$5 + 1% + of, = 9 

aufzustellen, d. h.: Das durch die Gleichungen (80) und (81) 
definierte W-Strahlensystem ist ein Normalensystem, wenn 
die Summe der Quadrate der drei Functionen der complexen 


Variabeln w+ iv: 
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bi = 05, Ny + 17, a + 2 


gleich einer reellen Constanten, also 


(82) (& + 48)? + (m + in)? + Gs + 28)? = 
ist. 
Ist insbesondere a = 0, so ergiebt sich: 


ge a GPa By? +O, 
K, = K*), 


dh:: 


wenn K, K, die Kriimmungsmasse der beiden Brennflichenmantel S, S, 
sind. Diese Thatsache, verbunden mit der Anmerkung zu § 128, 
S. 244, gentigt bereits, um nachzuweisen, dass im Falle a—O das 
W-System von den Normalen einer Minimalfliche gebildet wird, welche 
die Mittelflache S, des Systems ist, und dass die Flachen S, S, nichts 
anderes sind, als die Mantel der Evolutenflache der Minimalflache S, **). 


Um fiir einen beliebigen Wert der Constanten a auf der rechten 
Seite der Gleichung (32) zu untersuchen, auf welche Rotationsflache 
S und analog S, abwickelbar ist, brauchen wir nur wie im vorigen 
Paragraphen zu verfahren, indem wir berticksichtigen, dass ftir unsere 
Flache S der Wert der charakteristischen Function, welche die Ver- 
schiebung der Flaiche in sich angiebt, 


es 1 
Ve 
Q 1 ee : : 
ist, wenn K = ° das Kriimmungsmass ist. Zur Bestimmung von r 


als Function von « (§ 172, 8.326) haben wir also hier die Gleichung: 


a® dr\4 

o* = — Mr (5) (b= Const), 
demnach: 

ast =b+ikhr? (6 = Const.), 

(ie) 


*) Wir sehen tibrigens, dass, wenn wir, anstatt die Constante a auf der 
rechten Seite der Gleichung (32) gleich Null zu setzen, sie in dem entsprechenden 
W-System rein imaginir annihmen, die Mintel der Brennflache immer noch 
gleiches Kriimmungsmass haben wiirden. 

**) Bei dieser Gelegenheit diirfte die Bemerkung am Platze sein, dass jedem 
Orthogonalsystem auf der Evolventenfliche S, auf den Minteln S, S|- der Evo- 
lutenflache ein conjugiertes System, insbesondere jedem Isothermensystem auf Ss 
ein isotherm-conjugiertes System auf S, S, entspricht. Diese Eigenschaft kommt, 


wie aus den Gleichungen in § 127 leicht ersichtlich ist, allen Flichen mit con- 
stanter mittlerer Kriimmung zu. 
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und somit fiir das Quadrat des Linienelements von S: 
(33) ds* = (b + hr*) dr? + rd p?. 

Umgekehrt ist fiir jede Flache S, auf der das Quadrat des Linien- 
elements in diese Form gebracht werden kann, der entsprechende 


Wert der charakteristischen Function gleich 7 , und da die zugehGrige 
4 


Moutard’sche Gleichung die Lésung R = 1 besitzt, so lautet sie: 

ara orn 

Faaneceson, 
Wir sehen somit, dass unsere W-Strahlensysteme in ihren Brennflichen 
alle Flachen mit dem gegebenen Linienelement (33) liefern. 


§ 174. Bestimmung aller auf das Rotationsparaboloid abwickelbarer 
Flachen, 


Um nun iiber die Gestalt der Rotationsfliche, auf die S abwickel- 
bar ist, klar zu werden, miissen wir, je nach dem Vorzeichen von 6 in 
der Gleichung (83), das, was wir sofort sehen werden, dem von —a 
in der Gleichung (32) entspricht, verschiedene Fille unterscheiden, 

1) Ist 6 0, so wird das Quadrat des Linienelements (33) 

ds? = du? + udp 


und gehért zu den Hvolutenflachen der Minimalflachen (§ 134, 8. 252, 
Anmerkung). Es ist dieses derjenige Fall, welcher, wie wir bereits 
vorhin gesehen haben, durch den Wert a0 der Constanten in der 
Gleichung (32) charakterisiert wird. 
2) Sei b>0. Dann k6nnen wir unbeschadet der Allgemeinheit 
b=1, d®?=A+ Kr )dr + dp? 

setzen, und die zugehérige Rotationsfliche ist das Rotationspara- 
boloid (vgl. S. 78): 


ki r? 


2= V(r) = 5 


Setzen wir ferner unter Hinfiihrung einer Hilfsfunction 


Ker = sinh > 
so folgt: 
(34) ds = ¢ (cosh! © do® + sinh? - dv’) (c = vals 


Berechnen wir nun die Hauptkriimmungsradien 7,, r, der Hvol- 
ventenfliche, so finden wir nach den Formeln in § 133, 8. 251, ohne 


Schwierigkeit: 
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o — sinh @ o sinh o 
(35) Li ices arma yaaa cd nao lta, 


demnach (vgl. S. 247) fiir den zweiten Mantel S, den Ausdruck: 
(34*) as Peae (sinh! = dco” + cosh? > dv’) ; 


der, wie sofort einleuchtet, dem Ausdruck (33) fiir das Quadrat des 
Linienelements mit negativem b entspricht. 

Ferner ergeben sich fiir die zu (384), (84*) gehérigen Kriimmungen 
K, K, nach 8. 243, (16), die Ausdriicke: 


1 
Gram RR TR 5 
4c? cosh* ay 4¢? sinh4 mn 


1 


Es ist also: 
o == 26 cosh? =; 0, = 2¢ sinh? >, 


o—o, =2c>0. 
Daher hat die Constante in der Gleichung (32), naimlich 
Raat itn ai A eed ae MM GS eae yl 
einen negativen Wert. 

Hieraus ist ersichtlich, dass der Fall b< 0, welcher der Wahl 
eines positiven a in der Gleichung (32) entspricht, nicht betrachtet zu 
werden braucht, und wir kénnen das Ergebnis von Darboux in der 
folgenden Fassung aussprechen: 

Sind & +78, 1, +m, §& +7§ drei solche beliebige Func- 
tionen der complexen Verinderlichen u-+ iv, die durch die 
Gleichung: 

B&H P+ + in + +i? = Const. 
verbunden sind, so liefern die Gleichungen (30) mittels Qua- 
draturen die allgemeinsten auf das Rotationsparaboloid ab- 
wickelbaren Flachen, wenn die reelle Constante auf der rech- 
ten Seite von (B) negativ ist, andernfalls ihre Ergainzungs- 
flaichen. Ist ferner diese Constante gleich Null, so ergeben 
sich aus den Gleichungen (30) alle Evolutenflachen der Mini- 
malflachen. 

Schliesslich bemerken wir, dass das Quadrat des Linienelements 
der Kugel, bezogen auf die sphirischen Bilder der Kriimmungslinien 
der Hvolventenflache, die charakteristische Form (§ 133, S. 250): 


(36) ds? pee du? dv? 


c @ 
sinh? - cosh? be 
2 2 
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annimmt. Wir sehen also, dass sich die Aufgabe, das Quadrat des 
Linienelements der Kugel auf diese Form zu bringen, mittels Quadra- 
turen lésen lisst. 


§ 175. W-Strahlensysteme, deren Brennflaichen in entsprechenden 
Punkten gleiche Krimmung haben. 


Wir betrachten noch eine zweite Klasse von W-Strahlensystemen, 
von denen die pseudospharischen (§ 151, 5. 282) ein besonderer Fall 
sind. Zu diesem Zwecke stellen wir uns die Aufgabe, diejenigen 
W-Systeme zu bestimmen, deren Brennflichenmintel in entsprechenden 
Punkten gleiches Kriimmungsmass besitzen, wobei wir uns iibrigens 
auf den Fall beschranken, in-dem die Haupttangentencurven 
auf der Brennflaiche reell sind. 

Wir wihlen die Haupttangentencurven als Parameterlinien wu, 
und bedienen uns bei der Untersuchung der Gleichungen in § 166, 
8. 314. Da nach Voraussetzung 

K=K, 
ist, so ist nach 8. 317: 
(37) P+ rt e—bi tat he, 
ferner, wenn o den Winkel zwischen den Brennebenen bedeutet, nach 
S. 320: 
(38) £& + um + £6 =o cose. 
Nun multiplicieren wir die drei ersten Gleichungen (13), 8. 314, der 


Reihe nach mit €, 7, €, ebenso mit &, 7,, € und addieren sie jedes 
Mal. So erhalten wir unter Beriicksichtigung der Gleichungen (37), (38): 


e(1 — cose) Se — fale ue ae fe), 


oR iG) 
—o( — cose) = RSE + DS Z| 

und hieraus durch Addition: 
(39) oie ies @) 


Verfahren wir ebenso mit den drei letzten eke (13), S. 314, 
so erhalten wir: 


7) — 


lo 
(39%) 208 § — (1 — cos 6) “WEE *), 
Soa ey VN akene ty 
*) Werden fe ee durch die Symbole la tae ) fe , die sich auf 


das Quadrat des Linienelements der Kugel beziehen, ausgedriickt, so lauten diese 
Gleichungen (vgl. S. 125): 
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Aus diesen Gleichungen folgt: 


r) ] 0 
A] + cose) 2788] 42.11 — cos 6) ze | 0 
oder wegen der Gleichungen (3%), (39*) selbst: 


C50 3 
Ouov 0, 
demnach: 
1 
2°) K—— po +eOr’ 


wenn mit p(w) eine Function von w allein, mit ~(v) eine Function 
yon v allein bezeichnet wird. Also: Wenn bei einem W-System 
die beiden Brennflachenmintel in entsprechenden Punkten 
gleiches Kriimmungsmass besitzen, so nimmt dieses Kritim- 
mungsmass, durch die Parameter u,v der Haupttangenten- 
curven ausgedrtickt, die charakteristische Form (40) an. 

Im nachsten Paragraphen werden wir beweisen, dass die hier als 
notwendig nachgewiesene Bedingung auch hinreichend ist, genauer aus- 
gedriickt, dass jede Fliche der Klasse (40) als erster Brenn- 
flachenmantel zu ow? W-Systemen der gesuchten Art gehé6rt, 
deren Bestimmung von der Integration einer Riccati’schen 
Gleichung abhingt. 

Wir bemerken hier noch, dass die durch die Gleichung (40) 
charakterisierten Flichen als besonderen Fall die pseudosphiarischen 
Flachen umfassen, die in dem Falle, dass p(w) und w(v) beide constant 
sind, hervorgehen. 

Ist nur eine der beiden Functionen g(w), ~(v), z. B. p(w), con- 
stant, so sind die Curven gleicher Kriimmung K = Const. die 
Haupttangentencurven w, von denen also jede (nach dem Enneper’schen 
Satze, 8. 121) eine Curve constanter Torsion ist. Umgekehrt gehéren 
alle Flachen, deren Haupttangentencurven des einen Systems Curven 
constanter Torsion sind, zu dieser Klasse. Das einfachste Beispiel 
einer solchen Flache ist die Minimal-Schraubenfliche. 


0 COS 6 ons 

és ay owe 2(1 + cos) | 9 \é 
0 cos o Lee 

ae = —2(1 cose) |, |, 


vi D) , 
tes) (", besteht, die Idéntitat: 


Fe aes ea a si 


und zwischen den Werten von 


ft 
: Se 
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Endlich bemerken wir, dass zu der allgemeinen Klasse (40) alle 
geraden Conoidflichen (§ 68, S. 134) gehéren. 


§ 176. Zuriickfiihrung ihrer Bestimmung auf eine Riccati’sche 
Gleichung. 


Zum Beweise des angefiihrten Satzes nehmen wir eine Flache S 
der Klasse (40) und bestimmen den Winkel 6 durch die Gleichungen 
(39), (89*), die integriert 


gp(u) +k 
(41) tang < = yet ? 


wo & eine willkiirliche Constante ist, geben. Wir erteilen in dieser 
Gleichung / einen festen Wert und wollen dann beweisen, dass oo! 
solehe W-Systeme construiert werden kénnen, deren einer Brennflichen- 
mantel S ist und deren zweiter Brennflichenmantel S in jedem ent- 
sprechenden Punkte dasselbe Kriimmungsmass wie S hat. 

Bei diesen Strahlensystemen ist infolge der Gleichung (24), 8. 320, 
die Entfernung der Brennpunkte 


dosing. 


Wir betrachten nun in jedem Punkte von S die Richtungen der Kriim- 
mungslinien, deren Richtungscosinus wir mit X,, Y,, 2; X,, Y,, Z 
bezeichnen. Auf der Bildkugel sind nach 8. 120 diese beiden Richtungen 
die Halbierungslinien der Winkel zwischen den Parameterlinien w, v; 
es gelten daher die in § 149 (S. 278) abgeleiteten Formeln, die wir 
der grésseren Klarheit halber hier nochmals zusammenstellen *): 


Seg 8 ox ra ee 8 
ams Ve(sin a eon: xh sp Vg = sin, X, + cos x) 


ou 

(42), 9% —_ AX,—Vesn 2x, Fi— Bx, +Vysin 2x, 
xX. Q OX, = 2 
Ao AX, — Veoos > X, ae V9 cos | X; 


*) Die obigen und die umstehenden Formeln beziehen sich auf das Quadrat 
des Linienelements der Bildkugel 


ds’? = edu?+ 2cos Q Veg dudv + gdv?, 
und mit +, — sind die geodiitischen Kriimmungen der sphirischen Curven u, v 


Uu 0 
bezeichnet. 
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102 12 Ve: 1202 
BS 4+ V2t4 jsng=— V3, 
— g 1 02 
eee | sing = — Me _ 5 28. 


Fiir die Coordinaten 2, y, 2 eines Punktes # von S geben dann 
die Gleichungen (13), § 64, S. 126: 


z 2 ese 
[n= eVe(cos 2 X, — sin X,), 
a Q oD) 
[se = — 0 Vg (cos |X, + sin X) u. S. W. 


Bezeichnen wir mit gm den unbekannten Neigungswinkel des Focal- 
abstands FE” gegen die von J auf S ausgehende Richtung (X,, Y,, Z,), 
so erhalten wir fiir die Coordinaten x’, y’, 2’ von F” offenbar die Aus- 
driicke: 


(43) 


(44) 


(45) y =y + e sine (cose Y, + sing ¥,), 


ze’ =2z + osinoe(cosp Z, + sin pZ,). 
Nun miissen wir g den Bedingungen unserer Aufgabe unterwerfen. 
Hierzu beweisen wir zuniichst, dass g so bestimmt werden kann, dass 
die in #” zur Flaiche S’, der Ortsfliche des durch die Gleichungen 
(45) bestimmten Punktes F’(a’, y’, 2’), gezogene Normale die Rich- 
tungscosinus 


var 0 sino (cosy X, + sing X,), 


X’= coséX + sin 6 (cos mp X, — sing X,), 
(46) Y’= cose Y + sine (cos g ¥, — sing Y,), 
Z' = cos 6Z + sing (cos y Z, — sin p Z,) 


hat; ist dieses bewiesen, so ist die Flache S’ offenbar der zweite Brenn- 
flachenmantel des so construierten Strahlensystems. Bilden wir nun die 


beiden Gleichungen: 
r Ox 
aQX*eR 


On 
aX % = 
die eben besagen, dass die Richtung (X’, Y’, Z’) zur Fliche S’ nor- 
mal ist, so finden wir unter Benutzung der friiheren Gleichungen: 


0 1+ cose .. Q 
ou A+Ye sin 6 ec dae 
0 


U 
ab yplgttanly 8 
ey oe B V9 sin o ~ sin (p — yy 


m | 
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Wird nun die Identitat: 
ape Oye ae Veg sin Q 


berticksichtigt, die aus der Liouville’schen Formel fiir das Kriimmungs- 
mass (§ 77, 5. 151), sowie auch die beiden Gleichungen: 


0 -~ 1 — coseG = 1— cose {12]|" —1-+ cose {12]" 

(V9 sin 6 ) = Ve cos 2 sin 6 gen eee aye 

—~1-+ cos 6 z 1+ cose {12)’ —~ 1 — cos o an 
“(Ve sin 6 Nee V9 cos 2 sin 6 boy sin 6 is 


benutzt, die sich ohne Schwierigkeit aus den Gleichungen (a) (S. 332) 
Hane so stellt sich heraus, dass die pe ee fiir die 
Gleichungen (47) identisch erfiillt ist. 

Die Gleichungen (47), die durch eine totale Differentialgleichung 


fiir tang * ~, vom Lticeati’schen Typus ersetzt werden kénnen, besitzen 


also eine Lésung g mit einer willkiirlichen Constanten. 


Es ertibrigt nun noch nachzuweisen, dass fiir einen beliebigen von 
den Werten q, die diesen Gleichungen geniigen, das construierte Strahlen- 
system zur W-Klasse gehért, denn dann folgt aus dem Satz S. 320 
unmittelbar, dass das Kriimmungsmass von S’ gleich demjenigen von 
S ist. Es braucht also nur nachgewiesen zu werden, dass auch auf 
der Fliche S’ die Curven w, v Haupttangentencurven sind, d. h. dass 
die beiden Gleichungen: 


Ge IRR EE 
Ou ou ‘4 dv ov 

bestehen. Wird die Rechnung ausgefiihrt, so ergiebt sich, dass die 

Gleichungen genau in die beiden Gleichungen (a), 8. 332, die 6 bestim- 

men, tibergehen. 

Wir bemerken schliesslich, dass wir wegen der bekannten Higen- 
schaften der Riccati’schen Differentialgleichung nur eine particulare Losung 
der Gleichungen (47) zu kennen brauchen, um die allgemeine Lésung 
mittels Quadraturen zu finden. Hiernach gilt fiir die neu abgeleiteten 
Flachen der Klasse (40) dasselbe, wie ftir die Ausgangsfliche, und es 
sind nur Quadraturen erforderlich, um das Verfahren unbegrenzt oft 
anzuwenden. Kénnen wir ferner fiir die Ausgangsfliche alle unendlich 
kleinen Verbiegungen bestimmen, so gilt nach dem Satze von Moutard 
das namliche fiir alle abgeleiteten Flachen. Dieses ist nun eben der 
Fall, wenn wir als: Ausgangsfliche S die Pseudosphare, die Minimal- 
Schraubenregelflache oder ' das ' gleichseitig-hyperbolische Paraboloid, 
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die Vertreter der drei vorhin betrachteten Typen von Flichen (40), 
wihlen *). 


8 177. Sa&tze von Cosserat. 


Die associierten Flichen der in den beiden voraufgehenden Para- 
graphen betrachteten Flichen besitzen eine bemerkenswerte charakte- 
ristische Eigenschaft, die von Cosserat entdeckt worden ist**). Um 
dieselbe zu finden, stellen wir uns die Frage: Welche Flachen kén- 
nen so verbogen werden, dass ein urspriinglich conjugiertes 
System (uw, v) conjugiert bleibt? Als Parameterlinien auf der ge- 
suchten Flache S wihlen wir das conjugierte System (w, v). Da D’=0 
ist, lauten die Codazzi’schen Gleichungen (S. 91, (IV)): 


1 1:| Cae, A 
| 7 es | D’— {4} D =9, 
ee |e: f22l p ye Tews 
ee Uj a | 
Nach der Verbiegung ist D’ immer noch gleich Null, und da das 
Product DD” ungeindert bleiben soll, so kénnen wir die neuen Werte 


von D und D” mit 

yHye 
AD, => 

bezeichnen. Setzen wir sie in die Gleichungen (48) ein und beriick- 
sichtigen wir diese mit, so finden wir fiir die unbekannte Function 4 


die beiden Gleichungen: 


ORR rare ccs 


Statt 4 fiihren wir mittels der Substitution: 4? = 1+ — ele andere 


unbekannte Function v ein. Wenn wir uns dabei der Gleichungen 
(25), 8. 135: 

GEL eager} ual 

Jl os ce Aylin 

in denen die Symbole rechts fiir das Quadrat des Linienelements der 
Kugel gebildet sind, erinnern, so erhalten wir: 


‘ Ov 12)’ ov reve 
49 ae oy 
(49) 7 Trmaalada bs 9a ales A mae ahi We il 
*) Hinsichtlich der weiteren Ausfiihrung vergleiche man die Abhandlung 
des Verfassers in den Annali di Matematica, 2. Serie, 18. Bd. (1890). 
**) Comptes Rendus de l’Acad. des Sciences, 12. u. 19. October 1891. 


§ 177. Siitze von Cosserat. § 178. Beispiele. Sot 


Jede Lésung v dieser Gleichungen liefert eine Liésung der Auf- 
gabe; da nun aber diese Gleichungen in v linear sind, so kénnen sie 
nicht mehr als eine Lésung haben, wofern sie nicht unbeschrinkt in- 
tegrierbar sind und dann unendlich viele Lésungen haben. Damit letz- 
terer Fall zutrifft, ist es notwendig und hinreichend, dass 


ad a9 Oa eA £2). (121, 

ot) lr |i le|—2t rh tet 
ist, d. h. die Flache S muss nach 8. 332 die Associierte einer Fliche der im 
vorigen Paragraphen betrachteten Klasse sein. Wir haben also gefunden: 

Wenn eine Fliche S mehr als eine solche Verbiegung 
gestattet, bei der ein urspriinglich conjugiertes System con- 
jugiert bleibt, so gestattet sie eine stetige Aufeinanderfolge 
solcher Verbiegungen. Diese Flichen § sind simtlich und 
ausschliesslich die Associierten derjenigen Flichen, deren 
Kriimmungsmass K, ausgedriickt durch die Parameter der 
Haupttangentencurven, die Form (40) 

1 
K=—~ iow +4OF 

hat. 

Nach den Entwickelungen der voraufgehenden Paragraphen sind 
wir im Stande, lediglich durch Quadraturen beliebig viele Flichen zu 
finden, die der hier betrachteten Verbiegungen fahig sind. 


§ 178. Beispiele. 


Diese allgemeinen Ergebnisse wollen wir auf drei Beispiele anwenden. 

1) Das auf der Kugel von den Meridianen und den Parallelkrei- 
sen gebildete System geniigt den Bedingungen (50). Daher gestatten 
alle Gesimsflachen mit cylindrischer Abwickelung (§ 74, 8. 144) eine 
stetige Aufeinanderfolge von Verbiegungen, bei denen ihre Kriimmungs- 
linien bestindig Kriimmungslinien bleiben. Umgekehrt lasst sich unter 
Benutzung der Gleichungen (50) leicht nachweisen, dass dieses die 
einzigen Flachen sind, die solcher Verbiegungen fahig sind. Diejenige 
Flache, der sie associiert sind, ist die Rotationsminimalflache, d. h. das 
Catenoid. 

2) Wir betrachten das gleichseitige hyperbolische Paraboloid, das 
gar Klasse (40) gehort. 

Da die sphiirischen Bilder seiner Erzeugenden grosste (geodatische) 


Kreise sind, so ist 
nee 22)’ 
(2j—% (rp 


a 


re 
nw 


Bianchi, Differentialgeometrie. 
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demnach fiir die dem Paraboloid associierten Flachen (§ 69, 8. 1385, 
Formeln (25)): 


Dieselben sind also nach §. 137, oben, Translationsflichen, deren 
erzeugende Curven, wie leicht ersichtlich, eben sind und in lotrechten 
Ebenen liegen. Umgekehrt ist jede Translationsfliiche dieser Art eine 
Associierte des gleichseitigen hyperbolischen Paraboloids. Es gehért 
demnach zu jeder solchen Translationsfliche eine einfach unendliche 
Schar von Flachen derselben Klasse, die auf einander abwickelbar sind. 

3) Schliesslich betrachten wir eine beliebige pseudosphirische 
Flache S. Thre Associierten sind Voss’sche Flichen, auf denen die 
Bilder der Haupttangentencurven von S ein conjugiertes System geo- 
datischer Linien bilden. Jede Voss’sche Fliche kann somit in stetiger 
Weise so verbogen werden, dass das conjugierte geoditische System 
conjugiert bleibt. In diesem Falle ist die im voraufgehenden Para- 
graphen mit 4 bezeichnete Function eine Constante, woraus erhellt, 
dass sich bei der Verbiegung die erste und die zweite Kriimmung der 
geodatischen Linien bei dem einen System mit einer Constanten, bei 
dem anderen mit dem reciproken Wert derselben multiplicieren. 


Kapitel XIII. 


Die normalen Kreissysteme. 


Bedingung dafiir, dass eine Schar von oo? Curven eine Schar Orthogonalflichen 
hat. — Normale Kreissysteme oder Cykelsysteme. — Grundlegende Sitze von 
Ribaucour. — Dreifaches Orthogonalsystem von Fliichen, das zu einem normalen 
Kreissystem gehért. — Cyklische Strahlensysteme, die von den Axen eines nor- 
malen Kreissystems gebildet werden. — Bedingungen dafiir, dass ein Strahlen- 
system cyklisch ist. — Strahlensysteme, die auf unendlich viele Weisen cyklisch 
sind. — Das Cykelsystem, in dem alle Kreise gleich gross smd. — Ausdruck fiir 
das Linienelement des Raumes, bezogen auf ein normales Kreissystem. — Be- 
stimmung der sphiirischen Bilder der Abwickelbaren eines cyklischen Strahlen- 
systems, 


§ 179. Bedingung dafiir, dass eine Schar von oo” Curven eine 
Schar Orthogonalflichen hat. 


In engem Zusammenhange mit der Lehre von den geradlinigen 
Strahlensystemen und den unendlich kleinen Verbiegungen der Flachen 
steht die Theorie, die wir in dem vorliegenden Kapitel behandeln 
wollen und die sich auf Scharen von oo” Kreisen bezieht, die 
eine Schar Orthogonalflachen besitzen. 

Eine solehe Kreisschar werde kurz ein normales Kreissystem 
oder auch nach der Bezeichnung Ribaucours, von dem diese Theorie 
entwickelt worden ist, ein Cykelsystem genannt. 

Wir schicken unserer Untersuchung die Ableitung der Bedingung 
voraus, der eine Schar von oo? Curven im Raume, eine sogenannte 
Curvencongruenz, geniigen muss, damit es eine Schar von Flachen 
gebe, die zu diesen Curven orthogonal sind*). Wir schreiben die Glei- 
chungen der Congruenzcurven in der Form: 


(1) E=E(u,v,t), n=yu, r,t), $= E(u, »v, 2), 
*) Vel. Beltrami, Ricerche di analisi applicata alla geometria. Giornale 


di Matematiche, 2. Bd. 
22° 
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wo WU, Vv ZWel willkiirliche Parameter sind, deren einzelne Werte m, U% 
eine Curve C, der Schar eindeutig bestimmen, wihrend die Variable ¢ 
dann die Punkte der Curve festlegt. 

Wir wollen nun annehmen, dass es eine zu den Curven orthogo- 
nale Flache 2 gebe, und es sei 
(2) Ltt, v) 
diejenige Function von w, v, die wir, um 2 zu erhalten, in die Glei- 
chungen (1) einsetzen miissen. Durch einen Punkt (&, 7, €) dieser 
Fliche, der den Werten w=, v==v, entspricht, geht die Curve der 
Schar 

f= E(u, %) t), ree (Uo; %) t), c= § (uo, %> t), 

und die Richtungscosinus ihrer Tangente sind proportional 
Ch. Oi 


OF Ob Ot 


Nach der Voraussetzung muss also 
0g On Cae 
(3) gE US ips OU, Abe 


sein, worin d&, dy, dg aus den Gleichungen (1) zu berechnen sind und 
fiir ¢ der Wert (2) einzusetzen ist. Nun setzen wir: 


5 0§\? 42 0& 0& oo 0& 0& 
De re ae 

Dann nimmt die Gleichung (3) die Gestalt an: 

(4) Tdi + Udu + Vdv =0. 

Der gesuchte Wert ¢ muss als Function von w, v dieser totalen Diffe- 
rentialgleichung geniigen. Damit es also eine Schar von Flichen 2 
gebe, die zu den Curven orthogonal sind, ist es notwendig und hin- 
reichend, dass die Gleichung (4) unbeschriinkt integrierbar sei, d. h. 
dass fiir alle Werte von ¢, w, v ihre Integrabilitiitsbedingung: 

: ou av av ar Goh. rota 

6 rty—mt+uG,-BW+"G—- w= 

erfiillt sei. Wird diese Bedingung nicht erfiillt, so kann es nur ein- 
zelne Flachen geben, die zu den Curven orthogonal sind; dieses ist 
dann der Fall, wenn die Gleichung (5) fiir ¢ einen oder mehrere 
Werte liefert, die der Differentialgleichung (4) gentigen. 


§ 180. Normale Kreissysteme und Sitze von Ribaucour. 


Wir nehmen nun an, die Congruenz (1) werde yon Kreisen ge- 
bildet. Um sie analytisch zu definieren, brauchen wir nur die Coor- 
dinaten a, y,, 2, des Kreismittelpunkts, den Radius R und die 
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Lage der Kreisebene, d. h. die Richtungscosinus des auf sie errichteten 
Lotes, die wir mit a, 6, y bezeichnen wollen, als Functionen von uw, v 
anzugeben. Wird dieses Lot im Mittelpunkt des Kreises errichtet, so 
nennen wir es die Axe des Kreises, und wie sich bald herausstellen 
wird, miissen wir mit der Betrachtung des normalen Kreissystems die- 
jenige des von den Kreisaxen gebildeten Strahlensystems verbinden. 

In der Ebene des Kreises (wu, v) ziehen wir zwei auf einander 
senkrechte, im iibrigen willkiirliche Durchmesser und bezeichnen ihre 
Richtungscosinus beziiglich mit o,, B,, yy3 %,, Bo, Y,- Bezeichnen wir 
noch mit ¢ den Winkel zwischen einem Radius des Kreises (w, v) und 
der Richtung (@,, B,, y,), so lauten die Gleichungen (1) in unserem 
Falle: 


&E—-2, + R(a, cost + a, sint), 
(6) 47=y, + R(B, cost + B, sin), 

62, + RY, cost + y, sinf). 
Unter Beriicksichtigung der Relationen: 


DSwi=d, Die ames Dit 0 


erhalten wir als totale Differentialgleichung (4): 


(1) Rdt + |cost >) ge2 — sin ft dha 2 a Ra Oy | du + 


+ | cost DS) a — sint Se, + BD) a | dv z=). 


Die Integrabilitiitsbedingung nimmt hier die Gestalt: 
(8) A+ Bsint+ Coost=—0 
an, wo A, B, C Functionen von w und v allein sind. Es giebt also 
nur dann eine Schar von oo! Flachen, die zu den Kreisen orthogonal 
sind, wenn identisch 
A=(), B=90, C= 0 
ist. Entwickelt liefern diese Bedingungen die folgenden drei Grund- 


gleichungen: 
@ 2p Dae AD set 

+ a8 Deh Dak Da Ano, 
m 2 Dat Bad Bon Bae tadae- 


Ox 0a, OR OY OX, OR 
a wee] D4 “1 Bu ov Pie Fei 
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Oo Ox On Ox C eas 
(111) x >) 2 30 De ah — > Bu De Cae dre ges ow 
7) Ox. 0a, OR Ox, on 
Ou x | 2 Ou Barak 2 By oll 
Wenn sie nicht identisch erfiillt sind, so liefert die ies (8) 
héchstens zwei Flichen, die zu den Kreisen orthogonal sind, woraus 
sich der Satz von Ribaucour ergiebt: 

Sind die Kreise einer Schar von oo? Kreisen zu drei ver- 
schiedenen Flachen normal, so sind sie es zu einer ganzen 
Schar von oo! Flachen. 

Es diirfte ferner hervorzuheben sein, dass die Gleichung (7), wenn 


A = tang “ 


als Unbekannte eingefiithrt wird, die Riccati’sche Form: 


dA=(al+bA+cedu+(aa4+b0'A+ ¢')dv 
annimmt, wo a, b, ¢; a’, 6’, c’ bekannte Functionen von w, v sind. 
Man braucht also nur eine der zu den Kreisen orthogonalen Flachen 
zu kennen, um alle tibrigen mittels Quadraturen zu finden. 

Die Higenschaft der Riccati’schen Gleichung, dass das Doppel- 
verhaltnis von vier particularen Lésungen 4,, 4,, 43, 4, constant 
(unabhingig von wu, v) ist, findet hier die entsprechende geometrische 
Deutung in dem Satz von Ribaucour: 

Vier Flachen aus der zu einem Kreissystem orthogonalen 
Schar bestimmen auf allen Kreisen des Systems je vier Punkte, 
deren Doppelverhaltnis constant ist**), 


§ 181. Formeln fiir normale Kreissysteme. 


Wir betrachten ein normales Kreissystem und wihlen als Aus- 
gangsflache S eine der Orthogonalflachen. Diese Fliche S beziehen 
wir auf ihre Kriimmungslinien, indem wir unter Beibehaltung unserer 
iiblichen Bezeichnungen (§ 49, S. 94) 

Loe 10% 
i= —> A= SS — Us. Ww. 


VE ou 


*) Durch Autlésung der letzten beiden Gleichungen nach ae und ee 


kénnten diese drei Gleichungen leicht in eine Form gebracht werden, in der nur 


die Richtungscosinus «, 6, y der Kreisaxe anstatt o,, B,, 7,3 @, By, ye auftreten 
wiirden. 


**) His ist niimlich 4= tang eg - der Parameter des Biischels, das vom Endpunkt 


des Radius («,, B,, y,) aus die Punkte des Kreises projiciert. 


§ 181. Formeln fiir normale Kreissysteme, 343 


setzen. Wir haben dann nach (4), 8.95, und (14), 8. 102, die Gleichungen: 


(9) 


( 


ox _ VE 
Ou Ts 
ax _ve 
Ov ‘ 


1) 


Peay 


oe 2) 
VE dv ? Ts oe 
1 0VE 

eee Vy. 

VG a  * 

1 0VE 

ee OK 
Vibe’ 

1 OVGy VG@y 


Aa ie or 


Durch jeden Punkt P von § geht ein Kreis (uw, v) des Systems 


normal zu S hindurch. Um ihn zu bestimmen, brauchen wir nur 
seinen Radius & und den Winkel m anzugeben, den die Spur seiner 
Ebene in der Tangentialebene mit der Richtung (X,, Y,, Z,) bildet. 


(10) 


(11) 


Fiir die Coordinaten x,, y,, 2, des Mittelpunktes haben wir dann: 


x, =x-+ R(cosmX, + singX,), 
y,=y + Rosy Y, + sing ¥,), 
2,=2+ R(cospZ, + sing Z). 
Als die oben benutzte Richtung («,, B,, 7,) wéhlen wir die der erwahn- 
ten Spur und demnach als Richtung («,, B,, y,) die der Normale (X, Y, Z) 
von S. Dann haben wir: 


“a, = cosy X, + singX,, o, = X. 


Berechnen wir mittels (11) und (9) die Summen in der totalen Diffe- 
rentialgleichung (7), so finden wir wegen (13), S. 102: 


On, 
1 Ou 


Coty 
1 ou 
Om, __ 
tie oe 


cos g, 


oR DQ a=, : oR 
= E cosy + 1 St = VE sing +S, 
__ RYE 


=> 


a 


OX, RVG 


(Re 
20v r; 


sin gp, 


VE cos 
ee a ne aw) 


Ts; 


oat VG sing , 


ue 


Also lautet die totale Differentialgleichung (7) wie folgt: 


(12) dt= | sin i( 


+ [aine( 


108 


Ve sin @ 


R ov ue 


yl aah tis 2 del + eosé)| du + 


) | Young (1 + cos | dv, 


und die Integrabilitétsbedingungen (I), (II), (III) reducieren sich auf 


die beiden folgenden: 
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0 (VG sin 4 ies COS a Se 
Ou R Ov R te 


(IV) : < (ree. S) - ies Tae 2 -L 


T, Vs 


Ae ve SIN M COS p é = a) Gs 
2 


% 


§ 182. Laplace’sche Gleichung, von der die normalen Kreissysteme 
abhangen. 

Ist die Flaiche S eine Kugel, so sind die beiden Gleichungen (IV) 
genau dieselben, und die entsprechenden Kreissysteme ergeben sich 
leicht auf Grund des Satzes in § 180, wenn noch eine Flache S’ ywill- 
kiirlich angenommen und diejenige Schar von oo” Kreisen construiert 
wird, die gleichzeitig zur Kugel S und zur Flache S’ normal sind. 
Denn da die Kugel zweimal als zu den Kreisen normale Flache zahlt, 
so besitzt dieses System drei Orthogonalflichen und ist daher nach 
S. 342 stets ein normales System. Dieselbe Betrachtung gilt insbe- 
sondere auch fiir den Fall, dass an Stelle der Kugel S eine Ebene 
tritt, wie sich auch aus der Anwendung einer Transformation mittels 
reciproker Radienvectoren ergiebt. 

Wir setzen nun voraus, dass die Flache S keine Kugel sei, und 
lésen unter Zuhilfenahme der Gleichungen (§ 123, 8. 234, (1): 


a = ne é (U%) — 10VE 
is Oualy Tt / taanikgurO Wie (UOw Net LL) abana 
die Gleichungen (IV) nach und 2 auf. Dann erhalten wir: 
oR 0p 1 ED) = 
—= Reotg (— —-——- — VE cosg, 
(Iv) co ae Be 
OVG ek 
— Ringo (24 2 Sel ve 
es ang yp + vi Me VG sin oy. 


Infolge der ersten der Gleichungen (IV) muss der Ausdruck 
yee ae ip EE as 


ein vollstindiges Differential sein. Wenn wir noch mit ® eine unbe- 
kannte Hilfsfunction bezeichnen, kénnen wir demnach 


VE csp 109 YVGsngp 1 


mo, UA Sansa aes Pee Ms 
R wow’ R wp Ov 


setzen. Dann lefert die zweite der Gleichungen (IV) unter Beriick- 


sichtigung der eben angeftihrten Gleichungen (a) fiir w die Laplace’sche 
Grane 


DD] W 
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CPW 6 log VE o 6 log VE 6 
(¥) AU aS 


Cudv Ov an ow Ov 


Ist umgekehrt p eine Lésung dieser Gleichung, so ergiebt sich ein 
entsprechendes Cykelsystem aus den folgenden Gleichungen: 


( B-BOY + ECE any, 


(13) 


Wird die Function ~ eingesetzt und tang-- wie oben gleich / gesetzt, 


t 
2 


so geht die totale Differentialgleichung ay int 


dA = (A 5 log (5) — 7, 98%) du t (44 og (Z) — 2 U8) dv 


y 9 
iiber und ergiebt mittels einer Quadratur: 

ie ey é ev ay ey, \ 
(VI) tang = casey ht nyu +o dv)| 


(C eine willkiirliche eenia 


Von der Laplace’schen Gleichung (V) hingt auch die Bestimmung 
derjenigen F'lachen ab, welche dieselben sphiirischen Bilder der Kriim- 
mungslinien haben, wie die Fliche S. Daraus geht hervor, dass die 
Aufgabe, die zu einer bestimmten Flache S normalen Kreis- 
systeme zu finden, mit der Bestimmung derjenigen Flachen 
gleichbedeutend ist, welche mit S die spharischen Bilder der 
Kriimmungslinien gemein haben*). Offenbar sind 

LP Alo iey rreichie 
particulire Lésungen der Gleichung (V); die entsprechenden Kreisysteme 
sind die vorhin betrachteten, die von den zur Flache S und einer festen 
Ebene (Coordinatenebene) oder einer Kugel normalen Kreisen gebildet 
werden. Die Kugel selbst wird reell oder imaginir, je nachdem die 
Constante ¢ <0 oder > 0 ist. Ist ¢ = 0, so gehen alle Kreise durch 
einen Punkt. 


*) Die Gleichung, auf deren Integration wir die Aufgabe, die Flachen mit 
gegebenen sphirischen Bildern der Kriimmungslinien zu bestimmen, zurtickgefiihrt 
haben, ist eigentlich die folgende (s, 8. 141, unten): 

CW dlogVE' OW , dlogYG’ ow 
Gudv dv ou Farge dv’ 
worin HE’, G’ die Coefficienten beim Linienelement der Kugel sind; aber die Lé- 
sungen dieser Gleichung sind mit denjenigen der Gleichung (V) des Textes durch 
die einfachen Beziehungen verbunden: 
OM awl 0 4: OW 
ou =r, Ow’~— 


ame, 
7 
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§ 183. Dreifaches Orthogonalsystem von Flichen, das zu einem 
normalen Kreissystem gehort. 


Ist P ein Punkt einer Fliche S, die zu einem normalen Kreis- 
system orthogonal ist, so ziehen wir an die Kriimmungslinien v = Const., 
w= Const. die Tangenten PA und PB. Hs seien dabei A und B 
die Punkte, in denen die Tangenten die Axe des durch P gehenden 
Kreises C schneiden. Bezeichnen wir mit &, 7, &3 §, mm, & die 
Coordinaten von A bez. B, so finden wir unmittelbar: 


R R 

b= 2 + cos Ot arate racy b=2+ 20% 1» 
R R 

& = 0+ sap ie 1 ot eel, 29 G81 ang Ze: 


Durch Differentiation der ersten Gleichungen nach v, der zweiten nach 
wu und unter Beriicksichtigung der Gleichungen (9) und (1V*) er- 
giebt sich: 
Of Ot. OF 0& On, 0& 
wee Gan tas a} Da (cos p Xs — sng X,): 
: (cos g Y, — sing Y,): 


: (cosy Z, — sing Z,). 


Da die drei letzten Ausdriicke die Richtungscosinus der Kreisaxe 
sind, so erhellt nach 5. 264, dass die beiden Punkte 4, Bb die Brenn- 
punkte dieser Axe in dem von den Kreisaxen gebildeten Strahlensystem 
sind; die Developpabeln des Strahlensystems sind folglich reell und ge- 
héren zu den Kriimmungslinien der Flache S. 

Wir betrachten nun alle Flichen 2, die zu den Kreisen ortho- 
gonal sind, und die beiden Scharen von Ortsflichen der Kreise 

u== Const. und v = Const., 
welche wir mit 2,, 2% bezeichnen. Dann kénnen wir leicht den Satz 
von Ribaucour beweisen: Die drei Flachenscharen 2, 2, 3X, 
bilden ein dreifaches Orthogonalsystem. 

In der That, betrachten wir eine Flache 2, (w= Const.). Sie 
schneidet alle Flachen & orthogonal lings Kriimmungslinien von %, die 
folglich nach 5. 97 auch ftir ©, Kriimmungslinien sind. Daraus folgt, 
dass auf 2, die Krtimmungslinien die Kreise C und deren Orthogo- 
naltrajectorien sind. Die Normale der Fliche 2, in P ist also die Tan- 
gente PA der Kriimmungslinie v von &, und ebenso ist die Normale 
von 2, die Tangente PB der Curve w auf 2, woraus sich die Rich- 
tigkeit des Satzes ergiebt. 

Ferner sehen wir, dass, wenn wir mit 2@ die Entfernung AB der 
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Brennpunkte bezeichnen, zwischen dem Abstand 6 des Kreismittelpunkts 
vom Mittelpunkt der Axe und dem Kreisradius R die Bezichung: 


R? + 6? = g? 
besteht, sodass wir, unter @ einen reellen Winkel verstehend, 


d=ocoso, N—=osne 
setzen k6nnen. 


§ 184. Cyklische Strahlensysteme. 


Nach dem Obigen besitzt das von den Axen eines normalen Kreis- 
systems gebildete Strahlensystem stets reelle Developpabeln, und es 
gehéren zu diesen die Kriimmungslinien der zu den Kreisen orthogo- 
nalen Flachen. Wir bezeichnen ein Strahlensystem als cyklisch, 
wenn es ein normales Kreissystem giebt, dessen Axen die Strahlen des 
Strahlensystems sind. Wir wollen nun die Bedingung dafiir aufstellen, 
dass ein gegebenes Strahlensystem cyklisch ist. Wie wir sehen werden, 
hangt diese Bedingung nur von den sphirischen Bildern der Develop- 
pabeln des Strahlensystems ab, und wir wollen hier, wo wir nur den 
allgemeinen Fall betrachten, annehmen, dass diese Bilder zwei ver- 
schiedene Scharen von Curven wu, v seien. 

Indem wir auf die Guichard’schen Gleichungen (§ 148 ff, 5. 274) 
zurtickgehen, aus denen sich die Strahlensysteme mit gegebenen sphi- 
rischen Bildern der Developpabeln: 


(14) _ ds = Edw 4+ 2Fdudv + Gde® 


ergeben, erinnern wir daran, dass @, die halbe Entfernung der Brenn- 
punkte, der Laplace’schen Gleichung (S. 276): 
12| de me pale Ale | aid 

(15) ares + +15 fates ao Ge Wf eet oa.) | eh eee 
gentigt, und dass umgekehrt jeder Lésung @ dieser Gleichung ein 
Strahlensystem der verlangten Art entspricht, fiir das die Coordinaten 
“, Yy, 2 des Mittelpunkts eines Strahls mittels Quadraturen durch die 
Gleichungen (32), 8. 279: 


ee Peele | 0 |x — VE sin © 9X, — VE cos oe 
i lee [ae oft Vabee VG sin | eX, + VG cos > OX 


gegeben sind. Bezeichnen wir, wie vorhin, mit 


d=ocoso, KR=—ogsine 
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die Entfernung des Kreismittelpunkts (#,, y,, 4) vom Strahlmittel- 
punkt (w, y, 2) und den Radius, so miissen wir in unseren allgemeinen 
Gleichungen (8. 341) 
r,=a+toeXcoso6, 4,=ytoYcoso, 4—4+ eZ cose 

setzen, kénnen also ohne weiteres | 

a&=X%, B=, 1=4, 

m% =X, B=, A= 
annehmen. Unter Benutzung der Gleichungen (30), 5. 278, erhalten 
wir nun zunichst: 


0 12 
fa | fo(1+eose)} +2[1 fe] X— 
— VEsin ~ o( — cos 6) X, —VE cos =o (1 — cos o6)X,, 


oe OL. lg 1 9 {12) |x 
(= —[ 2 (o(1—cose)) +2 [1] 0 |X — 


—YVG sin = o(1 + cos6)X, + VE cos = o(1 + cos 6)X,, 
demnach als totale Differentialgleichung (7), 5S. 341, die folgende: 
(18) 4 dt == \VB tang = cos (i of 2) ob A| du — 


= |v@ cot + cos (4 = en + B| dv, 
worin nach (31) und (31*) auf 8. 278 


ee ee 


2 ou Q, 2 Cu’ 
us\ee Vs i 25 |e i ef VE 162 


ist. Diese totale Differentialgleichung besitzt die bemerkenswerte Higen- 
tiimlichkeit, dass sie lediglich von den sphirischen Bildern der Deve- 
loppabeln des Strahlensystems abhiingt. Daraus folgt: Alle Strah- 
lensysteme, die mit einem cyklischen Strahlensystem die 
spharischen Bilder der Developpabeln gemein haben, sind 
gleichfalls cyklisch. 

Wenn wir nun die Integrabilitiitsbedingungen fiir die Gleichung 
(18) ansetzen und dabei beriicksichtigen, dass 


a1 —VEG sing 


ist (vgl. 8. 335), so finden wir als Bedingungen: 
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12| 

2 | 
ih pe, : ; ‘ ; 
i (VE tg {) ye |'?} neers | cot &. 


Wenn die Differentialquotienten der Coefficienten durch die Christoffel’- 
schen Symbole ausgedriickt werden, so lauten diese Bedingungen so: 


(@ — = 2(cos 6 — 1) ie 
a?) 0 cos 6 aheal| 
\3, = 2(cos6 + 1) | if fo 


Aus diesen Bedingungen folgt weiterhin die Gleichung: 


ae (i) oid 216 a dail ta 
J ee es 25 13 freq 
20) ( Mie Co ead COs 6 = a. ae 4 ae ee 


aus der wir (wofern sie keine Identitaét ist) fiir cos 6 einen eindeutig 
bestimmten Wert erhalten; und die Congruenz ist cyklisch (reell), wenn 
dieser Wert fiir cose dem absoluten Betrage nach kleiner als Hins 
ist und den Gleichungen (19) geniigt. Also: EHinem cyklischen 
Strahlensystem kann im allgemeinen nur ein normales Kreis- 
system zugeordnet werden, dessen Axen die Strahlen sind. 


§ 185. Strahlensysteme, die auf unendlich viele Weisen cyklisch 
sind. 

Das soeben gewonnene Ergebnis erleidet eine sehr bemerkenswerte 

Ausnahme, wenn die Gleichung (20) eine Identitiit ist, d. h. wenn 

Q {12 ott ale 

pales! 21a lla 

ist. Diese Bedingungen charakterisieren die sphirischen Curven wu, 0 

als Bilder der in den §§ 175 ff, Kap. XII, untersuchten Flichen, deren 
Kriimmungsmass durch den Ausdruck 


1 
“) K=—~ iow +9OF 
gegeben ist. Wir sehen also, dass die einzigen Strahlensysteme, 
die in mehr als einer Weise und daher auf unendlich viele 
Weisen cyklisch sind, diejenigen Ribaucour’schen Congruen- 
zen sind, deren erzeugende Flachen Flichen der Klasse (A) 


sind, 
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Aus der Gleichung (20) folgt ferner, dass dieses die einzigen 
cyklischen Ribaucour’schen Strahlensysteme sind. Unter diesen eyk- 
lischen Strahlensystemen sind die bemerkenswertesten die Guichard’- 
schen, deren erzeugende Flachen pseudosphirische Flichen sind und 
deren Developpabeln folglich die beiden Brennflachen langs Kriimmungs- 


linien schneiden (§ 152, 8. 284). Da fiir diese Strahlensysteme 1? 


und oe gleich Null ist, so kann der Winkel 6 eine beliebige con- 


2 J 


os . : . v4 . 
stante Grésse haben*). Wird insbesondere 6 gleich 5 gesetzt, so liegt 


der Mittelpunkt jedes Kreises des Systems im Mittelpunkt der Axe, 
und sein Radius ist gleich der halben Entfernung der Brennpunkte. 

Hine weitere Higenschaft dieser Strahlensysteme folgt aus dem 
alleemeinen Satze von Ribaucour: 

Auf der Flache, welche die Ebenen der Kreise eines nor- 
malen Kreissystems umhiillt, entspricht den Developpabeln 
des Strahlensystems der Axen ein conjugiertes System. 

Mit Hilfe der allgemeinen Gleichungen der voraufgehenden Para- 
eraphen ist dieser Satz leicht zu beweisen. Bezeichnen wir nimlich 
mit W den Abstand der Hbenen des Kreises (w,v) vom Anfangspunkt, 
so haben wir: 


W =>) Xa+ 0 cose, 


und wenn wir die angefiihrten Gleichungen beriicksichtigen, so bestii- 
tigt es sich in der That, dass W der Laplace’schen Gleichung: 


OW, -a-f12)\-eWw (12) oW 
pe = (Oe + | ee ew 


dv 
gentigt, woraus nach § 73, 8. 141, die vorhin angegebene Higenschaft 
folgt. 

Insbesondere sind bei den unendlich vielen normalen Kreissystemen, 
die sich aus ernem Ribaucour’schen Strahlensystem, dessen erzeugende 
Flichen zur Klasse (A) gehéren, ableiten lassen, die Enveloppen der 
Kreisebenen die Associierten der in § 177 betrachteten Flichen 8. Ist 
noch specieller die Fliche S pseudosphiirisch, so sind die entsprechen- 
den Enveloppen Voss’sche Flachen. 


*) In Betreff der Kigenschaften der zu den Kreisen orthogonalen Flichen 
vergleiche man die Abhandlung des Verfassers in den Annali di Matematica, 
2. Serie, 18, Bd. 
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§ 186. Die normalen Kreissysteme gleich grosser Kreise. 


Hine andere sehr bemerkenswerte Klasse von normalen Kreis- 
systemen ist die von Ribaucour entdeckte, bei der die Radien der 
Kreise alle einander gleich sind. Um solche Systeme zu construieren, 
nehmen wir eine pseudosphirische Fliche S vom Radius R und be- 
schreiben in jeder ihrer Tangentialebenen um den Beriihrungspunkt als 
Mittelpunkt einen Kreis mit dem Radius R. Aus den Higenschaften 
der Evolutenfliichen folet, dass die oo! pseudosphirischen F lichen, 
welche die Ortsflichen der Mittelpunkte der geodatischen Kriimmung 
fiir die Scharen von parallelen Grenzkreisen auf S sind (vgl. § 135, 
8. 254), in der That Orthogonaltrajectorien dieser Kreise sind, sodass 
die Kreise ein Cykelsystem bilden. 

Wollen wir umgekehrt untersuchen, ob dieses die allgemeinsten 
normalen Kreissysteme mit constantem Radius sind, so brauchen wir 
nur auf die Gleichungen (IV*), 8. 344, zuriickzugehen und dabei in 
ihnen ft gleich Const. zu setzen. Lassen wir den Fall, dass g gleich 0 


oder —, ist*), unberiicksichtigt, so ergiebt sich aus ihnen: 


op VE sng 1 OVE 
== + -———, 
Ou R VG dv 
0p _ VGcsp 1 0VG 
Ov R VE du 


und als Integrabilitétsbedingung erhalten wir: 

Soy 1 ie _) ae ave) 
 R?-  VHee \au\yE du dv \V@ av Ii 
woraus wir nach (V), 8. 94, folgern, dass die zu den Kreisen normalen 
Flachen pseudosphirische Flichen mit dem Radius f& sind. Die Un- 
tersuchung lasst sich nun leicht zu Ende ftihren durch den Nachweis, 
dass die Enveloppe der Kreisebenen wieder eine pseudosphirische Fiche 
ist und dass die Kreismittelpunkte die Beriihrungspunkte sind. In der 
That folgen aus diesen Gleichungen und den Gleichungen (9), (10), 
(S. 343), sofort die Beziehungen: 


*) Die Cykelsysteme mit constantem Radius, die diesem Falle, dessen Er- 
érterung wir hier tibergehen, entsprechen, ergeben sich folgendermassen: In einer 
Ebene zeichne man eine Schar von oo! congruenten Kreisen und lasse dann die 
Ebene auf einer abwickelbaren Fliche rollen. Das entstehende Kreissystem ist 
das gesuchte. (Vgl. die beiden Bemerkungen des Verfassers tiber Cykelsysteme 
im Giornale di Matematiche, 21. u. 22. Bd.) 
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>’ (cos eX; — sin X,) 4 =0 ; > (cos pX, — sin g X,) Cm ee 


Cu 


Demnach hat die Ortsfliche der Kreismittelpunkte die Kreisaxe zur 
Normale und stellt somit mit jeder pseudosphirischen Flaiche des 
Orthogonalsystems die vollstiindige Evolutenfliche einer Normalencon- 
gruenz vor, bei der die Entfernung der Brennpunkte constant, gleich 
R, ist. Daher ist sie selbst eine pseudosphirische Fliche mit dem 
Radius R (vgl. 8. 244). Aus dem Gesagten ergiebt sich nun, dass die 
Normalen einer pseudosphirischen Fliche ein cyklisches Strahlensystem 
bilden. Hieraus folet nach dem allgemeinen Satze in § 184, 8S. 348, 
dass bei jeder Fiche, die dieselben sphirischen Bilder der Kriimmungs- 
linien hat wie eine pseudosphiarische Fliche, das von den Normalen 
gebildete Strahlensystem cyklisch ist. Hs ist leicht einzusehen, dass 
dieses die einzigen cyklischen Normalencongruenzen sind. Setzen wir 
nimlich in den allgemeinen Gleichungen fiir A und B, 8. 348, 
Qs = ; 
so ergiebt sich wegen (1) und (1*), 8. 148: 
eee a log VE 

1 pepe Boys 2 | ; 

Daher lauten die Gleichungen (19): 


Fi ae 
0 log sin > blog VE 
Ou paeviMDIe A 
6 
0 log cos el eon ae 
Ov roe Ov 


Hs kann also durch Hinfithrung never Parameter w, v ohne weiteres 
7 o — 5 0 
VE = cos or VG = sir = 
gesetzt werden. Nun sind die Curven w, v, fiir die das Quadrat des 
Linienelements der Kugel die Form: 
ds’ = cos? du?+ sin? © dv? 
= 5 in* —- dv 


annimmt, gerade die Bilder der Kriimmungslinien einer pseudosphiiri- 
schen Flache, wie sich aus dem Satze C), § 133, 8. 250, ergiebt. Also: 
a a oe ; : a ; 
Die Flichen, deren Normalen eine cyklische Congruenz bil- 
den, sind s&émtlich und ausschliesslich diejenigen, welche 
mit den pseudosphirischen Flichen die Bilder der Kriim- 
mungslinien gemein haben. 

Wir sehen ferner, dass sowohl die zu den Kreisen orthogonalen 
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Flachen als auch die Enveloppe der Ebenen dieser Kreise wieder zu 
derselben Klasse gehéren. 


§ 187. Ausdruck fiir das Linienelement des Raumes, bezogen auf 
ein normales Kreissystem. 


Wir kehren nun zu den allgemeinen normalen Kreissystemen (§ 183) 
zurtick. Ist ¢ eine beliebige Losung der Gleichung (18), so ergeben 
sich die zu den Kreisen orthogonalen Flichen aus den Gleichungen: 
' =«x-+ oXcoso6 + oe sing(X, cost + X, sint), 
y=y+oYcoso+ osing(Y, cost+ Y, sind), 
€=2-+eZcoso + osine(Z, cost-+ Z, sint). 
Nun bezeichnen wir mit w die in ¢ enthaltene willkiirliche Constante 
und betrachten die Coordinaten &, 7, € eines Raumpunkts als Fune- 
tionen der drei Veriinderlichen wu, v, w. Durch Differentiation der 
Gleichungen (21) und unter Beriicksichtigung der Gleichungen auf 
S. 278 finden wir Gleichungen von der Form: 


ob AX 4. Bx, 4 Ox,, 


(21) 


(21%) Ea eas ping, ontngtne, 
0 
jg OX, + BX 


‘ Ce = Oo es 2coso [12] 
Lj — VB tong $ sin(t+ 3)-0+ zy mse | 2 | 


Q 20s 6 12) 
M=22 + VE cot £ sin (t— hase ead Te 


ps so ist dabei: 


=(cos6o+1)L, B=costsneL, C=sinisineL, 
io B'=costsneM, C'=sintsine M, 


a= —o sini sing ge B=e cost sine <*. 
Aus diesen Gleichungen ergeben sich die weiteren: 
> (2) — 4 L? cos® o > Ca = 4M? sin’, 
2 Ga) — 9" ante (Ga) 


OE OE ae Of OF __ 
Ho Deen 50 Bu 


Bianchi, Differentialgeometrie, 23 


354 Kap. 13. Die normalen Kreissysteme. 


Daraus folgt wieder der Satz von Ribaucour: 

Die Flachen wu —Const., v= Const., w= Const. bilden 
ein dreifaches Orthogonalsystem.. 

Ferner erhalten wir fiir das Quadrat des Linienelements des Rau- 
mes, ds? = dé + dy? + de, den Ausdruck 
(23) ds? = 4cos’ + DT? du? + Asin? < M? dv? + 9? sin?o (2): dw. 


A 
C 


§ 188. “Bestimmung der spharischen Bilder der Abwickelbaren 
eines cyklischen Strahlensystems. 


Die Aufgabe, die Cykelsysteme zu bestimmen, lisst sich in zwei 
nach einander zu lésende Aufgaben zerlegen, niémlich: 

1) alle Systeme von spharischen Curven w, v zu bestimmen, welche 
die Bilder der Developpabeln eines cyklischen Strahlensystems sind; 

2) die Strahlensysteme mit gegebenen sphiarischen Bildern der 
Developpabeln zu construieren. 

Die zweite Aufgabe ist bereits in § 148, Kap. X, behandelt wor- 
den; sie kommt, wie wir gesehen haben, auf die Integration der La- 
place’schen Gleichung (15) auf 8. 347 hinaus. 

Was die erste Aufgabe anbetrifft, so kénnen wir sie vollstandig 
lésen, wenn wir den folgenden Satz benutzen: 

Unter den cyklischen Strahlensystemen, die ein und die- 
selben spharischen Bilder der Developpabeln haben, kénnen 
stets unendlich viele von der Beschaffenheit ausgewahlt wer- 
den, dass die ihnen entsprechenden Kreise durch einen festen 
Punkt des Raumes gehen. 

Sind némlich die spharischen Curven wu, v fest bestimmt, so be- 
zeichnen wir mit ¢ eine beliebige particulire Lésung der Gleichung 
(18), die dem Werte w= w, zugehére. Wir bestimmen 0 aus den 
beiden simultanen Gleichungen: 


L=0, M=0O, 
d. h. aus den Gleichungen: 


Bike Me a Q 2cos 6 12 

> = VE tang > sin (4, =e ) S15) cos -{ 2 > 

dloge o si ( e ncoee alts 
By VG cot) sin 6—>) Ee | Velie 


die infolge der Gleichungen in § 184 (S. 349) der Integrabilitiits- 
bedingung Gentige leisten und eine Liésung @ der Gleichung (15) 


liefern. In dem entsprechenden Cykelsystem haben wir wegen der 
Gleichungen (21*): 
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Pee a Gg. oh eo 
’ ? 


wW Ou Ou ? f 
nehes aR hee, tir w= Wy 
a tn Oe 


Demnach reduciert sich die Fliche w= w, auf einen Punkt (&), 1, &), 
durch den alle Kreise des Cykelsystems hindurchgehen. 

Fiir die spharischen Bilder der Developpabeln aller cyklischen 
Strahlensysteme erhalten wir also die folgende Construction: 

Man nehme eine beliebige Flaiche S und ziehe durch 
einen festen Raumpunkt O die zu S normalen Kreise. Die- 
selben bilden ein normales Kreissystem*), und die sphirischen 
Bilder der Developpabeln des von ihren Axen gebildeten 
Strahlensystems sind die allgemeinsten Curven von der ver- 
langten Art. 


*) Durch eine Transformation mittels reciproker Radienvectoren beziiglich 
des festen Punktes O geht dieses Kreissystem in das Normalensystem der transfor- 
mierten Fliiche tiber. 
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Kapitel XIV. 


Die Minimalflachen. 


Geschichtlicher Uberblick. — Formeln von Weierstrass. — Algebraische Mini- 
malfiichen. — Doppelflichen. — Verbiegungen der Minimalfliichen, wobei sie Mini- 
malflachen bleiben. — Associierte Minimalflichen. — Auf einander abwickelbare 
conjugierte Flichen.— Minimalflachen mit ebenen Kriimmungslinien. — Minimal- 
fliichen, die auf Rotationsflachen abwickelbar sind. — Minimal-Schraubenflaichen. 
— Formeln von Schwarz. — Liésung der Aufgabe, eine Minimalfliche zu con- 
struieren, von der ein Streifen gegeben ist. — Besondere Fille. — Kennzeichen, 
ob eine Fliche durch Verbiegung in eine Minimalfliche tibergefiihrt werden kann. 


§ 189. Geschichtlicher Uberblick bis auf Meusnier. 


Die Theorie der Minimalflichen ist heute eis der vollstiindigsten 
und ausgedehntesten Kapitel der Differentialgeometrie. Ihre vielfachen 
Beziehungen zur Theorie der Functionen einer complexen Verander- 
lichen und zur Variationsrechnung verleihen den Untersuchungen auf 
diesem Gebiet ein hohes Interesse. Die dem vorliegenden Buche ge- 
steckten Grenzen gestatten uns nur, die Hauptergebnisse dieser Theorie 
zu entwickeln; Leser, die sich in den Gegenstand weiter zu vertiefen 
wiinschen, finden eine erschépfende Behandlung in den schénen Vor- 
lesungen von Darboux. Daselbst sowie in der Abhandlung von Bel- 
trami*) finden sie auch geschichtliche Angaben beziiglich der allmah- 
lichen Entwickelung dieser Theorie. Fiir unseren Zweck schliessen wir 
uns speciell an die kurze Darstellung an, die Schwarz in seinen 
»Miscellen aus dem Gebiete der Minimalflichen“ gegeben hat. 

Die Anfinge der Theorie der Minimalflichen reichen bis auf die 
bertihmte Abhandlung von Lagrange zuriick, in der die Grundlagen 
der Variationsrechnung **) entwickelt worden sind. Wir betrachten 


*) Sulle proprieta generali delle superficie ad area minima. Memorie dell’ 
Accademia di Bologna, 7. Bd., 1868. 


**) Miscellanea Taurinensia, 2. Bd., 1760—61, 
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eine geschlossene Curve C und eine von dieser Curve begrenzte Fliche S. 
Diese Flache wird eine Minimalfliche genannt, wenn sie im Ver- 
gleich zu allen unendlich benachbarten, von der Curve C begrenzten 
Flachen den kleinsten Flacheninhalt hat. 
Ist die Gleichung der Fliche S in der gewdhnlichen Form: 
4= 42, y), 


gegeben, so ist der Flacheninhalt von S durch das Doppelintegral 


SIVIF PF Gade dy 


dargestellt, und man braucht nur die Principien der Variationsrechnung 
anzuwenden, um fiir z die partielle Differentialgleichung; 


ree ee) tay (tere 
dalVitpite) dy\Vitpta 

oder: 

(1) (1+ @)r —2pqs+(1+ p%)t=0 

zu erhalten. 

Die geometrische Deutung der Gleichung (1) ist 1776 von Meus- 
nier gegeben worden, der bemerkte, dass sie der Ausdruck der Higen- 
schaft der Flache S ist, in jedem Punkte gleiche, aber entgegen- 
gesetzte Hauptkriimmungsradien zu haben (vgl. (d), 8. 114). Alle 
Flachen nun, die dieser letzteren Bedingung geniigen, werden Mini- 
malflachen genannt. Diese Bezeichnung ist in der That dadurch ge- 
rechtfertigt, dass jeder solechen Flache bei passend gewahlter Begren- 
zung die Higenschaft des Minimums, von der wir ausgegangen sind, 
zukommt. 

Von Meusnier rihrt auch die Entdeckung der beiden zuerst be- 
kannt gewordenen Minimalflachen her, namlich des Catenoids und der 
Schraubenregelflaiche. Diese ergeben sich unmittelbar, wenn man Lé- 
sungen der Gleichung (1) von der Form: 


j e=f(a+ y”) oder 2= A) 
sucht. 


§ 190. Neuere Untersuchungen tiber Minimalflachen. 


Monge war der erste, der (1784) die vollstandige Lésung der 
Gleichung (1) angab; aber die fiir die Anwendungen wenig geeignete 
Form, in der die Integralgleichungen angegeben waren, hiss es lange 
Zeit zur Entdeckung anderer reeller Minimalflichen als der beiden 


358 Kap. 14. Die Minimalfliichen. 


angefiihrten,’ von Meusnier gefundenen, nicht kommen. 1834 fand 
Scherk die Minimal-Schraubenflichen und die Translationsfliche *): 


= = [log cos(ax) — log cos (ay)]. 


Die wichtigsten Fortschritte unserer Theorie beginnen mit dem Er- 
scheinen der Arbeiten von Ossian Bonnet (1853—60), der eine fun- 
damentale Higenschaft der Minimalflichen, naémlich die, dass ihre spha- 
rische Abbildung conform ist, erkannte und die Integralgleichungen in 
eine Form brachte, die alle reellen und unendlich viele algebraische 
Minimalflachen abzuleiten gestattete. 

1866 erschienen die wichtigen Arbeiten von Weierstrass, in 
denen die Monge’schen Formeln in eine einfache und elegante Form 
gebracht sind, welche die Lésung verschiedener grundlegender Fragen 
gestattet. In diesen Abhandlungen sind auch wichtige Ergebnisse be- 
ziiglich des sogenannten Plateau’schen Problems (s. nachstes Ka- 
pitel) angegeben. Dieses beriihmte Problem ist auch in einer nach- 
gelassenen Abhandlung Riemanns und in einer Reihe sehr wichtiger 
Arbeiten von Schwarz behandelt, die nun im ersten Bande der Werke 
dieses Mathematikers gesammelt sind. 

Von Untersuchungen nach einer anderen Richtung sind von uns 
noch unter den wichtigsten Verdffentlichungen tiber diesen Gegenstand 
diejenigen von Lie**) (1877—78) zu erwihnen, der sich besonders mit 
den algebraischen Minimalflichen beschaftigt hat. 


§ 191. Formeln von Weierstrass. 


Wir leiten zunichst die Weierstrass’schen Formeln ab, indem wir 
uns auf das Ergebnis in § 134, 8. 252, stiitzen, nach dem jeder iso- 
thermen Form des Linienelements der Kugel eine Minimalfliche ent- 
spricht, die sich mittels Quadraturen ergiebt. 

Es sei w,v ein Isothermensystem auf der Kugel, und wir bezeich- 
nen mit 


(2) ds’? = — (du? + dv’) 
2 


den Ausdruck fiir das Quadrat des Linienelements. Sind die Coordi- 


*) Diese merkwiirdige Minimalfliche ergiebt sich sofort, wenn man Lésungen 
der Gleichung (1) von der Form: 


& = f(x) + ly) 


sucht. 


“*) Archiv for Mathematik og Naturvidenskab, 2. u. 3. Bd. Mathematische 
Annalen, 14. Bd. 
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naten X, Y, Z eines Punktes der Kugel als Functionen von wu, v be- 
kannt, so ergeben sich die Coordinaten x, y, 2 des entsprechenden 
Punktes der Minimalfliiche S nach S. 251 und 102, (13), mittels Quadra- 
turen aus den Gleichungen: 


aL =, ce du — a dv) ; 
oY oY 

(3) dy =r, ie du — =~ dv) ; 
yveZ, OZ 

dz =, (ee du — aa dv). 


Also ist fiir das Linienelement von S: 
(4) ds’ = r,(du? + dv’), 
und die Hauptkriimmungsradien von S sind 
Ve, 0 — Io: 
Wir beziehen nun die Kugel in der iiblichen Weise auf die Meridiane 
und Parallelkreise, indem wir 
X=sindcoso, Y=sindsino, Z=—cost 
setzen, und fiihren die complexe Verinderliche t auf der Kugel (oder 
in der Ebene des Aequators): 
© == cot e ae 
samt ihrer Conjugierten 


Ggeelt: 
To S=s000 6, 


ein (vgl. $43, 8. 80). Driicken wir X, Y, Z durch + und ty aus, 


so erhalten wir: 


tt 1 t—Tt rr 
(5) Bor ogy 17 tne cept (ie here 1 
und fiir das Quadrat des Linienelements der Kugel ds’: 
D Adz dt, 
(8) dita Gp oF: 
Nach § 41, 8. 77, ist nun die complexe Veranderliche 
6=u+i 


eine Function von t oder der Conjugierten t); doch ist der eine Fall 
von dem andern nicht wesentlich verschieden, und wir kénnen also 6 
als Function von t, demnach o, als Function von 1, annehmen. Die 


Gleichung (2) oder: 


giebt demnach, mit der Gleichung (6) verglichen: 
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by Cte Deds LON 
deerme te a. 
und die Gleichung (4) wird: 


dot — CoE (ag) Ge) art: 


Nun fiihren wir in den Gleichungen (8) + und 1, ein, wobei wir be- 
riicksichtigen, dass fiir eine beliebige, als Function von t+ und 1 auf- 
gefasste Function ®(w, v) die folgenden Gleichungen gelten: 

do do, (1 ¢6® t o® do ¢® 

dt mG ow aes 7) ~~ dt Ot,” 

ED o® a co) 1602) 


hae Ae 


2 Ow 2 Gv 


und erhalten: 
ee ee “)" dt, 
6) jay =F04+ (fF) ae—LO +n (FZ) an, 
dz = 3 (FR) det 3 (G2) dry. 


Setzen wir nun 


1 (do\? 

eG a 
und fiihren wir zur Bezeichnung des reellen Teils einer complexen 
Grosse ~ das Zeichen fy ein, so erhalten wir die Formeln: 


() #=RfA—-AFO@ dt, y=Rf(104 2) FO) dr, 

z= [2cF (0) dr, 
in denen die Integrale rechts lings ein und desselben krummlinigen 
Weges in der complexen r-Ebene erstreckt zu denken sind. 

Dieses sind die Formeln von Weierstrass. Umgekehrt leuchtet 
sofort ein, dass, wenn fiir J(r) irgend eine Function der complexen 
Variabeln + genommen wird, die Formeln (7) mittels Quadraturen eine 
zugehorige Minimalflache S liefern. Das Linienelement und der (posi- 
tive) Hauptkriimmungsradius von S sind durch die Gleichungen: 

(8) ds? = (tr, + 1)? F(t) L(t) dt dt, 
und 


(9) ry = EY VEO RG) 


gegeben. Die eee u, v ergeben sich, wenn von dem 
Integral 


o =[V2F@ de 
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der reelle Teil und der Coefficient des imaginaren Teils gleich Con- 
stanten gesetzt werden; ihre Gleichungen sind demnach: 


(10) Kf V2F() dt = Const., Ki V2F (x) dc = Const. 


§ 192. Algebraische Minimalflichen. 


Die Weierstrass’schen Formeln (7) lassen sich in eine besonders 
fiir die Bestimmung der algebraischen Minimalflichen sehr vorteil- 
hafte Form bringen. Wir betrachten zu diesem Zwecke F(t) als den 
dritten Differentialquotienten g”’(r) einer Function g(r), die selbst will- 
ktirlich bleibt. Werden dann aus den Gleichungen (7) die Integral- 
zeichen weggeschafft, so lauten sie: 

= R[1 — Ag") + 249") — 29), 
(11) y= REL + p(t) — 2ery’(x) + 2ip(r)], 

2=R[2tp" (2) —29'(0)]. 
Wird nun vorausgesetzt, dass m(r) eine algebraische Function von tr 
sei, so ist klar, dass uns diese Formeln eine algebraische Minimal- 
flache definieren. Hs ist aber wichtig, dass sich umgekehrt jede alge- 
braische Minimalfliche auf diese Weise ergiebt. Weierstrass beweist 
dieses wie folgt: Hs sei 

w=utw= fa + iy) 

eine Function der complexen Verinderlichen x + cy; wenn dann in 
einem bestimmten Gebiet zwischen xv, y und dem reellen Teil 
u von w eine algebraische Beziehung besteht, so ist w eine 
algebraische Function von & + vy. 

In der Umgebung eines Punktes, den wir der Hinfachheit halber 
in den Punkt x = 0, y=O verlegen, sei namlich w in eine Taylor- 
sche Reihe: 

W = Ay + iby + (a, + 1b,) (a + ty) + (a, + dg) (@ + ty)? + ++: 
entwickelt, worin die a und b reelle Constanten sind, und es sei r der 
Radius des Convergenzkreises. Dann gilt fiir w folgende Entwickelung 
nach Potenzen von x und y: 


(12) w= dy + $(a, + 2b,)(@ + ty) + 4G + by) (@ + ty) re 
+ $(a, — 1b,)(a — ty) + 4(a, — tby)(@ — ty) + ---. 

Nach der Voraussetzung ist 

(18) G(u, x, y) = 0, 

wo G eine ganze rationale Function von wu, 7, y ist. Setzen wir hierin 

fiir u die Reihe (12) ein und entwickeln wir dann nach Potenzen von 
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x und y, so sind die Coefficienten jedes einzelnen Gliedes identisch gleich 
Null und bleiben auch gleich Null, wenn wir an Stelle von a, y complexe 
Gréssen %, ¥ setzen, wofern nur die Entwickelung auch nach dem 
Hinsetzen convergent bleibt. Nun ist dieses zufolge der Art der Con- 
vergenz der Potenzreihen sicher mit der aus (12) hervorgehenden Reihe 
fiir @ der Fall, wenn die absoluten Betriige von x und y kleiner als 


= bleiben. Setzen wir also 


a+iy = atiy 
9 - 


5) () [1 


= 
so giebt Gleichung (12): 
u@ =a, + $(w — w), 
wobei w#) = a) + 7b, ist, und Gleichung (13) geht in eine algebraische 
Relation zwischen w und « + vy tiber, w. z. b. w. 

Wird nunmehr angenommen, dass die durch die Gleichungen (11) 
definierte Minimalfliche algebraisch sei, so bestehen zwischen den 
Gréssen 

axe t+ t a ie sn 


MG 7 Tals Qrevrig y a7 r we oF 


und jeder der Gréssen x, y, 2 algebraische Relationen. Hs ist daher 
nach dem soeben bewiesenen Satze jede der drei Functionen: 


f(t) = 1 — 2) p(x) + Arp (et) — 29), 
f(t) =i + #)@p"(0) — 2irg’(e) + 2p), 
f(t) = 2p" (t) — 29'(), 
also auch : 
eQ=_C—-V)LQ—ZC+ MO —Fh© 
eine algebraische Function von Tt. 
Wir haben somit das Ergebnis: 
Alle algebraischen Minimalflichen ergeben sich aug den 
Gleichungen (11), wenn in diesen Gleichungen fiir g(t) eine 
algebraische Function von 1 eingesetzt wird. 


§ 193. Minimal-Doppelflachen. 


Die Weierstrass’schen Formeln (7) oder (11) bringen in der ein- 
fachsten Weise den Zusammenhang zwischen den Functionen einer com- 
plexen Verinderlichen und den Minimalflichen zum Ausdruck, da sie 
heweisen, dass zu jeder Function [(r) einer complexen Verinderlichen 
eine bis auf eine Translation im Raume bestimmte Minimalfliiche ge- 
hort. Wie wir aber sogleich sehen werden, entsprechen ein und der- 
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selben Minimalfliche im allgemeinen zwei verschiedene Ausdriicke fiir 
die Function F(z). 

Vorher geben wir noch einen einfachen Satz an, der sich unmittel- 
bar aus der linearen Beschaffenheit der Gleichungen (7) beziiglich F(z) 
ergiebt. In den Gleichungen (7) setzen wir fiir F(x) der Reihe nach 
zwei Functionen g,(t), ,(t) und dann die Function 

M Po (t) + 2, (7) 
m+n 
ein. Dadurch erhalten wir den von Weierstrass bemerkten Satz: 

Wenn zwischen den Punkten zweier Minimalflichen S, 9’ 
eine Correspondenz nach der Gaussischen Methode mittels 
paralleler Normalen in zwei entsprechenden Punkten P, P’ her- 
gestellt und auf jeder Strecke PP’ ein Punkt M so gewihlt 
wird, dass er sie in dem constanten Verhialtnis m:n teilt, so 
ist der Ort des Punktes M wieder eine Minimalfliche, die 
den Flachen S, S’ durch Parallelismus der Normalen ent- 
spricht. 

Wir wollen nun die oben aufgeworfene Frage untersuchen, ob ein 
und derselben Minimalfliiche einer oder mehrere <Ausdriicke fiir die 
Function /(r) entsprechen. Hs seien F(t), f(x) zwei Functionen von 
t, die auf ein und dieselbe Minimalflache fiihren, und 1, r’ die Werte 
der Argumente fiir I’, f, die ein und demselben F'lachenpunkt ent- 
sprechen. Die Richtung der + entsprechenden Normale fallt entweder 
mit derjenigen der t’ entsprechenden Normale oder mit der entgegen- 
gesetzten Richtung zusammen, folglich ist im ersten Falle . 


(m, » constant) 


t= 
und im zweiten Falle 
t ‘— — dey 
T 
wie auch sofort daraus hervorgeht, dass X, Y, Z infolge der Gleichungen 
(5) nur dann ihre Zeichen indern, wenn +t durch — = ersetzt wird. 


0 
Unter der ersten Voraussetzung ergiebt sich aus den Weierstrass’schen 


Formeln (7) (e) = F(a) 


F@) =— af (—+)*) 


*) Ist f(x) eine analytische Function von t, die urspriinglich durch eine 
innerhalb eines gewissen Kreises convergente Potenzreihe definiert ist, so bezeich- 
nen wir mit f,(t) die analytische Function, die durch diejenige Reihe definiert 
ist, welche sich ergiebt, wenn in der urspriinglichen die Coefficienten durch ihre 


unter der zweiten 
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oder 


f@)=—aH(— 2) 


Wir sehen also, dass die beiden im allgemeinen yon einander ver- 
schiedenen Functionen 


F@), —ak,(—-) 


in den Weierstrass’schen Formeln eingesetzt ein und dieselbe Minimal- 
fliche liefern, da die Coordinatendifferentiale in beiden Fallen die- 
selben sind. 

Besonders interessant ist der Fall, in dem die beiden Functionen 


1 1 
Le) is ales 
genau dieselben sind. Dann liasst sich nach dem Obigen das Gebiet der 


Minimalfliche in der Umgebung des Punktes — = entweder durch 
0 


Verschiebung mit demjenigen um t zur Deckung bringen oder es fallt 
mit ihm direct zusammen. Da im ersten Falle die Flache eine Ver- 
schiebung in sich gestattet, so ist sie mit Notwendigkeit periodisch, 
also transcendent. Dieses ist von vornherein ausgeschlossen, wenn z. B. 
die Flache algebraisch ist. Beschreiben wir im zweiten Falle auf der 
Bildkugel einen Weg, der vom Punkte + nach dem diametral gegen- 


tiberliegenden — - fiihrt, so geht der entsprechende Weg auf der 
0 


Fliche von einem Punkte P aus und kehrt 2u demselben wieder zuriick; 
aber bei der Riickkehr hat sich der Sinn der Normale stetig in den 
entgegengesetzten verwandelt. Man kann also auf der Flache stetig 
von ihrer einen Seite auf die andere gelangen; die Flache hat demnach 
nur eine einzige Seite oder sie ist nach der Bezeichnung von Lie eine 
Minimal-Doppelflache. 

Als Beispiel fiihren wir die Henneberg’sche Minimalfliche an, 
die dem Wert 


1 
F@)=1— 5 


entspricht und offenbar eine algebraische Doppelfliche ist. 
Es ist dieses die einfachste Minimal-Doppelfliche; sie ist von der 
5. Klasse und der 15. Ordnung. 


conjugierten Werte ersetzt werden, und die also denselben Convergenzkreis hat. 
Die Beziehung zwischen f(t) und f,(z) ist von der urspriinglich gewihlten Reihe . 
unabhingig. 
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§ 194. Verbiegung der Minimalflachen, wobei sie bestandig 
Minimalflachen bleiben. 


Jede Minimalflache kann einer solchen stetigen Verbiegung unter- 
worfen werden, bei der sie eine Minimalflache bleibt. Um diese inter- 
essanten Verbiegungen zu finden, stellen wir die folgenden Uberlegungen 
an: Hs seien S, S’ zwei auf einander abwickelbare Minimalflichen; in 
entsprechenden Punkten sind die Kriimmungsmasse beider Flichen und 
also auch die absoluten Gréssen der zugehdrigen Hauptkriimmungs- 
radien einander gleich. Daraus folet, dass die beiden sphirischen Bilder 
von S und 8’ congruent oder symmetrisch sind. Der zweite Fall 
kommt jedoch auf den ersten hinaus, wenn die positive Richtung der 
Normale einer von den beiden Flichen geiindert wird, und ist andrer- 
seits ausgeschlossen, wenn wir auf stetige Weise durch Verbiegung von 
der Figur S zur Figur S’ gelangen. Wir kénnen demnach eine der 
beiden F'lachen, z. B. S’, in eine solche neue Lage im Raume bringen, 
dass sich die beiden sphiirischen Bilder decken und also entsprechende 
Punkte von S und S8’ durch ein und denselben Wert von rt bestimmt 
sind. Nach dieser Vorbemerkung seien F(t), f(r) die entsprechenden 
‘Werte der Function F in den Weierstrass’schen Formeln. Da die 
Linienelemente der beiden Flachen einander gleich sein miissen, so 
folet aus der Gleichung (8): 


E(t) Fy (t) = f(t) fo(%o) » 


f(t) 
F(z) 


d. h. 
say 


Hs ist daher aa eine Constante, deren absoluter Betrag gleich Eins 


ist. Wir haben demnach: 

f(t) = &* F@), 
wo « eine reelle Constante bedeutet. Da uns ferner die Gleichung (8) 
umgekehrt beweist, dass das Linienelement ungeandert bleibt, wenn 
F(z) durch e'* F(t) ersetzt wird, welcher Wert auch der reellen Con- 
stanten o erteilt werden mag, so haben wir das Ergebnis: 

Die allgemeinste Verbiegung einer Minimalfliche, bei 
der sie bestindig eine Minimalflache bleibt, ergiebt sich, 
wenn F(x) in den Weierstrass’schen Formeln (7) durch e* F(z) 
ersetzt wird, wo a eine beliebige reelle Constante ist. 

Auf diese Weise erhilt man aus einer Minimalflache durch stetige 
Verbiegung eine Schar von co’ Minimalflachen; diese Flichen werden 
als associierte Minimalflachen bezeichnet. 
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§ 195. Associierte Minimalflichen. Conjugierte Minimalfiachen. 


Wir wollen nun die EHigenschaften dieser Verbiegungen naher — 
untersuchen. Die Gleichungen der Kriimmungslinien der Fliche S sind: 


u == Const., v = Const., 
wenn man 


6=utivafV2F@dr 
setzt (§ 191, S. 360). 
Die Kriimmungslinien der dem Werte’« des Parameters entsprechen- 
den associierten Minimalflache S, haben demnach die Gleichungen: 


RK ee == Const., “R iete) = Const. 


oder: 


a : a . a a 
u cos-~ — vsin-- = Const., uw sin> oC Ose Const. 


Also folgt: Den Krimmungslinien der S associierten Minimal- 
flache S, entsprechen auf S die isogonalen Trajectorien der 


alten Kriimmungslinien fiir den Winkel > 


Besonders interessant ist der Fall « = =; dann gehen die Kriim- 


mungslinien von S in die Haupttangentencurven von S_ und umge- 
x 
kehrt die Haupttangentencurven yon S in die Kriimmungslinien yon 


S_ tiber. Zwei solche associierte Minimalflachen werden nach Bonnet, 


2 
der sich mit diesen Verbiegungen zuerst beschiaftigte, als conjugierte 
Minimalflachen bezeichnet. 
Werden die Coordinaten eines Punktes der zu S conjugierten 


Flache mit x, Yo, 2) bezeichnet, so érhalten wir aus den Gleichungen 
(7), da dann F(r) durch iF'(r) ersetzt wird: 


(14) m= RfiL—A)KO)de, y=—KR(A 42) F (dr, 
a= Rf QicK (jar. 
Lassen wir « sich stetig iindern, so verbiegt sich die Flache 


stetig. Bezeichnen wir die Coordinaten des Punktes (x, y, z) nach 
der Verbiegung mit 2, Ya, 2¢, $0 haben wir offenbar: 


(15) a = %COSH + % SNC, Ya = Y Cosa + y sina, 
&e == £ cosa + 2 sine. 
Werden die Integrale in den Gleichungen (7) und (14) zwischen 


7 . 
denselben Grenzen 0 und 2 genommen, so bleiben der Flichenpunkt 


, 
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(0, 0, 0) und die Tangentialebene in ihm wihrend der Verbiegung 
fest; jeder Punkt (#, y, z) beschreibt wahrend der Verbiegung eine 
Hillipse, deren Mittelpunkt der feste Punkt ist. 

Bringen wir mittels der Gleichungen (15) die Gleichheit der Linien- 
elemente von S und 8, zum Ausdruck, so erhalten wir die Beziehung: 


(16) dadz, + dydy, + dzda=0, 


die sich auch leicht direct beweisen lisst. Sie besagt, dass sich 
zwei conjugierte Minimalflichen auch durch Orthogonalitit 
der Hlemente entsprechen (8. 287). 

Gleichzeitig sind die beiden Flichen associiert im Sinne des Kap. XI 
(S. 293). Wir sehen, dass sich, entsprechend dieser zweifachen Be- 
ziehung, in der die Minimalfliiche S und ihre Conjugierte zu einander 
stehen', fiir S zwei unendlich kleine Verbiegungen ergeben: bei der 
ersten derselben bleiben die Hauptkriimmungsradien und bei der zweiten 
die Kriimmungslinien ungeaindert (Kap. XI, 5. 299). 

Endlich sei bemerkt, dass der von zwei entsprechenden Linien- 
elementen der Minimalflache S und der associierten Fliche S, gebildete 
Winkel constant, gleich a, ist. 
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Zwei associierte Minimalflachen sind auf einander abwickelbar und 
besitzen ferner folgende zwei Higenschaften: erstens haben sie in ent- 
sprechenden Punkten parallele Normalen, und zweitens bilden zwei ent- 
sprechende Linienelemente einen constanten Winkel mit einander. Wir 
wollen nun umgekehrt beweisen, dass, wenn fiir zwei auf einander ab- 
wickelbare Flachen die eine oder die andere der genannten Higen- 
schaften. zutrifft, dieselben notwendiger Weise associierte Minimalflachen 
sind *), 

Um diesen Satz unter der ersten Voraussetzung zu beweisen, gehen 
wir auf die allgemeinen Formeln fiir die spharische Abbildung (Kap. V) 
zuriick. Indem wir die beiden auf eimander abwickelbaren Flaichen 
mit S, S, bezeichnen, beriicksichtigen wir, dass zunichst der ersten 
Voraussetzung zufolge S und S, dasselbe spharische Bild haben sollen. 
Also ist wegen der Gleichung (2), S. 119: 


H(Ddu® + 2D'dudv + D” dv*) = H,(Dydwv + 2 Dydudv + Dy"dv*), 
wenn durch den Index O die auf S, beziiglichen Gréssen unterschieden 
werden. Daraus folgt entweder sofort, dass 


*) Darboux, 1. Bd., 8. 326 uf 
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ist, d. h. dass S, 8, associierte Minimalflachen sind, oder aber es er- 
iebt sich: 
B H 


D, = AD, Dy = AD, Dy" = 12D", ROGET 


Die Bedingung K = K, jedoch giebt unmittelbar (mit Ausschluss des 
Falles der auf die Ebene abwickelbaren Flachen, der sich leicht direct 


erledigen lisst) : 
Aeeierskts 


Daher sind S und S, congruent oder symmetrisch. 

Um den obigen Satz auch unter der zweiten Voraussetzung zu 
beweisen, zeigen wir vorerst, dass zwei auf einander abwickelbare 
Flaichen, die sich auch durch Orthogonalitét der Elemente 
entsprechen, conjugierte Minimalflaichen sind. Hierzu gehen 
wir auf die Formeln des § 157 zuriick. Haben S und 8S, negatives 
Kriimmungsmass, so beziehen wir sie auf ihre Haupttangentencurven 
und beriicksichtigen die Gleichungen (13), S. 295. Da S und S, das- 
selbe Linienelement haben, so folet daraus: 


0g 2 og p) ; A 
(52) ——g%e, BE Pema (6°) =(— 9g, 


also my = + 1; demnach ist S infolge der Gleichung (12), S. 295, eine 
Minimalfliche, also S, ihre Conjugierte. Der Fall, dass die Flichen 
S und S, positives Kriimmungsmass haben, ist durch die Gleichungen 
in § 157, 8S. 296, von vornherein ausgeschlossen, weil daraus 


ae is 1, e+g=0 
folgen wiirde. 
Nachdem nun der Satz fiir diese besonderen Fille bewiesen ist, 
ist er es auch fiir den allgemeinen Fall. Wird nimlich 
day” + dyy” + day” = dx’ + dy? + de’, 
da, dx + dy,dy + dzdz = cosa(da* + dy*® + dz) (« = Const.) 


angenommen und 


Do ee ee 0 


arieeriaee eat ee mert aaeaman a | =—_ = b>) = 
sin @ y sin @ sin a 


gesetat, so ergeben sich hieraus die Gleichungen: 
dax* + dy? + dz = da* + dy? + dz, 
da dx + dydy + dade =0. 
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§ 197. Minimalflichen mit ebenen Kriimmungslinien. 


Wir wollen nun einige besondere Klassen von Minimalflichen 
untersuchen, zunichst soleche mit ebenen Kriimmungslinien. Wir 
gehen davon aus, dass jede ebene Kriimmungslinie einer Fliche zum 
spharischen Bilde einen Kreis hat, und umgekehrt (nach 8. 97). Um 
also Minimalflichen mit einer Schar ebener Kriimmungslinien zu 
finden, haben wir also nur auf der Kugel eine Schar von co! Kreisen 
za wihlen und diejenigen Flichen zu bestimmen, welche diese Kreise 
und ihre Orthogonaltrajectorien zu sphirischen Bildern der Kriim- 
mungslinien haben. In der entsprechenden Laplace’schen Gleichung 
(37), § 73, S. 141, ist dann eine der Invarianten gleich Null, und es 
lasst sich die Gleichung vollstandig integrieren. Da aber in dem be- 
sonderen Falle der Minimalflachen das Curvensystem auf der Bildkugel 
nach § 61, S. 120, isotherm sein muss, so besteht auch die zweite 
Schar aus Kreisen (§ 91, 8. 177). 

Daraus folgt, dass auch die Kriimmungslinien der zweiten Schar 
notwendig eben sind. Infolge des Ergebnisses in § 44, 8. 81, er- 
halt man die doppelten orthogonalen Kreissysteme auf der Kugel, 
wenn die Kugel durch zwei Ebenenbtischel geschnitten wird, die zwei 
beziiglich der Kugel reciproke Polaren zu Axen haben. Wir beschif- 
tigen uns vorerst mit dem Grenzfall, in dem diese beiden Geraden 
conjugierte (auf einander senkrechte) Tangenten der Kugel sind. Nehmen 
wir wieder unsere Formeln (5), 8. 359, und setzen wir 


t= a+ 0B, 
also 8 lay pe 
2a 2 BOO ai all eos 
Dec raey! i ae pep AS EE ET 


so sehen wir, dass die Curven «, 6 gerade die Schnittkreise der Kugel 
mit den Ebenen der beiden Biischel: 

x + a(e—1)=—0, 

Yor? Ble 1) = 0 
sind, deren Axen die durch den Punkt (0, 0, 1) parallel zur y- und 
zur a-Axe gezogenen Kugeltangenten sind. Um zu der entsprechenden 
Minimalfliche zu gelangen, mtissen wir also F(z) in den Weierstrass’- 
schen Formeln (7) gleich einer reellen Constanten setzen. Der Wert 
dieser Constanten beeinflusst nur die Gréssenverhiltnisse der Fiche. 
Wenn wir daher etwa 

F(c) =3 

setzen, so erhalten wir fiir die entsprechende F'lache: 


Bianchi, Differentialgeometrie, 24 
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x= 38a+ 3ap? — a’, 
(17) y = p* — 3B — 30°, 
2 = 3(0 — 8’). 


Diese merkwiirdige Fliche ist von Enneper gefunden worden. 
Sie ist von der 9. Ordnung; ihre Kriimmungslinien sind ebene Curven 
vom Geschlecht Null, und ihre Haupttangentencurven: 


a + B = Const., o — 6 = Const. 


Raumeurven dritter Ordnung. 


§ 198. Emneper’sche Minimalfliche. 


Das Quadrat des Linienelements der Enneper’schen Fiche ist durch 
ds* = 9(a? + B? + 1)?(do? + dp’) 
gegeben, und es ergiebt sich sofort, dass die Curven constanter 
Kriimmung: 
a” + 6? = Const. 

geoditisch parallel sind und constante geoditische Kriimmung besitzen, 
sodass die Fliche auf eine Rotationsflaiche abwickelbar ist (S. 195). 
Ferner lisst sich nachweisen, dass alle associierten Flaichen der Enne- 
per’schen Flache der Gestalt nach mit ihr tibereinstimmen und sich aus 
ihr ergeben, wenn sie um die z-Axe gedreht wird. Diese Eigenschaften 
ergeben sich tibrigens als besondere Falle allgemeinerer Higenschaften, 
die im folgenden Paragraphen entwickelt werden. 

Darboux*) hat eine merkwiirdige Erzeugung der Enneper’schen 
Flache als Ebenenenveloppe gefunden, die wir kurz angeben wollen. 
Der Abstand der Tangentialebene der Enneper’schen Flache (17) vom 
Anfangspunkt ist durch 


ae NCy tee Peae se ee 
W= Xa+ Yy+Z2= ao Bd 


gegeben, und es lautet demnach die Gleichung dieser Ebene: 
(18) 2ex+ 2py + (a? + 6? — le + 3(6? — e%) 4 pt— a =. 
Wir betrachten nun die beiden durch die Gleichungen: 


e==4o, y = 0; g=207—1, 
«—=0, y = 46, Beedle ae 
definierten Parabeln, von denen jede die Focalparabel der anderen ist. 


Verbinden wir einen beliebigen Punkt der einen mit einem beliebigen 


*) Darboux, 1. Bd, S. 318. 


§ 199. Bestimmung aller Minimalflichen mit ebenen Kriimmungslinien. 371 


Punkte der anderen und legen wir durch den Mittelpunkt der Verbin- 
dungslinie die zu ihr senkrechte Ebene, so erhalten wir gerade die 
Ebene (18). Daraus folgt: 

Die Enneper’sche Flache ist die Enveloppe der Mittel- 
senkrechtenebenen derjenigen Sehnen, welche die Punkte 
einer Parabel mit den Punkten der Focalparabel verbinden. 


§ 199. Bestimmung aller Minimalflichen mit ebenen Kriimmungs- 
linien. 

Wir haben nun noch die Gleichungen derjenigen Minimalflichen 
mit ebenen Kriimmungslinien aufzustellen, welche zu Bildern dieser 
Curven auf der Kugel zwei Kreisbiischel haben, deren Axen zwei die 
Kugel nicht beriihrende reciproke Polaren 7, 1’ sind. ; 

Der Hinfachheit halber wihlen wir diejenige Gerade, welche gleich- 
zeitig auf r und 7’ senkrecht steht, zur z-Axe und die w- und y-Axe 
parallel + bezw. vr’. Um die Ideen zu fixieren, setzen wir noch vor- 
aus, dass 7 ausserhalb der Kugel liege, x’ also die Kugel schneide. 
Dann sind die Coordinaten derjenigen Punkte, in denen 7 bezw. r’ die 
z-Axe schneiden, 


O10, - bez. 070, a (¢ = Const. <1). 


Die Gleichungen der beiden Kreisbiischel lauten dann: 


c= A(e—a), 


1 
Ot (< ad a) 
wenn 4, w die Parameter der beiden Biischel sind. Nun fitihren wir 


mittels der Gleichungen : 
H a 
A= ——— tangu == ——— tanghv 
Pithle tk A ae 
zwei neue Parameter ein und erhalten so fiir X, Y, Z als Functionen 
von u, v die Ausdriicke: 
Y1i— a’ sinu a Vi— a’ sinh 
~~ coshv + a cos wu’ cosh v + a cos wu’ 
cos u + a cosh v 
coshv + a cos u 


(19) x 
OT ete 


Das Quadrat des Linienelements der Kugel, 
ds* = dX* + dY’+ dZ’, 
nimmt, durch die Parameter wu, v ausgedriickt, die Form: 


ett ae du? + dv? 
OU (cosh v + a cos u)* 


24* 
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an. Wenn wir nun aus den Gleichungen (3), § 191, S. 359, mittels 
Quadraturen die zugehdrige Minimalfliche berechnen, so erhalten wir 
die Gleichungen: 

(x = au + sinu cosh v, 


| 
(21) i = v + acosu cosh», 


z= YV1— a’ cosu cosh». 


Ist a gleich Null, so ergiebt sich das Catenoid; ist a verschieden 
von Null, so besteht der Schnitt der Flache mit den zur xy-Hbene 
parallelen Ebenen aus unendlich vielen congruenten Kettenlinien, deren 
Leitlinien der y-Axe parallel sind. 


§ 200. Die auf Rotationsflichen abwickelbaren Minimalfiachen. 


Wir lésen nun die Aufgabe, alle Minimalflichen zu bestimmen, 
die auf Rotationsflachen abwickelbar sind. Dazu stellen wir die fol- 
genden von Schwarz herriihrenden Uberlegungen an: Hs sei S eine 
auf eine Rotationsfliche abwickelbare Minimalfliiche. Sie gestattet eine 
stetige Verbiegung in sich, insbesondere eine unendlich kleine Verbie- 
gung, bei der sich die Biegungscurven L der Parallelkreise in sich ver- 
schieben. Das sphirische Bild von S bleibt bei der Verbiegung sich selbst 
congruent (8. 365) und erfahrt nur eine unendlich kleine Drehung um einen 
Kugeldurchmesser. Daraus schliessen wir, dass die spharischen Bilder 
der Curven L die Kreise in den zur Rotationsaxe senkrechten Ebenen sind 
und dass auch bei einer endlichen Verbiegung der Flache S in sich 
ihr sphirisches Bild um dieselbe Axe gedreht wird*). Diese Axe 
nehmen wir zur g-Axe. Hine Drehung um diese Axe ist gleichbedeu- 
tend damit, dass + durch e'*r ersetzt wird, wenn « die Amplitude der 
Drehung ist. Da sich nun 


ds? = (tt) + 1)? F(x) Fy(t))dt dt, 


bei dieser Substitution nicht andern darf, so ergiebt sich: 


*) Sollte noch irgend ein Zweifel an der Richtigkeit dieser Folgerung be- 
stehen, so betrachte man eine endliche Verbiegung von S§ in sich, und es sei « 
die Amplitude der entsprechenden Drehung auf der Kugel. Die Amplitude « 
imdert sich stetig, wenn die Verbiegung stetig erfolet, und wir kénnen daher eine 
soleche Verbiegung wihlen, dass « und 27 incommensurabel sind, Man ver- 
fahre dann wie im Texte. Dann ergiebt sich die Gleichung (b), S. 373, in der a eine 
bestimmte, zu 2a in keinem rationalen Verhiiltnis stehende Grésse hat. Wiire 


f : TOMO os 5 : ; 
die Function rt yp a nicht constant, so wiirde sie demnach in der Umgebung jedes 


Punktes der Ebene unendlich oft denselben Wert annehmen, was keinen Sinn hat. 


§ 201. Die Minimal -Schraubenflachen. DO 


| F(x) | = | F(re* 

reve ) yI; 

(a) Wg?) oe ia), 

wo f eine reelle Constante bedeutet. Durch logarithmische Differen- 
tiation folgt: 


ee) F' (2) 
b ta é J . 
() i F(re’*) ‘ F(t) 
Da also die Function t re langs jedes Kreises in der complexen t-Ebene, 


dessen Mittelpunkt in t=O liegt, constant ist, so ist sie mit Not- 
wendigkeit iiberhaupt eine Constante. 

Es ist also: 

F'( k 

T=) FO) = Ce, 
wo C und k zwei Constanten sind, von denen die zweite wegen der 
Gleichung (a) reell ist. Daraus schliessen wir: 

Die auf Rotationsflaichen abwickelbaren Minimalflachen 
ergeben sich aus den Weierstrass’schen Formeln (7), wenn 
darin ; 

. Bie) = Cat 
gesetzt wird, wok eine beliebige reelle und C eine beliebige 
complexe Constante ist. 


§ 201. Die Minimal-Schraubenflichen. 


Daraus, dass nach §. 360 fiir die soeben gefundenen Flachen 


‘ 
C==VaG tu dt 


ist, ergiebt sich, dass mit Ausnahme des Falles k = — 2 
ba 
6=utiv=V20 = ’ 
ent 


also das Quadrat des Linienelements 
(b) ds? = f(w? + 0°) (du? + dv? 


ist. Erwagen wir nun, dass 


a . Qa 
u cos-- — v sin - = Const., 
2 2 
. @ a 
usin + v cos) = Const 
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die Kriimmungslinien der associierten Flachen sind, wiahrend sich bei 
den Substitutionen: 


; ce eee 
uw == UW COS 91 —— U Sin 9? 


j ee a 
== sin -+ 008 : 


das Quadrat des Linienelements (b) nicht andert, so sehen wir, dass 
die betreffenden Flichen der Gestalt nach mit ihren associierten Flachen 
identisch sind. Wie leicht ersichtlich, ergeben sich diese, wenn die 
urspriingliche Fliche um die Axe gedreht wird. 

In dem Ausnahmefall 4 = — 2 ergiebt sich nach (7), 8. 360: 


o=—Kie(-+r)|, y=xlic(—-)|, 2-=—K[2Clogel, 


und da, wenn t durch re’* ersetzt wird, z um eine Constante wachst 
und #, y in 


xcosa—ysine, «sina + y cose 


tibergehen, so erhellt, dass diese Flichen Schraubenflichen sind, deren 
Axe die z-Richtung ist. Aus unseren Betrachtungen folgt auch, dass 
dieses die einzigen Minimal-Schraubenflachen sind, da eine solche Flache 
auf eine Rotationsflache abwickelbar ist und der Gestalt nach mit 
ihren associierten Flachen nicht tibereinstimmt*). Also: Die Mini- 
mal-Schraubenflachen ergeben sich, wenn in den Weierstrass’- 
schen Formeln 


gesetzt wird. 


Um die Gleichungen ftir die Minimal-Schraubenflichen in expli- 
citer Form anzugeben, setzen wir: ; 


Cis Ser, Cis EF YT. 


indem wir mit os e~’ die absoluten Betrage und mit B, die Ampli- 


tuden von C und t bezeichnen, und erhalten so: 


“== m(cos B cosh v cos w + sin B sinh v sin «), 
(22) y= m(cos B cosh v sin @ — sin B sinh v cos @), 


z= m(v cosB + @ sin£). 


Die 6 =O entsprechende Flache ist das Catenoid, und seine 


*) Andernfalls wiirden bei einer Verbiegung der Fliche die Kriimmungslinien 
ungedindert bleiben. 
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Conjugierte, welche B = entspricht, die Minimal-Schrauben- 
regelflache (vgl. § 105, S. 201): 


4 
2 =m aretg £ . 


Endlich fiigen wir noch hinzu, dass die einzige Linienflache, 
die zugleich Minimalfliche ist, diese Schraubenfliche ist 
(Satz von Catalan). Bei einer Linienflache namlich sind die ortho- 
gonalen Trajectorien der Erzeugenden Haupttangentencurven, und es 
fallen demnach ihre Hauptnormalen mit den Erzeugenden selbst zusam- 
men. Diese Higenschaft ist nun, wie wir in § 19, 8. 32, gesehen 
haben, eben fiir die von den Hauptnormalen der gewohnlichen Schrau- 
benlinie gebildete Fliche charakteristisch. 


§ 202. Andere Gestalt der Formeln von Weierstrass. 


Die Weierstrass’schen Formeln (7) (5S. 360) kénnen in eine andere 
bemerkenswerte Form gebracht werden. Setzen wir: 


u = fil == 0 )E(r)dz, U= ifa + 2°)F(r)dt, w = [2rF(x)dr 
und fiihren wir statt der complexen Verinderlichen + mittels der Glei- 
chung: t = g(t) eine neue Veranderliche ¢ ein, so sind uw, v, w Func- 
tionen von ¢, die durch die Relation: 


dw\? dv\? dw \? 
(28) (ai) + Ge) + (ae) = 
verbunden sind, und die Weierstrass’schen Formeln gehen iiber in: 
(24) z= RW), y= RO), # = Rw). 


Umgekehrt: Sind u, v, w solche Functionen der complexen 
Verinderlichen ¢, die durch die Relation (23) verbunden sind, 
so ergiebt sich aus den Gleichungen (24) eine Minimalflache*). 

Durch eine passend gewihlte Transformation der Veranderlichen ¢ 
kommen wir namlich wieder zu den Weierstrass’schen Formeln zuriick. 

Dieses geht iibrigens sofort aus den folgenden Uberlegungen her- 


*) Diese Gleichungen kénnen wie folgt geschrieben werden: 

w+ uM vo+v 1 SOI aes 
Piao Cape arn 
und die Minimalflache kann daher als eine Translationsflache angesehen werden, 
welche die imaginire Curve: 

= hu), y=ir®, z=} 

und deren Conjugierte zu erzeugenden Curven hat. Dieses ist die Higenschaft, 
die den auf S. 358 angefiihrten Arbeiten von Lie als Grundlage dient, 


x 
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vor, die umgekehrt zu einer directen Ableitung der obigen Gleichungen 
dienen k6énnen: 

Zerlegen wir ¢, w, v, w in ihre reellen und imaginaren Bestand- 
teile, indem wir 


t=—a+ipB, u=at+in, v=yty, w=2+4 
setzen, und berticksichtigen wir die Gleichungen: 


Ou». 04%, 0x Ou, 


Orie pal Baa: COLaC Ee 


aus denen sich infolge der Gleichungen (23) die Beziehungen: 


2 Ga) 2g see 
ergeben, so folgt: 
dst = do? + dy + det ide’ + ap), 1= 5) (2) 


Die Beltrami’sche Gleichung (A), § 60, 8. 116, zeigt dann, dass die 
Flache (24) eine Minimalfliche ist. 

Wir bemerken, dass sich die fiir die Minimalflachen charakte- 
ristische Higenschaft, die durch die eben genannte Gleichung aus- 
gedriickt wird, folgendermassen aussprechen lasst: Bei jeder Mini- 
malflache gehéren ihre Schnitte mit einer Schar paralleler 
Ebenen einem Isothermensystem an; der Abstand einer ver- 
inderlichen Ebene der Schar von einer festen Ebene ist der 
Parameter der Isometrie. 

In jeder der complexen Ebenen wu, v, w haben wir eine conforme 
Abbildung der Minimalfliche (24), und da nun 


ds? = t(dudu, + dvdrw + dwdw) 


ist, WENN Uy, %, Wy die zu wu, v, w conjugierten Functionen sind, so ist 
klar, dass das Quadrat des Linienelements der Fliche gleich der halben 
Summe der Quadrate der entsprechenden Linienelemente in den Ebenen 
u,v, w ist. Riemann hat daraus eine interessante Folgerung gezogen, 
indem er in Betracht zog, dass sich bei einer conformen Abbildung 
die Flachenelemente wie die Quadrate der Linienelemente verhalten. 
Daraus ergiebt sich nimlich der Satz: 

Der Flacheninhalt eines Minimalflichensttiicks (24) ist 
gleich der halben Summe der entsprechenden Flachenriume 
in den complexen Ebenen w, v, w. 


2 
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§ 203. Formeln von Schwarz. 


Aus den Gleichungen des vorstehenden Paragraphen hat Schwarz 
in der nachstehend angegebenen Weise andere wichtige Gleichungen 
abgeleitet. Wird wie vorhin 

U= EI, V=Ytiy, w= 2+ 14, 
gesetzt, so ist: 
dxdxz, + dydy, + dzdz, = 0, 
ferner: 
Xdx, + Ydy, + Zdz, = 0, 


demnach : 
da, :dy,: dz, = (Zdy — Ydz): (Xdz— Zdzx): (Ydx — Xdy). 
Da ferner | 
dx + dy? + dz? = da? + dy? + dz 
ist, so folgt daraus: 
dz, = + (Zdy — Ydz), dy, = + (Xdz — Zdz), 
dz, = + (Ydx — Xdy). 

Die Zweideutigkeit des Vorzeichens fallt fort, wenn wir auf die 
Ausdriicke fiir w, v, w als Functionen von t und auf die Gleichungen 
(5) in § 191 zuriickgehen; es ist nimlich: 
du=(1—2*)F(t)dt, dv =t1A+07)F(r)dt, dw = 2rF(r)dz, 


; 1 1 il 
dz=- (duy+ du), dy=-~ (dy+ dv), dz =~ (dw,+dw), 
da,= ~ (du — du), dy, = + (dv —dv), de, = + (dwy—dw). 


Wenn nun z. B. der Ausdruck Yda — Ady gebildet wird, so ergiebt 
sich, dass er mit dem fiir dz, iibereinstimmt. Wir haben also die Glei- 
chungen: 

dx, = Zdy— Ydz, dy,—Xdz—Zdz, dz,= Ydx — Xdy*), 
infolge deren wir die Werte von u, v, w so schreiben kénnen: 


u==a-+i [(Zdy — Yaa), 
(25) v=y+i f(Xdz — Zdz), 
w=2+i [(Ydu — Xdy). 


Dieses sind die Schwarz’schen Formeln, die sich in der elegantesten 
Weise auf die Lésung folgender Aufgabe anwenden lassen: Die Minimal- 


*) Stellen wir die Bedingung dafiir auf, dass Yda— Xdy ein vollstandiges 
Differential ist, so ergiebt sich wieder die partielle Differentialgleichung (1) der 
Minimalflichen (§ 189). 
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flache zu construieren, die durch eine gegebene Curve C geht 
und lings der Curve gegebene Normalen hat. 

Beachten wir, dass die unendlich kleinen Teile der Tangential- 
ebenen lings der gegebenen Curve C einen Streifen der Flache bilden, 
so kénnen wir der gestellten Aufgabe auch die folgende Fassung geben: 
Eine Minimalflaiche zu construieren, von der ein Streifen 
bekannt ist. Es ist dieses nur ein specieller Fall der Cauchy’schen 
Aufgabe tiber die partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung; 
in dem vorliegenden Falle lisst sie sich unter den naher anzugebenden 
Bedingungen mittels Quadraturen lésen. 


§ 204. Lésung der Aufgabe, durch einen gegebenen Streifen eine 
Minimalflache hindurchzulegen. 


Wir nehmen an, dass der gegebene Streifen ein analytischer 
sel, d. h. dass lings des Streifens 


X,Y, 8; x a Z 


analytische Functionen der reellen Variabeln ¢, d.h. auch fiir 
complexe Werte von ¢ giiltige Functionen seien. Wir fiihren nun die 
Integration in den Gleichungen (25) aus und setzen die Functionen 
u, v, w in der complexen Ebene analytisch fort. Sie sind immerfort 


durch die Relation: 
(ie) + (ai) + Gi) =9 


verbunden, die lings der reellen Axe besteht. Die Gleichungen (24) 
definieren uns dann eine Minimalfliche, die, wie sofort hervorgeht, 
durch die gegebene Curve geht und lings der Curve die vorgeschrie- 
benen Tangentialebenen hat*). 

Nun ist hervorzuheben, dass die durch. einen Streifen definierte 
Minimalfliche eindeutig bestimmt ist. Fiihren wir nimlich wieder 


die complexe Veranderliche (§ 191, S. 359) 


a Dy ee ee 
Co COUr ae ie 


ein, so beschreibt, wihrend der bewegliche Punkt die gegebene Curve 
C durchlauft, sem Bildpunkt + auf der complexen Kugelfliche eine 
Curve C", die durch die vorgeschriebenen Richtungen der Normalen 


*) Es reducieren sich niimlich fiir reelles ¢ die reellen Teile von w, v, w auf 
die Coordinaten der Punkte von C, und die Coefficienten der imaginiren Bestand- 
teile auf 


J @dy — Yaa), Jf (Xdz — Zax), f (Yada Xay). 
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vollkommen bestimmt ist. Lings dieser Curve C’ ergeben sich u,v, w 
aus den Gleichungen (25) bis auf additive Constanten, und es kénnen 
daher diese Functionen auf der complexen Kugelflache nur auf eine 
einzige Weise fortgesetzt werden. Also: Hine Minimalflaiche ist 
durch einen Streifen eindeutig bestimmt. 

Zwei Specialfalle dieses Satzes verdienen besondere Beachtung, 
namlich: 

1) Jede auf einer Minimalfliche gelegene Gerade ist eine 
Symmetrieaxe der Fliche. 

Wird die Fliiche nimlich um diese Gerade um 180° gedreht, so 
hat sie bei der neuen Lage lings dieser Geraden dieselben Normalen, 
fallt demnach mit der urspriinglichen Flache zusammen. 

Dieser interessante Satz ergiebt sich direct aus den Gleichungen 
(25), wenn die betreffende Gerade zur z-Axe genommen und also 

z= 0, y = 0, z=t 
X=cose, Y=snoe, Z=—0 


gesetzt wird, wobei 6 eine (analytische) Function von ¢ sein soll. 
Dann erhalten wir aus den Gleichungen (25): 


u==—z]}sinodt, v=i}coseodt, w=t. 


Da nun die Functionen wu, v fiir reelles ¢ rein imaginiir sind, so sind 
fiir conjugierte Werte von ¢ ihre imaginiren Teile einander gleich, 
ihre reellen Teile ebenfalls gleich, aber mit entgegengesetztem Vor- 
zeichen behaftet; daraus folgt, dass jedem Flaichenpunkt (#, y, 2) ein 
anderer, zur z-Axe symmetrisch gelegener Flichenpunkt (— x, —y, 2) 
entspricht. 

Die zweite wichtige Folgerung aus dem allgemeinen Satze, die 
wir anfiihren wollten, ist die nachstehende: 

2) Schneidet eine Ebene eine Minimalflache orthogonal, 
so ist sie eine Symmetrieebene der Flache. 


§ 205. Besondere Fille. 


Wir wollen nun die allgemeinen Schwarz’schen Formeln auf einige 
specielle Falle anwenden. 

a) Wir nehmen an, es wiire von einer Minimalflache eine geodatische 
Linie C gegeben. Unter Beibehaltung der iiblichen Bezeichnungen des 
Kap. I fiir diese Curve setzen wir: 

t='s,.X=—=cos§, Y=cosy, Z=cos€. 


Dann geben uns die Schwarz’schen Formeln (25): 
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(26) u=x+if cosids, v=y+tif coswds, w=etif cosy ds. 


Betrachten wir die entsprechende Curve C’ der conjugierten Minimal- 
fliche, so haben wir: 


n= | cosids, y= | cosuds, a= | cosvds. 


Gemiiss den Ergebnissen des § 20, 8. 33, beweisen diese Glei- 
chungen, dass in jedem Punkte der Curve OC’ die erste und die zweite 
Kriimmung derselben beziiglich gleich der zweiten und der ersten 
Kriimmung der Curve C ist, d. h.: 


Wahlt man auf zwei conjugierten Minimalflachen zwei 
einander entsprechende geodatische Linien, so ist die erste 
Kriimmung der einen in jedem Punkte gleich der zweiten 
Kriimmung der anderen im entsprechenden Punkte*). 

Allgemeiner, bemerkt man, dass 


x= fcosads, y= |cospds, z=] cosyds 


ist, so ergiebt sich, dass bei jeder Verbiegung der Minimalflache, bei 
der die Flache eine Minimalfliche bleibt, die beiden Kriimmungen 
homogene lineare Functionen der urspriinglichen Kriimmungen bleiben 
(§ 20, 8. 38). 

Ist die Curve C eben und wird ihre Ebene zur wy-Ebene genom- 
men, so miissen wir 


z2=0, cosd4=O0, cosw=—O0, cosv=—1 
setzen. Dann lauten die Gleichungen (26) einfach: 
U=2, V=Y, w=. 

Fiir conjugierte Werte von s behalten die reellen Teile von w und v 
ein und denselben Wert, und es liegt demnach die Fliche zur xvy-Ebene 
symmetrisch, wie auch am Schlusse des vorigen Paragraphen bemerkt 
worden ist. 

b) Sollte die Curve C statt geoditische Linie Haupttangentencurve 
sein, so hatten wir: 

X= cost, Y=] cosp, Z = cosy, 


und es wiirden somit die Schwarz’schen Formeln lauten: 


u=a—if costds, v=y—if cosnds, w= 2— i [cos Eds. 


*) Es lisst sich leicht nachweisen, dass die Minimalflichen die einzigen 
Flachen sind, die eine Verbiegung gestatten, bei der sich die beiden Kriimmungen 
eimer jeden geoditischen Linie vertauschen. 
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§ 206. Kriterium dafiir, dass eine Fliche in eine Minimalfliche 
verbiegbar ist. 


Wir schliessen das vorliegende erste Kapitel tiber die Minimal- 
flichen mit der Lésung der Aufgabe: Zu entscheiden, ob eine ge- 
gebene Flache in eine Minimalfliche verbogen werden kann. 

Die Entscheidung ergiebt sich sehr einfach daraus, dass das Linien- 
element einer auf ihre Kriimmungslinien bezogenen Minimalfliche durch 

8? = A(dw* + dv’) 
gegeben ist, wihrend das Kriimmungsmass nach 8. 359 
1 

SE Seen 32 

ist und nach §. 68 die Differentialform: 
V—K ds? = dw? + dv? 

die Kriimmung Null besitzt. Umgekehrt nehmen wir nun an, dass fiir 
eine Fliche (mit entgegengesetzten Hauptkriimmungsradien), deren 
Linienelement 


ds = VEdw + 2Fdudv + Gdv’ 
ist, die Differentialform 
V— K (Edw + 2F dudv + Gav’) 


die Kriimmung Null besitze, sodass fiir passend gewahlte Veriinderliche 
a, B (die sich nach 8. 171 mittels Quadraturen finden lassen) 


V— K (Ed i 2Fdudv + Gdv®) = de? + dp 


ist. Setzen wir K = —-,, so ergiebt sich: 


a 
(27) Edw + 2F dudv + Gdv? = i(de? + dp’), 
demnach (§ 35, 8. 68): 

1 1 @? log 4 , @loga 

K=—5-—a (Ge Beary )> 
dehy: 
ee 07 log’ 2 
AP 0B? ae ee 


Das Linienelement 


Vi de + ap" 
gehért folglich zur Kugel und also das Linienelement (27) zu einer 
Minimalfliche, die sich mittels Quadraturen ergiebt, sobald die Coor- 
dinaten X, Y, Z eines Punktes der Kugel als Functionen von «, £ 
bekannt sind. Also: Die notwendige und hinreichende Bedin- 
gung dafiir, dass eine Flache auf eine Minimalflache abwickel- 
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bar ist, lautet: es muss die Differentialform, die das Quadrat 
des Linienelements der Flaiche angiebt, mit der Quadrat- 
wurzel aus dem negativen Wert des Kriimmungsmasses der 
Flache multipliciert, eine Form von der Krtimmung Null 
ergeben. 

Dieselbe Bedingung kénnen wir in andrer Form durch die Gleichung: 

A, log (— K) = 4K 

nach (15), 8. 67, ausdriicken. In dieser Fassung wurde sie von Ricci 
angegeben, der das soeben abgeleitete Hrgebnis zuerst fand. 

Beispielsweise sehen wir zu, ob es Linienflachen giebt, die auf 
Minimalflichen abwickelbar sind. Bringen wir das Quadrat des Linien- 
elements der Linienfliiche in die Form (§ 116, 8. 222): 

ds? = du? + [(w— a)? + | do», 

so ergiebt sich wie auf 8. 223: 


K= 


B? 
[w= a)? + BP? 
und die obige Bedingung ist nur fiir constantes @ und # erfiillt, woraus 
hervorgeht, dass die einzigen Linienflachen der gesuchten Art diejenigen 
sind, welche auf die Minimal-Schraubenregelfliche abwickelbar sind, 
d. h. die Ortsflichen der Binormalen der Curven mit constanter Torsion 


(nach 8. 228). 


Kapitel XV. 
Das Plateawsche Problem und die Schwarz’sche Minimalfliche. 


Wortlaut des Plateau’schen Problems. — Grundlegende Betrachtungen tiber die 
beiden conformen Abbildungen der Minimalfliiche auf die Gaussische Kugel und 
auf die Ebene der complexen Verinderlichen co. — Fall einer aus geradlinigen 
Strecken bestehenden Begrenzung oder allgemeiner einer Schwarz’schen Begren- 
mung. — Fall des von zwei Paar Gegenkanten eines reguliren Tetraeders gebil- 
deten Vierecks (Schwarz’sche Fliche). — Oktaedernetz auf der Kugel. — Ana- 
lytische Darstellung der Gruppe der 24 Drehungen des Oktaedernetzes. — Bestim- 


mung von I(r) fiir die Schwarz’sche Fliche: F(t) = : - — Proben 


Vi— 1424+ 28 
beziiglich der Grenzcurve. — Untersuchung derjenigen Gruppe von Bewegungen 
des Raumes, welche die Schwarz’sche Fliche ungeiindert lisst. — Eigenschaften 
der analytischen Fortsetzung. — Die conjugierte Minimalfliche und die ent- 
sprechende Gruppe von Bewegungen. — Siitze von Schwarz tiber die zweite 
Variation des Flicheninhalts eines Minimalflichenstiicks. 


§ 207. Das Plateau’sche Problem. 


Die fundamentale Aufgabe, auf die sich die Theorie der Minimal- 
flichen aufbaut, sprechen wir in der folgenden pracisen Fassung aus: 

Gegeben ist eine geschlossene Begrenzung; es soll ein 
zusammenhingendes Minimalflachensttick construiert wer- 
den, das von dieser Begrenzung umschlossen ist und im I[n- 
nern keine singuliren Punkte besitat. 

Beriihmt sind die Hxperimente von Plateau, durch die dieser 
Physiker die Aufgabe praktisch in der Weise ldste, dass er die physisch 
dargestellte Begrenzung in die nach ihm benannte Fltissigkeit tauchte. 
Die Fliissigkeitslamelle, die zwischen der Begrenzung ausgespannt 
bleibt, weicht in der That gestaltlich sehr wenig von einer Minimal- 
fliche ab. 

Die Analysis ist weit davon entfernt, das Plateau’sche Problem 
allgemein lésen zu kénnen; jedoch ist in dem Falle, dass die Begren- 
zung aus geradlinigen Strecken besteht, sowie in einem andern Falle, 
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den wir bald angeben werden, eine Reihe wichtiger Siitze bekannt, die 
wir Riemann, Weierstrass und Schwarz verdanken. 

Wir beschranken uns hier auf die Entwickelung nur einer Methode, 
die sich bei diesen Untersuchungen von selbst bietet und auf der 
Theorie der conformen Abbildungen beruht. Diese Methode reicht in 
den einfachsten Fallen aus, insbesondere fiir die Schwarz’sche Minimal- 
fliche, die von einem von vier paarweise einander gegentiberliegenden 
Kanten eines Tetraeders gebildeten windschiefen Viereck begrenzt wird. 
Der Behandlung dieses in vielen Beziehungen so interessanten beson- 
deren Falles ist das vorliegende Kapitel hauptsichlich gewidmet. 

Die Methode der conformen Abbildungen reicht, wie vorhin be- 
merkt, nur in einigen der einfachsten Falle aus. Der Leser findet in 
dem Buche von Darboux (1. Bd, 8. 453 u. f.) eine zweite allgemeinere 
und weit erfolgreichere Methode entwickelt, auf die wir hier nur kurz 
hinweisen kénnen. 


§ 208. Conforme Abbildung der Minimalfliche auf die Gaussische 
Kugel und auf die Ebene. 


Wir betrachten ein von einer geschlossenen Umrandung C  be- 
grenztes Minimalflachenstiick A und sein sphiarisches Bild B, das in- 
folee der fundamentalen Higenschaft der Minimalflachen nach 8. 252 ein 
conformes Abbild des Flaichenstiicks A ist. Wir nehmen ferner an, 
dass dieses Flachenstiick B auf der Kugel einblittrig sei. Indem wir 
weiter fiir die Minimalflache S wieder die Bezeichnungen des vorigen 
Kapitels wahlen, ftihren wir wieder die complexe Verinderliche 


6=|] V2F(«) dr 


ein, deren reeller Teil w und deren mit dem Factor ¢ multiplicierter Teil 
v, gleich Constanten gesetzt, die Kriimmungslien von S geben (S. 359). 

Ist, wie wir voraussetzen wollen, die Function 6 innerhalb des 
Flachenstiicks A endlich, stetig und eindeutig, so erhalten wir durch 
Ausbreiten der Werte von 6 in einer complexen Ebene von dem Stiick 
A ein neues conformes Abbild B’. Es sind somit das Flachenstiick B 
auf der Kugel und das Flichenstiick B’ in der Ebene conform auf 
einander abgebildet. Wenn das Gesetz bekannt ist, nach dem die 
Punkte beider Stiicke einander zugeordnet sind, so ist auch die Fliche 
S vollstindig bekannt, da wir dann, weil 6 als Function von 1 gegeben 
ist, die Weierstrass’sche Function 


1 (do\? 
Fo =>) 
kennen, welche die Fliche charakterisiert (8. 360). 
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Sobald also die gegebene Begrenzung C so beschaffen ist, dass 
sich sowohl das Flachenstiick B auf der Kugel als auch das ebene 
Flachenstiick B’ bestimmen lasst, so lisst sich das Plateau’sche Problem 
fiir diese Begrenzung auf die bekannte Aufgabe der Analysis zuriick- 
fiihren: ein gegebenes Flachenstiick conform auf ein anderes abzubilden. 

Der eben erwihnte Umstand tritt nun, wenigstens mit einer ge- 
wissen Unbestimmtheit, dann ein, wenn die Begrenzung C aus gerad- 
linigen Strecken besteht. Was nimlich das sphiarische Bild B an- 
betrifft, so entspricht jeder geradlinigen Strecke » der Begrenzung C 
auf der Begrenzung von B ein Bogen eines gréssten Kreises in einer 
auf r senkrechten Hbene; das Flichenstiick B ist also ein sphirisches 
Polygon, dessen Begrenzung von der Lage nach vdéllig bestimmten 
Bogen groésster Kreise gebildet wird. Betrachten wir zweitens das 
ebene Flachenstiick B’, so ist, da jeder geradlinige Bestandteil der 
Begrenzung C eine Haupttangentencurve der Flache ist, das entsprechende 
Stiick der Begrenzung von B’ ebenfalls geradlinig und der einen oder 
der anderen Halbierungslinie der Axenwinkel in der Ebene B, namlich: 

u—v=0O oder ut+tv=—Qd0, 
parallel. Das Plateau’sche Problem geht also in dem vorliegenden 
Falle in die foleende Aufgabe iiber: Das sphirische Polygon B auf 
das ebene Geradenpolygon B’ conform abzubilden. 


§ 209. Fall einer aus geradlinigen Strecken und aus Ebenen 
bestehenden Begrenzung. 


Dieselben Uberlegungen gelten auch noch in einem allgemeineren 
Falle, der von Schwarz in seinen ,, Fortgesetzten Untersuchungen 
tiber Minimalflachen“*) folgendermassen formuliert worden ist: 

Gegeben sei eine zusammenhingende, geschlossene Kette 
von geradlinigen Strecken und Hbenen; es soll ein einfach 
zusammenhangendes, von den geradlinigen Strecken und den 
Ebenen der Kette begrenztes Minimalflachensttick bestimmt 
werden derart, dass die Fliche die Ebenen rechtwinklig 
schneidet. 

Die geradlinigen Teile der Begrenzung C sind Haupttangenten- 
eurven, und die krummlinigen Teile sind Kriimmungslinien in zur 
Flache senkrechten Ebenen. Die sphirischen Bilder der letzteren 
Teile sind also ebenfalls Bogen grésster Kreise und zwar in Kbenen, 
die den Ebenen der Kette parallel sind. In der o-Hbene ist also das 


*) Monatsberichte der Berliner Akademie, 1872. (Werke, 1. Bd., S. 126 u. f.) 


Bianchi, Differentialgeometrie, 25 
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Bild eines solchen Bogens ein der einen oder der anderen Coordinaten- 
axe paralleles Geradenstiick. Auch in diesem allgemeinen Falle hingt 
demnach die Liésung des Plateau’schen Problems von den Gleichungen 
ab, welche die conforme Abbildung eines spharischen Polygons auf ein 
ebenes Geradenpolygon geben. 

Betrachten wir. z. B. den einfachsten Fall, in dem die Kette von 
zwei geradlinigen Strecken AB und AC gebildet wird, die in B und 
C von einer Ebene begrenzt seien, die von der Flache senkrecht ge- 
schnitten werden soll. Der Minimalflichensector ABC, wie ihn das 
Experiment liefert, hat zum Bilde auf der Kugel ein vollkommen be- 
stimmtes sphirisches Dreieck. Sein ebenes Bild B’ ist ein rechtwink- 
lig-gleichschenkliges Dreieck, dessen Hypotenuse einer der Coordi- 
natenaxen parallel ist. 

Die entsprechende Abbildungsaufgabe wird bekanntlich mittels 
hypergeometrischer Reihen gelést. 

Wir nehmen nun an, es ware uns gelungen, fiir eine gegebene 
Schwarz’sche Begrenzung das Plateau’sche Problem zu lésen. Das ge- 
suchte Minimalflichenstiick 2 ergiebt sich aus den Weierstrass’schen 
Formeln, indem man die complexe Veriinderliche rt innerhalb des spha- 
rischen Polygons B wandern lasst. Wir wollen jedoch unter Benutzung 
der am Schlusse des § 204 bewiesenen Symmetriesditze untersuchen, 
was eintritt, wenn bei der analytischen Fortsetzung der Function F(r) 
die analytische Fortsetzung dieses Flachenstiicks betrachtet wird. Uber- 
schreitet + eine Seite 7 des Polygons B, der ein geradliniges Stiick 
der Schwarz’schen Begrenzung entspricht, so kommen wir auf der Flache 
aus dem Gebiet 2 in das beztiglich der Strecke y zu ihm symmetrische 
Gebiet und bleiben in diesem, solange + innerhalb des beziiglich der 
Seite 1 za B symmetrischen spharischen Polygons bleibt. Entspricht 
der Seite ? von B ein krummliniges Stiick der Schwarz’schen Begren- 
zung in einer zu 2 senkrechten Ebene der Kette, so ist der Schluss 
ein ganz dhnlicher; wir gelangen dann aus 2 in ein neues zu dieser 
Kbene symmetrisches Gebiet 2’. Somit finden wir bei der analyti- 
schen Fortsetzung der Minimalfliche fiir jede Seite ein neues zu dem 
Flachenstiick 2 symmetrisches und an dasselbe angrenzendes Gebiet. 

Auf jedes dieser Gebiete lisst sich dieselbe Schlussweise anwenden. 
Somit besteht die analytische Fortsetzung unserer Flache aus unend- 
lich vielen, abwechselnd symmetrischen und congruenten Teilen. Im 
allgemeinen enthiilt ein endliches Gebiet des Raumes unendlich viele 
solcher Teile. Um uns davon zu tiberzeugen, brauchen wir nur den 
Fall zu betrachten, dass sich zwei geradlinige Stiicke der Begrenzung 
unter eiem zu z in keinem rationalen Verhiiltnis stehenden Winkel 


§ 210. Fall d. v. 2 Paar Gegenseiten eines reguliren Tetraed. gebild. Vierecks. 387 


schneiden. Die hier beriihrte Frage hingt mit derjenigen der Be- 
wegungsgruppen zusammen und kann ohne die wirkliche Kenntnis 
des von der gegebenen Schwarz’schen Begrenzung eingeschlossenen 
Minimalflichenstiicks behandelt werden. Wir brauchen nimlich nur 
mazusehen, ob die Spiegelungen gegen die geradlinigen Seiten und 
gegen die Ebenen der Begrenzung eine stetige oder eine unstetige 
Gruppe erzeugen*). 

Der einfachste Fall, in dem die entsprechende Minimalfliche gleich- 
miassig den Raum durchsetzt, ist nun eben derjenige, zu dessen Behand- 
lung wir nunmehr tibergehen wollen und in dem die Schwarz’sche 
Begrenzung ein von zwei Paar Gegenkanten eines regelmissigen 
Tetraeders gebildetes windschiefes Viereck ist. 


§ 210. Fall des von zwei Paar Gegenseiten eines reguliren 
Tetraeders gebildeten Vierecks. 


Von den sechs Kanten eines regelmissigen Tetraeders denken wir 
uns die beiden Gegenkanten AD und BC fortgenommen und betrach- 
ten das Minimalflachenstiick 2, das von dem windschiefen Viereck 
ABDC begrenzt wird. 

Wie sich bei dem entsprechenden Plateau’schen Experiment her- 
ausstellt, ist diese Flache symmetrisch zu denjenigen Kbenen, welche 
durch die weggedachten Kanten AD und BC senkrecht zu den Gegen- 
kanten BC bezw. AD gelegt werden. Sie liegt ganz im Innern des 
Grundtetraeders ABCD. Die Tangentialebenen in den vier Ecken 
sind gerade die Seitenflachen des Tetraeders, und ihre positiven Seiten 
sind fiir zwei Gegenecken die inneren, fiir die beiden anderen die 
ausseren. 

_ Daraus folgt, dass das spharische Bild von 2 ein sphirisches 
Viereck A’ B’D’C’ ist, dessen Winkel 120° betragen. Um ein solches 
Viereck auf der Kugel zu erhalten, brauchen wir in dieselbe nur einen 
Wiirfel einzubeschreiben. Dann sind die vier Hcken einer Wiirfelfliche 
die Ecken des gesuchten Vierecks. Nun sehen wir, dass die Halbie- 
rungsebene des Dieders BC die Flaiche 2 senkrecht schneidet und 
daher in zwei symmetrische Sectoren ABC und DBC teilt. Diese 
haben die beiden sphirischen Dreiecke A’ B’O’ und D’ B’C’, in welche 
die Diagonale B’C’ das vorhin betrachtete Viereck teilt, zu sphirischen 
Bildern. 

Wir kénnen demnach an Stelle unserer Aufgabe die folgende ein- 


ys. die Entwickelungen des Textes, §221—222, iiber die Schwarz’sche Fliche. 
25* 
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fachere setzen: den kleinsten Sector ABC zu bestimmen, der von zwei 
geradlinigen Strecken 4B, AC und der Curve BC in einer zur Flache 
senkrechten Ebene begrenzt wird. Das sphiirische Bild dieses Sectors 
ist das sphiirische Dreieck A’B’O’, in welchem Winkel A’ 120°, 
B’ 60° und C’ ebenfalls 60° betragt. Nun ist das ebene Bild des- 
selben Sectors in der complexen o-Hbene (S. 385) ein rechtwinklig- 
gleichschenkliges Dreieck abc, dessen Hypotenuse be einer der Coordi- 
natenaxen in der 6-Ebene parallel ist. 


Fig. 7. Fig. 8. 


Um die zu unserer Flache gehérige Weierstrass’sche Function 
F(x) zu finden, miissen wir also 6 als Function von t so ausdriicken, 
dass das sphirische Dreieck A’ B’C’ conform auf das ebene Dreieck 
abe abgebildet wird. Nun fallen wir von A’ die Héhe A’H’, sodass 
wir auf diese Weise das Dreieck A’ B’C’ in zwei symmetrische Drei- 
ecke, A’ B’ H’ und A’C’ H’ zerlegen, und teilen wieder jedes dieser 
beiden Dreiecke durch die von H’ gefillten Héhen H’?” und H’ G’ 
in zwei kleinere symmetrische Dreiecke. 

Nehmen wir mit dem ebenen Dreieck abe eine ganz analoge Zer- 
legung vor, so ist klar, dass wir nur das sphirische Dreieck B’ H’ b” 
mit den Winkeln von 60°, 45° und 90° conform so auf das ebene 
Dreieck bhf mit den Winkeln von beziiglich 45°, 45° und 90° abzu- 
bilden brauchen, dass die Hcken einander in der angegebenen Reihen- 
folge entsprechen. Die Function 6(r), die diese Abbildung leistet, 
bildet auch, auf das ganze Dreieck A’ B’C’ ausgedehnt, dieses Dreieck 
auf abe ab. 

Um diese Abbildung zu bewerkstelligen, bilden wir die beiden 
Dreiecke B’” H’ und bfh conform auf die Halbebene einer complexen 
Hilfsverinderlichen z so ab, dass der Begrenzung jedes Dreiecks die 
reelle Axe entspricht. Dabei kénnen wir noch diejenigen drei Punkte 
der reellen Axe in der z-Ebene, welche den Ecken entsprechen, will- 
ktirlich annehmen. Wir wollen sie so annehmen, dass 
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§ 211. Oktaedernetz auf der Kugel. 


Die Function z(t), welche die Abbildung des sphiirischen Drei- 
ecks B’F’H’ auf die Halbebene z leistet, ist einfach eine rationale 
Function von t vom 24. Grade; ihre Umkehrung 1(z) ist die sogenannte 
Oktaederirrationalitat. Wir wollen nun diejenigen auf die Oktaeder- 
irrationalitat beztiglichen fundamentalen Gleichungen, welche fiir unseren 
Zweck in Frage kommen, in gedringter Kiirze entwickeln, indem wir 
in betreff eines eingehenderen Studiums auf das Buch von Klein: ,,Vor- 
lesungen tiber das Ikosaeder“ verweisen. 

In die complexe Kugel beschreiben wir ein reguliires Oktaeder 
und projicieren die Seitenflichen des Oktaeders vom Mittelpunkt aus 
auf die Kugel. Dadurch wird die Kugelfléche in acht sphirische Drei- 
ecke zerlegt, deren Winkel simtlich Rechte sind. Jedes dieser Dreiecke 
zerlegen wir weiter durch die drei Mittellinien in sechs Teildreiecke, 
die wir als Elementardreiecke bezeichnen. 

Die Kugelfliche ist auf diese Weise in ein Netz von 48 abwech- 
selnd symmetrischen und congruenten Elementardreiecken zerlegt. In 
jedem derselben betragen, wie in dem Dreieck B’H’F” des vorigen 
Paragraphen, die Winkel 60°, 45° und 90°. 

Dieses Netz nennen wir das Oktaedernetz. Um die directe 
Congruenz von der Symmetrie zu unterscheiden, denken wir uns die- 
jenigen 24 Dreiecke des Netzes, welche dem Dreieck, von dem wir aus- 
gegangen sind, congruent sind, schraffiert. 

Wir miissen nun das Oktaedernetz auf der Kugel: 

Pte teal 

in einer bestimmten Weise orientieren. Wir legen zwei Hcken des 
Oktaeders in die Pole (0,0,-+-1) und das von den vier anderen Ecken 
in der Aquatorebene = 0 gebildete Quadrat so, dass seine Seiten der 
£- und der 7-Axe parallel sind. Vom Pol + = oo projicieren wir das 
Oktaedernetz stereographisch auf die Ebene des Aquators. Wenn wir 
dann die ebenen Dreiecke, welche die Bilder der schraffierten Dreiecke 
des Netzes sind, ebenfalls schraffieren, so erhalten wir die Figur 9. 

Die schraffierten Dreiecke des Oktaedernetzes stossen zu je vieren 
in den Oktaederecken, zu je dreien in den (auf die Kugel projicierten) 
Mittelpunkten der Seitenflichen und zu je zweien in den Mittelpunkten 
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der Kanten zusammen. Die directe Uberlegung oder auch schon der 
blosse Anblick der Figur ergiebt unmittelbar, dass die Werte der com- 
plexen Veranderlichen + in diesen Punkten die folgenden sind: 


Fig. 9. (Oktaedernetz.) 


a) in den Oktaederecken: t = oo, 0, ey = 
9 


Ve eV emee 
1+ V3, Slay oe 
y2 ) V2 ty 


c) in den Mittelpunkten der Kanten: r=+1, +i, (1 +Y2) ae 
7) 2 


ean ee 


Nun bilden wir drei Oe in t vom 5., 8. und 12. Grade 
von denen das erste, w, in den Punkten a), ausser in t = ox, alas 
zweite, w, in den Punkten b) und das dritte, y, in den Punkten c) 
von der ersten Ordnung verschwinden soll. Durch wirkliche Ausrech- 
nung finden wir sofort: 


GQ) o=rd4+r), w=1—14ett 8, y= 1+ 387! 3378— 2, 


§ 212. Conforme Abbildung des Oktaedernetzes, 391 


§ 212. Conforme Abbildung des Oktaedernetzes. 


Nach dieser Vorbereitung nehmen wir an, dass die Function 2(r) 
die conforme Abbildung des Fundamentaldreiecks 7 unseres Netzes, 
dessen Ecken in den Punkten (s. die Figur 9): 


eee eee eer! 
c= 0, t= ae ema ee) 


legen und dessen Winkel beziiglich 45°, 60° und 90° betragen, auf 
die (positive) halbe z-EKbene in der Weise leistet, dass, wenn +t den Um- 
fang des Dreiecks durchliuft, z die reelle Axe durchliuft, wobei den 
angegebenen Werten von +t in den Eckpunkten der Reihe nach die 
Werte 
Z2=0oo, z=0, «e=1 

entsprechen sollen. Wir breiten nun zg nach den bekannten Regeln 
der analytischen Fortsetzung in der ganzen complexen t-Ebene oder 
noch besser auf der ganzen complexen t-Kugelflache aus, wobei wir 
Nachstehendes festsetzen: Jeder Punkt +t’ der complexen Kugellfliiche 
gehdrt einem der 48 Dreiecke des Netzes an. Diesem Punkte tr’ ent- 
spricht in dem Fundamentaldreieck ein homologer Punkt z, und als Wert 
von Z in t’ miissen wir entweder denselben Wert wie in tr oder den 
conjugierten Wert annehmen, je nachdem das Dreieck, in dem 7’ 
liegt, dem Fundamentaldreieck congruent oder zu ihm symmetrisch ist. 
Die Function 2(r) ist somit auf der ganzen complexen Kugelflache 
ausgebreitet; sie ist auf ihr eindeutig und hat zu singularen Punkten 
nur die Punkte a), die Oktaederecken, die fiir sie Pole vierter Ordnung 
sind. 4z(r) ist demnach eine rationale Function von +. Da ferner 
ihre Nullpunkte gerade in den acht Punkten b) legen, in denen w 
verschwindet, und von der dritten Ordnung sind, so ergiebt sich sofort 


3 
g=C ie 
wo C ein constanter Factor ist. Der Wert von C ergiebt sich un- 
mittelbar daraus, dass fiir r = 1 


Gero lo. O ==2,. 2 1 
ist, gleich — ae oder — ee Also lautet die gesuchte Gleichung: 
(1 — 1404+ 2%)? Mh 
(2) a= — 408 fr! «108.0! 


Ferner sind noch die folgenden Gleichungen einzuftihren: Die Function 
z—1 wird wie z unendlich und verschwindet in den Punkten c¢), in 
denen 7 = 0 ist, von der zweiten Ordnung. Hs ist demnach: 
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2—1=0'4, (C= Const). 


Aus der Combination dieser Gleichung mit der Gleichung (2) ergiebt 
sich die Identitit: 
108 @* + w? + 108C'7? = 0, 


aus der, wenn t z. B. gleich Null gesetzt wird, 


, a 
OR: 


folgt. Demnach besteht zwischen den Polynomen (1), d.h. w, w, 4, 
die Identitat: 

(8) 108 @* + w? — 77 =0, 

die sich auch unmittelbar direct bestitigen lasst. Wir haben also die 
Gleichung: 


, oa) (+ 338c4— 3878— 71%)? a 


Aus den Gleichungen (2) und (4) geht hervor, dass der Differential- 


quotient . in den Nullstellen von w von der zweiten und in den- 


jenigen von zy von der ersten Ordnung unendlich klein wird. Da er 
ferner in den Nullstellen von @ von der fiinften und fiir t = oo von 
der dritten Ordnung unendlich gross ist, so hat er keine weiteren Un- 
endlichkeitsstellen als die eben angefiihrten. Daraus ergiebt sich bis 
auf einen constanten Factor A: 

eS ee 

dt ow? 
Behufs Bestimmung von A beachte man, dass aus der Gleichung (2) 


lim (3° a) i 


Pak ae) ese 
folgt. Hs ist also A = a Folglich besteht die Gleichung: 
d Mm? 
5 ee 


die sich unter Beriticksichtigung der Identitit: 
do dw 
4w oP os 30 ee = 4y 
auch direct bestitigen lasst. 


§ 213. Analytische Darstellung der Gruppe der 24 Drehungen des 
Oktaedernetzes. 


Nachdem wir fiir unsere Abbildung die Gleichung (2) erhalten 
haben, kénnen wir leicht nachweisen, dass dieselbe die gewtinschte 
conforme Abbildung leistet. 
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Hierzu schicken wir zweckmissig die folgenden Uberlegungen 
voraus: Das Oktaedernetz kann mit sich selbst dadurch zur Deckung 
gebracht werden, dass ein Elementardreieck des Netzes auf irgend ein 
anderes der 23 ihm congruenten Dreiecke gelegt wird. Jede dieser 
Drehungen der complexen Kugel in sich wird analytisch infolge der 
Cayley’schen Gleichung (§ 45, 8S. 84) durch eine lineare Transfor- 
mation der complexen Veranderlichen + dargestellt. Die 24 linearen 
Transformationen oder Substitutionen (einschliesslich der identischen 
Substitution), welche den das Oktaedernetz in sich iiberftihrenden 
Drehungen entsprechen, bilden offenbar eine Gruppe. Sie wird die 
Oktaedergruppe (oder Wiirfelgruppe) genannt. Wir bestimmen 
zunichst die wirklichen Ausdriicke fiir die Substitutionen der Gruppe. 
In erster Linie betrachten wir die Drehung des Oktaeders um 90° um 
denjenigen Durchmesser, welcher die Punkte t= 0 und t = oo ver- 
bindet (Polaxe); sie wird durch 

t==1t 
dargestellt und liefert, wiederholt angewandt, die vier linearen Sub- 
stitutionen (die identische Substitution einbegriffen): 

Gea tf 0, Wed). 
Bei einer Spiegelung des Oktaeders an der §-Axe vertauschen sich die 
Punkte + = 0 und t= ox, wihrend die beiden Punkte r = +1 und 
t == — 1 fest bleiben. Die Spiegelung wird durch die Substitution: 
, 1 


t= — 
T 


dargestellt, die, mit den vier vorhergehenden combiniert, weitere vier 
Substitutionen liefert, so dass wir bis jetzt acht, namlich: 


3 
, * , ) 
= —_ 9) 
t=t, t= — (r=0, 1, 2, 3) 


haben, die in der Oktaedergruppe eine Untergruppe (eine Diedergruppe) 
bilden. Ferner betrachten wir eine Drehung von 120° um die Ver- 
bindungslinie der Mitten zweier (paralleler) gegentiberliegender Oktaeder- 
flichen. Diese Drehung gehért offenbar mit zur Gruppe. Als Beispiel 
wihlen wir diejenige Drehung dieser Art, bei der die drei Oktaederecken: 
bey eae hon EL 

mya ayer 

also auch die diametral gegeniiberliegenden Hcken: 


a ie ie rect ss 


va’ "2 


in der angegebenen Reihenfolge unter einander cyklisch vertauscht 


T= OO, T 


F==.0, = 


werden. 
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Bilden wir ftir diese Drehung den analytischen Ausdruck nach der 
Cayley’schen Gleichung: 


gn RE ae ody 


so erhalten wir sofort: 


pict Bg ees 
eae re 
Also ist: 5 
aot eet V3, 
9, ea a 79 


Aus der Combination dieser Gleichung und der vorhergehenden acht | 
ergeben sich die 24 Substitutionen der Oktaedergruppe in der folgenden 
Normalform: 


tals go igh hal Sal palathy 9h ee ich jee aloo Ue 

ar a Var Se He y2r— (+a) 
(6) ; np Vee te) i pp Vee = a+) 
t= eo aa eS t= ar ae 
(1+ de + y2’ ia —ir+y2 


(r= Oyidyi 25 3), 


§ 214, Nachweis fiir die conforme Abbildung des Oktaedernetzes 
vermoge der aufgestellten Gleichungen. 


Wir wollen nun direct nachweisen, dass uns die Gleichung (2) 
die gewiinschte Abbildung giebt. Hierbei ist zunichst zu beachten, 
dass diese Function z(t) ungeindert bleibt, wenn auf das Argument + 
eine beliebige von den 24 Substitutionen (6) der Oktaedergruppe’ an- 
gewandt wird*). Jedem Werte von z entsprechen demnach 24 Werte 
von t, die durch die Substitutionen (6) der Gruppe aus einem von ihnen 
hervorgehen. Die algebraische Function 1(z), deren 24 Zweige sich 
mittels der linearen Substitutionen (6) aus einem bestimmten Zweige 
ableiten lassen, wird nach Klein als Oktaederirrationalitat be- 
zeichnet. 

Auf der Begrenzung eines jeden Elementardreiecks ist die Function 
a(t) reell, was nur fiir ein bestimmtes Dreieck nachgewiesen zu werden 
braucht, da ¢(x) auf der Begrenzung jedes anderen Dreiecks dieselben 


*) Dieses ergiebt sich auch aus der directen Rechnung, da, wie sich leicht 
nachweisen lasst, die oben ausgesprochene Higenschaft fiir die ersten acht Sub- 


stitutionen (6), sowie fiir die Substitution: 7’= cee evident ist. Es 
2— (1 — 2) 

folgt aber auch einfach daraus, dass sich bei diesen Substitutionen die Oktaeder- 

ecken wie auch die Mittelpunkte der Seitenflichen unter einander vertauschen. 
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Werte annimmt. Nun ist z(r) auf den beiden geradlinigen Seiten des 
Fundamentaldreiecks 7’, dessen Ecken in den Punkten: 


8—1 : ii 
(a) ay ra , = (2-1 
liegen (§ 212), offenbar reell, da ja c* reell ist. Auf der dritten, krumm- 
linigen Seite nimmt z(r) dieselben Werte an wie auf der die Punkte 
vs —1 
V2 


Dreiecks, dessen Ecken in: 


v3 Rhy th ae 
eh ; V2 
liegen, und ist demnach ebenfalls reell. Durchlauft + die Begrenzung 
des Dreiecks 7’ in positivem Sinne, so durchliuft z die reelle Axe yon 
—oo bis + oo stets in demselben Sinne, da ja sonst einem reellen 
Werte von z mehr als 24 Werte von + entsprechen wiirden. Nun 
lassen wir t im Innern von 7 wandern; z wandert dann im Innern 
einer der beiden Halbebenen, und da umgekehrt jedem Werte von z ent- 
weder im Dreieck 7 oder in dem beziiglich der reellen Axe zu ihm 
symmetrischen Dreieck ein Wert von 1 entspricht*), so ist klar, dass 
jedem Punkte z in dieser Halbebene FE ein Punkt rt im Dreieck T' ent- 


t= und += 1 verbindenden geradlinigen Seite des homologen 


= 


spricht. Da nun ferner infolge der Gleichung (5) = innerhalb 7’ nie 


Null oder unendlich wird, ausser in den Eckpunkten, so geht daraus 
hervor, dass die Abbildung von 7 auf H in der That conform ist**). 


§ 215. Bestimmung von f(r) fiir die Schwarz’sche Minimalfliche. 


Um die Schwarz’sche Minimalfliche zu bestimmen, haben wir nun 
noch das rechtwinklig-gleichschenklige Dreieck bfh (§ 210) in der 
6-Ebene, dessen Hypotenuse bf einer der Axen, sagen wir der reellen, 
parallel ist, conform auf die positive halbe z-Ebene so abzubilden, dass 

in.b: g=0, mf: iz—1l,.mh: 2=— oc 
wird. Die bekannte Schwarz-Christoffel’sche Formel fiir die con- 
forme Abbildung eines Geradenpolygons auf eine Halbebene giebt: 


(2). Seal Cha 
' \dz z2(¢ —1) 


*) Von den 24 Werten + nimlich, die einem Werte von z entsprechen, liegt 
in jedem der 24 congruenten Dreiecke des Oktaedernetzes einer. 

**) Die Halbebene EH ist diejenige, in welcher der Coefficient des imaginaren 
Teiles von 2 positiv ist, da sie, wenn die reelle Axe von —oo bis -+-oo durch- 
laufen wird, links von ihr liegen muss. 
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Da Ey fiir negativ reelles z positiv reell sein muss, so folgt: 
C=1A? (A reell), 


(Co eae Re ee (2 
dz gin (7 41) 4 2a(g Lb 1)% 


Die Weierstrass’sche Function F(x) fiir die Schwarz’sche Minimal- 
fliche ergiebt sich aus der Gleichung: 


¥O— 5G) = 7p paean 


Setzen wir hierin fiir z, z— 1, - ihre durch die Gleichungen (2), 
(4), (5) (§ 212) als Functionen von + bestimmten Werte ein, so er- 
halten wir bis auf einen constanten reellen Factor**), der nur die 
absoluten Gréssenverhialtnisse der Flache beeinflusst: 
1 1 
Ke) = 

(7) we Yi 14084 28 

Die Schwarz’sche Minimalflache ist demnach durch die 
folgenden Gleichungen definiert: 


ae ee f(A tee) 
(1) pare a ve —14r' + ¢' wa rahe: % (F; — 140 4 78 oe 
oS 22 dr 
: i bya — 4r4t 78 


Und nun wollen wir wirklich nachweisen, dass, wenn wir die 
Werte von rt auf der complexen Kugel auf das Innere eines der sechs 
sphirischen Vierecke mit Winkeln von 120° beschranken, die den Seiten- 
flichen des eingeschriebenen Wiirfels entsprechen, wir ein Minimal- 
flachenstiick erhalten, das von vier paarweise einander gegentiberliegen- 
den Kanten eines regelmissigen Tetraeders begrenzt wird. 


demnach: 


*) Wird z = ¢t? gesetzt, so ergiebt sich: 


Die Integration ftihrt auf Lemniscatenfunctionen, und zwar ist in den Weier- 


strass’schen Bezeichnungen 
ao 
C—— ia a ’ 
Vi 


wo a eine Constante ist und die Invarianten g,, g, von y die Werte g, = 4, 
Js = 0 haben. 


**) Hs ist zu beachten, dass, wenn t die geradlinige Strecke von tr = 0 bis 


" BS ox 2 om 
t= y3 va durchliuft, sowohl (4) als auch V1 — 1474+ 7+® reell sind. 
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§ 216. Analytische Darstellung der Schwarz’schen Minimalfliche. 


Das dritte Integral, das in den Gleichungen (7) auftritt, geht durch 
die Substitution: +? = ¢ unmittelbar in ein elliptisches erster Gat- 
tung tiber; die anderen beiden sind scheinbar hyperelliptisch, lassen 
sich aber, wie wir sofort sehen werden, mittels geeigneter Substi- 
tutionen ebenfalls auf elliptische Integrale zuriickfthren. 

Zu diesem Zwecke miissen wir zunichst die Coordinatenaxen um 
ey 


2 


45° um die z-Axe drehen. Wir thun dieses, indem wir fiir 


x+y 


und —'—" wieder x bez. y setzen. Dann erhalten wir: 


Vi 
= 1—7 1 — it? pal: 1+i% 1 + it? 
ae ani V2 Vi— 4s! 7 res: i) y2 Vi— 14<4-+ «° ae, 


Leas 
Bat bere es ee 


Des weiteren treffen wir die Verfiigung, dass + innerhalb des- 
jenigen sphirischen Vierecks mit Winkeln von 120° wandern soll, 
dessen Hcken in den Punkten: 


__V3—1 _ .V3—1 V3—1 wneud Ys Fet 
cua a b= 1 lees c= ay d= —1 a 


liegen, und verlegen ferner die gemeinsame untere Grenze der In- 
tegrale in den Punkt: 


V3—1 

y2 ) 
sodass die Definitionsgleichungen des Minimalflichenstiicks, fiir das 
wir den angegebenen Nachweis fiihren sollen, die folgenden sind: 


1—? 1 — it? lise 1+ ir? 
= = — d 
: nf y2 Yi— 14744 2 ab a Ab V2 Vi— 1404 ve 


c¢= —_-_ 0 = 


(8) 


pas. S 2cdr ; 
J Yi— 1424+ 
—a 


Dabei miissen wir in Betracht ziehen, dass sich infolge der Drehung 
um 45° um die z-Axe aus den Gleichungen (5), 8. 359, fiir die Rich- 
tungscosinus der Flachennormale die Ausdriicke: 


* tt +t — %) Be tere eee) pels Wena 
Se emigre aia V2.0). ot ae 
ergeben. Bei der wie vorhin vorgenommenen Abgrenzung des Ande- 
rungsbereichs yon t schwindet jede Zweideutigkeit aus diesen Aus- 


. 
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driicken, wenn wir festsetzen, welchen Wert die Quadratwurzel in 
einem Punkte haben soll. Wir wollen, indem wir 


1 
HS) = Ty erergeantiecs 
setzen, von vorn herein die Verfiigung treffen, dass 
£0) =+1 


sein soll. Da ferner die acht Verzweigungspunkte der Quadratwurzel 
in den Wiirfelecken: 

oe eg ite Fn iors 
liegen, so sehen wir, dass wir nur in der complexen t-Ebene vier Quer- 
schnitte, namlich von a bis =, von — a bis — 2 von 7a bis = und 
von — ia bis — S zu fiithren brauchen, damit /(r) in der so zer- 


schnittenen Ebene eine stetige, eindeutige und itiberall, ausser in den 
acht genannten Punkten, endliche Function werde. 


§ 217. Besondere Curven auf der Schwarz’schen Minimalflache. 


Wir beginnen unseren Nachweis mit der Bestimmung der Curven, 
die auf dem in Rede stehenden Minimalflichenstiick der reellen und 
der imaginéren Axe der t-Ebene, sowie den Halbierungslinien der 
zwischen denselben liegenden Winkel entsprechen. 

1. Bezeichnen wir mit o@ eine reelle Verinderliche, so haben wir 
langs der reellen Axe: 


eas (—aZo <a), 


also: 
Q @ Q 
@) mi [A FO)de, v=, [Oe Fede, z= [ 20F(e)de, 


demnach: 

“%—y=0. 
Ferner ist langs dieser Linie infolge der Gleichungen (8*) 

X— Y=0, 
d.h.: Die Ebene: «= y schneidet 2 senkrecht, ist also eine 
Symmetrieebene von &. 

2. Lings der imaginiiren Axe ist 
t= 10, dr=do. 

Wenn wir mit a, Yo, 2 die Werte von x, y, 2 in t = 0 bezeichnen, 
so haben wir, wihrend r die imaginire Axe durchlauft: 
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1 é 
& — By =i (1 — 9”) F(@)de, 
0 
eas 
(9%) \y—Hm=— Fe f(A—e)F@)de) (a Zea), 
0 


ame | Semel — [20 F(o)de, 


0 
folglich: 
t+ Y= Ly + Y%. 
Langs dieser Curve von ist infolge der Gleichungen (8*) X-+ Y=0O, 
d. h. die Ebene: « + y= a, + y, ist eine Symmetrieebene von &. 


3. Lings der Halbierungslinie des von den positiven Axenrich- 
tungen gebildeten Winkels ist 


t=Vio, dt= ne 
wo unter /% der Wert: 
oe +74 
Vi= V2 


zu verstehen ist. Hs ergiebt sich somit: 


(1 + e*)de Va far | pipes 
fan +f pitt, Y=Y, 2=%, (~A<e Sa). 


Der entsprechende Punkt auf der Flache durchlauft eine zur x-Axe 
parallele Strecke. 
4. Liings der zweiten Winkelhalbierenden ist 


t=V—io, und weven Ea 


= (1 + e*)de Bas 
emi sant (ete, tn 


demnach: 


Also durchlaiuft der Punkt (wz, y, 2) eine zur y-Axe parallele Strecke. 
Bis jetzt haben wir also erkannt, dass das Minimalflachenstiick 2 die 
beiden Symmetrieebenen: 


a—y=0, €+>Y=% + Yo 
und zwei Symmetrieaxen, namlich die durch (a, yp, 2) zu den Coor- 


dinatenaxen gezogenen Parallelen, besitzt. 
Setzen wir: 
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: 0 ; a 
—— [ (1—0)F@)de == [{ 1 — 0’) Fee)d 
A=. (1-0) Fede =F [Ae F@de, 
—— a 0 


0 a 
B= [ 2eF(@)de —— f 2eF(e)de, 
=@ 5 


so erhalten wir: 
ly =Y = AD = B. 

Im nichsten Paragraphen wird sich weiter B = — A ergeben; fiir jetzt 
bemerken wir nur, dass sich aus den Gleichungen (9) und (9*) die 
Werte von a, y, 2 in den vier Eckpunkten a, 6, c, d durch A und B 
ausdrticken lassen. Bezeichnen wir diese Werte durch Beisetzen der 
Indices a, 6, c, d, so finden wir namlich: 

teen 2A, Ye 2A ks OF; 
(10) D; 2A, Yo = 0) ; a == 2B, 

he hy Yo se Os ms O°; 

“Lg = OF Ye= 2A, Za = 2B. 


§ 218. Einfachere Form der Gleichungen der Schwarz’schen 
Minimalflache. 

Wie bereits bemerkt, lassen sich die beiden ersten Integrale in 
den Gleichungen (8) ebenfalls auf elliptische und zwar, wie wir sofort 
sehen werden, auf solehe von genau derselben Form wie das dritte 
zurtickfiihren. Zu diesem Zwecke bemerken wir zuniichst allgemein, 
dass, wenn auf das Differential: 

a+ bc + cr? 
eee dx (a, b, 
eine der 24 Substitutionen der Oktaedergruppe (8. 394): 
pe OEE 
yt +o 
angewandt wird, dasselbe in das homologe Differential: 


a’ b'e’ +L er? 


¢ == Const.) 


I? 


tibergeht, wo das Polynom a’+- b’t’+ c’r”, gleich Null gesetzt, die- 
jenigen Werte von +’ zu Wurzeln hat, welche gemiiss der angewandten 
Substitution den Wurzeln von: 

at br+er?=0 
entsprechen. Nun sind in jedem der beiden Differentiale: 


— = 1 —- ir? = 1+ ir? 
4 —_____ qr 1 ———— dt 
V Vi-uree ie V1 — 14c4 + 48 
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die Wurzeln der gleich Null gesetzten Zihler die Indices zweier Gegen- 
ecken des Oktaeders, die wir mittels passend gewihlter Substitu- 
tionen der Oktaedergruppe in die Punkte 0 und oo verlegen kénnen. 
Ks lassen sich also das erste und das zweite Integral in den Gleichungen 
(8) (abgesehen von einem Factor) auf das dritte zurtickftihren. Als erste 
Substitution wihlen wir diejenige, welche die cyklischen Vertauschungen: 
(0, —= Vi; —y—%4), (co, Vi, V—?) rd 

der Oktaederecken zur Folge hat, und als zweite die umgekehrte Sub- 
stitution. Als erste Substitution erhalten wir: 


ted Pa fe | 
(11) aa Boeke ee 5) Moke 
— Vi «— V—i 
daher als zweite: 
l1* plied bite ay pry Vo nl dy, 
oa Cee asst ay t—Vi 
Fiir diese Substitutionen ergiebt die Ausfiihrung der Rechnung: 
Ve (ee epee. | 22° dt. 
Virrise ee” Vissi se 2 
v 


Fig. 10. 


*) Unter Vi und Y—i sind stets die Werte: 
_. Cp Seay a es 
(= —i = — 
i“ y2° i V2 
zu verstehen. 


Bianchi, Differentialgeometrie. 26 
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beziiglich: 
Vi (1 + it*)dr ae Qe. ac ; 
Vi—i4ci§ tee Yi—i4ce"%* 4 7% 
wo nun noch festzusetzen ist, welcher Zweig der Quadratwurzel rechts 
gewahlt werden soll. 

Bleibt der Index von +t wie vorhin in dem Viereck abcd, so 
werden die Indices von +’ und +” in den Nachbarvierecken cdd’c’ 
bezw. cbb’c’ (Fig. 10 auf voriger Seite) liegen. Da nun (7) und 
F(t”) genau die in § 216 angegebene Bedeutung haben, so kommt es 


darauf an, welches Vorzeichen in den Gleichungen: 
V—i10 — iv) Fa)dt = 427 F (2) dr’, 
@) Vil + ie?) F(a) de = + 2” F(e”) de” 
zu wihlen ist. Dazu brauchen wir nur zuzusehen, welche Werte in 


der Umgebung des Punktes t=O gelten, wobei wir die hdéheren 
Potenzen von + vernachlassigen. Wir haben hier: 


T= (); r= — Vi, 
FO)=+1, F-V)=+-%, 
dt’ = — 2idt. 


Also ergiebt sich: 
V—i1 — iv’) F(a)dt = V— id, 
20’ F(0’)dv'=iVi dr = —V— idt. 


Ebenso ist: 
"= —Y—i, Fe")=+4, de’= ide, 
Vi(l + iv?) F(a)de = Vidr, 
2c" F(c\dt"= — Vid. 
Es gilt daher in beiden Gleichungen das untere Vorzeichen. Die Glei- 


chungen (8), die 2 definieren, kénnen also foleendermassen geschrieben 
werden: 


(12) t= — Rf 20’ F(x’)dr’, y=— [2 a (af ae” 


? 
a= — Mf 2¢F(0)dr, 


wobei dann festzuhalten ist, dass sich t vom Punkte ¢ aus im Innern 
des Vierecks abcd bewegt und +’, x” die entsprechenden Wege in 
den Nachbarvierecken ce’d’d, cc’b’b beschreiben. 


*) Es ist nimlich #(c) auf der Strecke von 0 bis — 7 stets reell und von 
Null verschieden, 
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§ 219. Begrenzungscurven. 


Indem wir mit t), t)’ die zu vt’, r” conjugierten Gréssen bezeich- 
nen, schreiben wir die Gleichungen (12) in der folgenden Form: 


w= — fc Fo’) de’ — [0 Fy(a') dey, 


(12 =) y — — fr" F(e")de”— eh to. )0te 3 


t % 

= Ae F(t) dt + ft Fo CAM 

Nun kénnen wir leicht erkennen, welcher Art die Begrenzung von 2 

ist, die der Begrenzung abcd des Vierecks, in dem sich t bewegt, 

entspricht. Durchlauft namlich t die Strecke cb, so durchliuft, wie 

wir sehen, . 
t die Strecke cd 


) 


, 
t ” ” cd, 
/ 
To ” ” C b ? 
u” SRR A 
Tv ” ” cc, 
1A la 
T ” ” cc. 


Nun ist F(x) lings cc rein imaginir. Es folgt demnach aus den Glei- 
chungen (12*) lings cb: 

y=0, ¢+2=0. 
Ebenso ergiebt sich lings cd: 

2£=0, y+e=—0. 

Die beiden entsprechenden Stiicke der Begrenzung von 2 sind 
also zwei geradlinige Strecken von gleicher Linge, die einen Winkel 
von 60° mit einander bilden. 

Nun brauchen wir nur auf die in § 217 angefiihrten Symmetrie- 
eigenschaften zuriickzugehen, um hieraus zu schliessen, dass die Be- 
erenzung von aus vier gleich langen geradlinigen Strecken besteht, 
von denen jede mit den beiden anstossenden Winkel von 60° bildet. 
Ferner folet aus demselben Paragraphen, dass auf 2 noch zwei Gerade 
liegen, nimlich die Verbindungslinien der Mitten der Gegenseiten. Sie 
stehen auf einander senkrecht und schneiden sich im Mittelpunkt des 
reguliren Tetraeders. Da nun ferner infolge des Obigen 


LH +4 =O), Ya + Za =O 
ist, so folet aus den Gleichungen (10): 
B=— A, 
26* 
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wie behauptet wurde. Die Linge 7? der Tetraederkante ist also durch 


— 2Ay2 
gegeben. 
§ 220. Die Gruppe von Bewegungen, welche die Schwarz’sche 
Fliche ungeaindert lasst. 
€ 
Das Integral 8 21 1(r)dt, von dem die Bestimmung unserer Flache 


04 


abhiinet, geht durch die Substitution t? = ¢ in das elliptische Integral: 
dt 


wares Sea el[@ + yay — e] 


2=3 


tiber, das ¢ als elliptische Function von « mit dem Modul k= (2 =a 
definiert. Es ergiebt sich nimlich: 


t = (2—/3)sn [2+73)u+ K]. 

Fiihren wir so in den Gleichungen (12) elliptische Functionen ein, so 
‘k6nnen wir verschiedene Fragen behandeln, die auf die Schwarz’sche 
Minimalfliche Bezug haben, insbesondere diejenigen, welche ihre ana- 
lytische Fortsetzung betreffen. In Betreff dieser Untersuchungen ver- 
weisen. wir auf die Abhandlung von Schwarz, der wir die vorstehenden 
Entwickelungen entnommen haben*), und wollen uns hier nur auf den 
Nachweis beschrinken, dass die Symmetriesiitze tiber Minimalflichen in 
Verbindung mit elementaren Betrachtungen tiber Bewegungsgruppen 
die analytische Fortsetzung der Schwarz’schen Fliche zu verfolgen ge- 
statten und insbesondere auf die dreifache Periodicitit derselben in 
den Richtungen der drei Coordinatenaxen fiihren. 

Die analytische Fortsetzung von 2 ergiebt sich, wenn 2 nach ein- 
ander an jeder ihrer Seiten gespiegelt und wenn mit den angren- 
zenden Stiicken in derselben Weise verfahren wird. 

Indem wir uns nun die Aufgabe stellen, diejenige Gruppe G von 
Raumbewegungen, welche die Schwarz’sche Fliche in ihrer Gesamtheit 
ungeindert laisst, auf ihre Beschaffenheit zu untersuchen, bemerken 
wir, dass bei jeder solechen Bewegung das Fundamentalstiick + in ein 
congruentes 2%” tibergeht, zu dem wir auch durch successive Spiege- 
lungen an den Seiten der X congruenten, nacheinander an » anstossen- 
den Stiicke gelangen kénnen. Daher ergiebt sich die allgemeinste Be- 
wegung der Gruppe G, welche 2 in 2” iiberftihrt, wenn die durch die 


*) Bestimmung einer speciellen Minimalfliiche. Werke, 1. Band, 8S. 6 u, f. 
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angefiihrten Spiegelungen erhaltene Bewegung mit einer solchen, die 
» in sich transformiert, combiniert wird. Der letzteren Bewegungen 
giebt es (ausser’der Identitat) offenbar nur drei, nimlich die Spiege- 
lungen an den drei Verbindungslinien der Mitten der Gegenkanten des 
regelmassigen Tetraeders, von dem wir ausgegangen sind. 

Wir erinnern nun daran, dass sich zwei Bewegungen des Raumes, 
A und B, zu einer dritten Bewegung zusammensetzen lassen, die 
wir mit 

BA 

bezeichnen, wobei wir die zuerst ausgefiihrte rechts setzen. Bezeichnen 
wir mit A~! die zu A inverse Bewegung, so wird die Bewegung: 


Biss Ay A>! 


als die mittels A transformierte Bewegung B bezeichnet. Nach 
einem Satze von Jordan*) ist sie nichts anderes, als die Bewegung 
B um diejenige Axe, in welche die Mittelaxe von B bei der Bewegung 
A. iibergeht. 

Die Gruppe G wird demnach dadurch erzeugt, dass die Klementar- 
spiegelungen an den Seiten des Begrenzungsvierecks von X mit den drei 
vorhin angefiihrten Spiegelungen combiniert werden. Hine wesentliche 
Higenschaft dieser Gruppe, die wir nun nachweisen wollen, ist, dass sie 
unstetig ist, d. h. keine unendlich kleinen Bewegungen enthialt**). Sie 
enthalt als ausgezeichnete Untergruppe vom Index 24 eine Trans- 
lationsgruppe, welche durch drei Elementartranslationen von gleichem 
Betrage nach drei auf einander senkrechten Richtungen erzeugt wird. 


*) Jordan, Sur les groupes de mouvements (Annali di matematica, Ser. 2, 


Bd. 2, S. 167.) 
Wir geben hier einen kurzen Beweis dieses fiir unsere Zwecke wichtigéen 
Satzes. — Es sei r die Mittelaxe von A, r’ diejenige von B, und r” die Lage, 


die r’ nach Ausfiihrung von A einnimmt. Ist P ein beliebiger Punkt des Raumes, 
P’ die neue Lage von P nach Ausfiihrung von A, und @ derjenige Punkt, in den 
P durch die Bewegung B tibergefiihrt wird, so untersuchen wir die Wirkung von 
ABA~?* auf den Punkt P’, der offenbar ein beliebiger Raumpunkt ist. Durch 
die Bewegung BA~! geht P’ in Q tiber. Wenn wir die beiden Punkte P und Q 
und die Axe r’ betrachten, so sehen wir, dass P vermége A in P’, 7’ in r” und 
Q in einen Punkt Q’ iibergeht, der zu P’ und r” ebenso liegt wie Y zu P und 
y’, Nun gelangen wir von P zu @ durch die Schraubung B um die Mittelaxe 7’, 
und es fiihrt demnach dieselbe Bewegung um r” auch P’ in J’ tiber. 

**) Die unstetigen Bewegungsgruppen sind von Schénflies behandelt wor- 
den (Mathematische Annalen, Band 28, 29). 
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§ 221. Ausgezeichnete Untergruppe von Translationen. 


Wir denken uns nun das Fundamentalviereck abcd ebenso orien- 

tiert, wie es sich § 217 und 218 ergab, so dass wir, wenn 
k=2A=— 2B 
gesetzt wird, fiir die Coordinaten der Ecken die Werte: 
a= (k, k, 0), b =2(5 0, —h) a (0, 0, 0), dee (0, k, — he) 
erhalten. Wir bezeichnen dann die Seiten ab, be, cd, da der Reihe 
nach mit 1, 2, 3, 4, mit S,, S,, S,, S, diejenigen Bewegungen des 
Raumes, welche Spiegelungen an den 
Seiten 1, 2, 3, 4 sind, ferner be- 
ziiglich mit S,, S, die Spiegelungen 
an den Verbindungslinien der Mitten 
der Gegenseiten ab, cd und ad, be, 
endlich mit S, diejenige Spiegelung, 
- die sich aus der Combination von S; 
und S, ergiebt und an der Verbin- 
dungslinie der Mittelpunkte der bei- 
den weggedachten Tetraederkanten 
ac und bd erfolgt. 
Fig. 11. : Die Elementarsubstitutionen der 
Gruppe G sind nun eben: 


S,, S,, S;, S4, S;, Ss, S,, 


und als analytische Ausdriicke derselben finden wir: 


8,) @=2k—2, y=k+e, =—k-+y, 
Ss) a, y=—Y; Z—=— f, 
ee ee 
S,) v’=k-+ 2, y=2k—y, #=—k+z, 
D5) Gama, y=k—y, e= —k—az, 
Ss) v= hk — x, y= Y, e= — hz, 


S;) @—=k—a#, Y=k—y, #2, 
wo jedesmal x, y, 2 die Coordinaten eines beliebigen Raumpunktes P 


und x’, y’, 2’ die Coordinaten desjenigen Punktes P’ bedeuten, in den 
P bei der betreffenden Bewegung tibergeht. 


Nun betrachten wir die beiden folgenden Bewegungen der tree G: 
P=8§,85,8,, T= 8&,8,8,. 


Als ihre analytischen Ausdriicke finden wir: 
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T = S58, 83) a= % + 2k, y= Y, Zo é, 

Dears.) i ==, y=y 2k, “=z, 
woraus erhellt, dass 7, 7” zwei Translationen vom Betrage 2k parallel 
der w- bezw. y-Axe sind. Wir bilden ferner die Substitution (mit der 
Periode 3): 

U=S8,8,) v#=k—y, y=—k—z, 2’=x—2k, 
sowle die inverse Substitution: 

U=S8,8,) e&=2k+2, y=k—a, 2#=—k—y, 
und transformieren 7’ mittels U, d. h. wir betrachten die Bewegung: 

[= UTU-". 
Wie wir sehen, hat 7” den Ausdruck: 
DE) w= ay y= y, 2 = 2 + 2k, 
d. h. 7” ist eine Translation von demselben Betrage 2 parallel der 
z-Axe. Die drei Translationen 7, 7”, TL” erzeugen die Trans- 
lationsgruppe, die wir mit I’ bezeichnen wollen und deren Opera- 
tionen die allgemeine Form: 
w=xutA24mk, y=ytank, 2’=2-+ 2pk 
haben, wo m, ”, p beliebige positive oder negative ganze Zahlen sind. 
Die Gruppe I ist offenbar eme Untergruppe von G und zwar 

eine ausgezeichnete, d.h. sie ist mit allen Operationen von G ver- 
tauschbar, wie sofort daraus hervorgeht, dass jede der Hlementar- 
operationen S,, S,...8, von G eine Translation von I" in eine andere 
Translation von I’ tiberftihrt. 


§ 222. Nachweis der Unstetigkeit der Bewegungsgruppe der 
Schwarz’schen Flache. 


Wir wollen nun beweisen, dass der Index von I beziiglich G 
endlich und zwar gleich 24 ist, nachdem wir die Unstetigkeit von I’ 


erkannt haben werden. 
Zu diesem Zwecke fiihren wir der Kiirze der Ausdrucksweise 


halber einige Bezeichnungen ein: wir sagen, dass zwei Operationen A 
und B yon G beziiglich I Aquivalent sind, wenn, sobald unter ¢ 
eine in I’ enthaltene Translation verstanden wird, 

A= iB, 
demnach 

Bia tA 


ist, und bringen diese Aquivalenz in der Schreibweise: 


A=B8B 


408 Kap. 15. Das Plateau’sche Problem und die Schwarz’sche Minimalflache. 


zum Ausdruck. Nun bemerken wir, dass sich, wenn zwischen vier 
Bewegungen von G die Aquivalenzbeziehungen: 

A=B, ASB 
bestehen, infolge der Vertauschbarkeit von I” mit jeder Operation 


von G 
AA = BBs 


ergiebt. Indem wir nun wie vorhin 
OS 5.5 aU er: 


setzen, betrachten wir die folgenden zw6lf Operationen von G: 


| 1 ? Ss ? Ss ? S, ? 
a) le > US, SEO Ser OS, tee 
Uns U-38;, U-'Ss, U-*S,, 


von denen zwei beliebige beziiglich I nicht aquivalent sind, wovon 
wir uns iiberzeugen, wenn wir ihre wirklichen analytischen Ausdriicke 
bilden. Es sind dies die folgenden: 


1) “= & ? = y 5 g= 8 ) 
8) £ = x 5 y=k—y, g=—k—a2; 
Se) = baw, y=Y ' g=—kh—2; 
S,) tii; y=k—y, C= ; 


| U) «=k—y, y= —k—az, g=— 2k+a; 


OED ale y= 2 ae po) ee 
TEN es ete Meer mbr wh aT 
a a a ee 

ph US") ae 2h a; y=k— x, flees eee 
| U-18,) v= Jo—2, y=k—xz, g==— 2kh+y; 
U-18,) c= k—a, y= 2 ; a—=— k—y; 
U-18,) a= 2k + 2, y =x ; pa = Oh yt 


Setzen wir dagegen zwei beliebige von den zwélf obigen Opera- 
tionen zusammen, so ist ihr Product einer der zwélf Operationen selbst 
aquivalent, wie sich einfach aus den Elementaraquivalenzen: 


8S, U = US, , S,U= U8, , S,U = U8. 
530°? = rt Sy 8 eee on, eS Ue Wace ieee 
ergiebt. Nun giebt es zu der Operation S, von G@ in der obigen Zu- 


sammenstellung keine iiquivalente. Bilden wir also die folgenden zwolf 
Operationen von G: 


§ 223. Analytische Fortsetzung der Schwarz’schen Minimalfliche, 409 


S, ’ S, S; Pas , SS, 3 
B) S, U ? S, US, ) S, US, ’ S, he ae 
Sata ep ete. SO tS 7 2S, UT AS 


so sind dieselben weder unter einander noch mit den Operationen 
12 a) aquivalent, wihrend das Product einer Operation «) mit einer 
Operation ~) einer Operation 8) und das Product von zwei Operationen 
B) einer Operation a) aquivalent ist, wie aus den Elementaraquivalenzen: 


S59) = 8S. G8 —= 818.) US, = 0-1 


hervorgeht. Jede Operation von G ist einer (und nur einer) der 24 
Operationen ), 6) aiquivalent. Um dieses einzusehen, brauchen wir es 
nur fiir die Elementarsubstitutionen von G nachzuweisen. Nun ist: 


(Sh ISG OE Se EN flee ie 


wonach die angefiihrte Higenschaft bewiesen ist. 

Jede Substitution von G ergiebt sich demnach, wenn eine der 
24 Substitutionen «), 8) genommen wird und auf den rechten Seiten 
ihres analytischen Ausdrucks beliebige ganze Vielfache von 2k ad- 
diert werden. Demnach ist also der vorhin ausgesprochene Satz be- 
wiesen: 

Die Bewegungsgruppe G ist unstetig und enthalt als 
ausgezeichnete Untergruppe vom Index 24 die Translations- 
gruppe I. 


§ 223. Analytische Fortsetzung der Schwarz’schen Minimalfliche. 


Nachdem wir auf diese Weise die Beschaffenheit der Gruppe G, 
der Gruppe derjenigen Bewegungen, welche die Schwarz’sche Fliche 
ungeindert lassen, erkannt haben, kénnen wir uns leicht eine Vorstel- 
lung von der Art und Weise machen, in der sich das urspriingliche 
Stiick 2 analytisch fortsetzt und so die ganze Schwarz’sche Flache 
erzeugt. Die Flache gestattet, wie wir gesehen haben, drei Elementar- 
translationen in sich in der Richtung der drei Linien, welche die Mittel- 
puvkte je zweier Gegenkanten des regelmissigen Tetraeders, von dem 
wir ausgegangen sind, verbinden, und zwar ist ihr Betrag gleich dem 
Doppelten dieses kleinsten Abstandes & zwischen zwei Gegenkanten. 
Denken wir uns den Raum in unendlich viele, an einander stossende 
wiirfelformige Zellen mit der Kante 2h geteilt, so brauchen wir von 
der Schwarz’schen Flaiche offenbar nur denjenigen Teil zu kennen, 
welcher innerhalb eines dieser Wiirfel liegt, da sich in jedem anderen 
Wiirfel ein infolge Translation dem erstbetrachteten Teile congruenter 


Teil befindet. 
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Als Ausgangswiirfel betrachten wir den zwischen den sechs Kbenen: 
goth, y= th, 2=thk 
gelegenen. Von den vier Ecken des reguliren Tetraeders abed (§ 221): 
c=(0,0,0), a=(4,k, 0), b=G&0,—k), d=, 4k, —h) 

liegen drei, a,b, d, in den Mitten der in der Ecke (4, k, —k) zu- 
sammenstossenden Wiirfelkanten, und die vierte, c, im Mittelpunkt 
des Wiirfels selbst. Die beiden Tetraederkanten ca und bd denken 
wir uns weggenommen und betrachten das von dem Viereck ab cd begrenzte 
Stiick © der Schwarz’schen Fliche. Wir spiegeln nun X an der Seite cd 
in D,, dann 4, an der neuen Lage von ca in ¥,, dann X, an der neuen 
Lage von cd u.s. f. Auf diese Weise erhalten wir im Innern des 
Wiirfels sechs Stiicke der Schwarz’schen Fliche (2 mit einbegriffen), 
die alle einander congruent sind und in der gemeinsamen Hecke ¢, in 
der sie ein und dieselbe Tangentialebene haben, zusammenstossen, wah- 
rend ihre anderen Ecken simtlich in den Mittelpunkten der Wiirfel- 
kanten liegen*). Die wirklichen Werte fiir die Coordinaten der Ecken 
dieser sechs Stiicke sind die folgenden: 
ZOO 70) ee sd Pcl aa Ml OE GC k, —k); 
~) (0, 0, 0), (—k, k, 0), (—k, 0, —k), ( 0, k, —k); 
2,) (0, 0, 0), (—k, k, 0), ( 0, k, k), (=, 0, k); 
»;) (0, 0, 0), ( 0, —k, k), (—k, —k, 0), (=k, 0, k); 
z) 0,0,0), © —k , 0, ¥, Ch —#,0); 
»;) (0, 0, 0), (k, 0, —k), (0, —k, —k), (k, —k, 0). 

Nehmen wir nun ein beliebiges der sechs krummen Vierecke &,, 
so ist seme analytische Fortsetzung lings einer von ¢ ausgehenden 
Seite offenbar eins der X selbst; die analytische Fortsetzung von 2; 
langs einer von dem ¢ gegentiberliegenden Eckpunkt ausgehenden Seite 
ergiebt sich dagegen durch eine Translation eines der iibrigen sechs 
Stiicke 2; vom Betrage 2k. Um dieses nachzuweisen, brauchen wir 
nur das urspriingliche Stiick 2 zu betrachten, da ftir die anderen 
fiinf das niimliche gilt. Die Spiegelung von ¥ an ab liefert in der 
That das um 2k in der Richtung der x-Axe verschobene Stiick 3, 
und die Spiegelung von 2 an ad ebenso das um 2h parallel der 
y-Axe verschobene Stiick >. 


*) Um von den im Texte angegebenen geometrischen Verhiltnissen eine 
klare Vorstellung zu erhalten, mag sich der Leser zweckmiissig eines festen 
Modells der Wiirfelkanten bedienen, in das mittels Faden die sechs Vierecke, 
welche die betrachteten Stiicke der Schwarz’schen Fliche begrenzen, eingeschrieben 
werden kénnen. 
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Es besteht demnach das ganze innerhalb des Wiirfels gelegene 
Gebiet der Schwarz’schen Fliche aus sechs Stiicken 2;; die Flache 
reproduciert sich daher in den tibrigen Wiirfeln periodisch, so dass sie 
den ganzen Raum gleichmissig durchsetzt. 


§ 224. Die zur Schwarz’schen Fliche conjugierte Minimalfliche. 


Hinsichtlich der conjugierten Flache, die Schwarz ebenfalls unter- 
sucht, bemerken wir kurz, dass auch sie bemerkenswerte Higenschaften 
besitzt, die denjenigen der in den voraufgehenden Paragraphen behan- 
delten Flache ganz analog sind*). Insbesondere werden wir sehen, 
dass auch diese neue Minimalfliche S’ in unendlich viele congruente 
krumme Vierecke mit geradliniger Begrenzung zerfillt, und dass in 
jedem endlichen Gebiet des Raumes nur eine endliche Zahl solcher 
Vierecke liegt. Betrachten wir auf der urspriinglichen Fiche S zwei 
von den krummen Vierecken, die lings einer Kante Ab zusammen- 
stossen, so begrenzen die vier Symmetrieebenen der beiden Vierecke 
auf dem von ihnen gebildeten Sechseck ein neues Viereck, dessen 
Seiten gleich lange Bogen ebener geoditischer Linien sind und dessen 
Winkel in zwei Gegenecken je 60°, in den beiden anderen je 90° be- 
tragen. Nun geht auf der conjugierten Flache S’ dieses Viereck in ein 
solches mit geradliniger Begrenzung tiber. Daher liegen auf der 
Minimalfliche S’ unendlich viele krumme Vierecke mit ge- 
radliniger Begrenzung, deren Seiten gleiche Lange haben 
und deren Winkel in zwei Gegenecken je 60° und in den 
beiden anderen je 90° betragen**). 

Hiervon ausgehend kénnen wir, ganz analog wie in den vorauf- 
gehenden Paragraphen, diejenige Bewegungsgruppe bestimmen, welche 
die Flache S’ reproduciert, und also die analytische Fortsetzung jedes 
krummen Vierecks von 8’ untersuchen. 

Es sei ABCD ein solches Viereck, dessen Winkel bei A und C 
je 60°, bei B und D je 90° betragen; wir wollen dann die Seiten AB, 
BC, CD, DA mit 1, 2, 3, 4 und die Spiegelungen an diesen Seiten 
beztiglich mit S,, S,, S,, 8, bezeichnen. 

Durch Combination dieser Elementarbewegungen kénnen wir von 


*) Ihre Gleichungen ergeben sich aus den Formeln (8), 8. 397, wenn von den 
Integralen rechts statt der reellen Teile die Coefficienten der imaginiren Teile 
genommen werden. 

**) Um ein solches Viereck zu erhalten, braucht man nur zwei Seitenflichen 
eines regelmiissigen Oktaeders, die lings ciner Kante an einander stossen, zu 
combinieren und die gemeinschaftliche Kante wegzudenken. 


412 Kap. 15. Das Plateau’sche Problem und die Schwarz’sche Minimalflache. 


diesem Viereck zu jedem anderen auf der Flache gelangen. Wollen wir 
also die Elementaroperationen der Gruppe G, welche die Flache un- 
geaindert lasst, erhalten, so brauchen wir zu den vorhin genannten 
Bewegungen nur noch diejenigen hinzuzufiigen, welche das Viereck 
ABCD wngeandert lassen. . 

Nun ist die einzige derartige Bewegung die Spiegelung an der 
Verbindungslinie der Mittelpunkte von AC und BD, die wir mit S; 
bezeichnen wollen. 


§ 225. Die Gruppe der conjugierten Flache. 


Bezeichnen wir mit k/2 die gemeinsame Linge der vier Kanten, 
so ist sofort klar, dass sich bei passender Orientierung des Vierecks 
ABCD gegen die Coordinatenaxen fiir die Coordinaten der Kckpunkte 
die folgenden Ausdriicke ergeben: 


A=(0,0,0), B=(k,0,k), C=O, 0, 2k), D=(0, k, k). 
Daraus folgt, dass die Hlementaroperationen der Gruppe G analytisch 
durch nachstehende Gleichungen dargestellt werden: 

S,) = 2 ty, =e : 
S,) eo 2k—2, y=—y , &=2kh—-Z; 
8) e=—— a -, y= 2h 4, 2= 2k —y: 
S,) “= — 7 ? y= 2 ’ gy 3 
PO a eR a fae , &=2kh—ez. 
Werden ferner die Beziehungen: 
S58, 85 ae Sy, S53 55 is 8, 


berticksichtigt, so ergiebt, sich, dass die gesamte Gruppe G durch 
die drei Elementarsubstitutionen S,, S,, S, erzeugt wird. 
Nun betrachten wir die beiden in G enthaltenen Substitutionen: 


H—8S8;, K—=8§,5;. 
Ihre analytischen Ausdriicke sind: 
H) w=2k—2, y=—a2, w=y 
K) =e , Y=—a, = 2Ak—y, 
und ihre dritten Potenzen die Translationen: 
HH) w= 2h+4, y=—2k+y, 2’=—2h+a; 
K*) a= 2h-+a, y=—2kh+y, w= kta. 
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Die mittels S, transformierte Substitution H® ist die neue Translation: 
S,IP SS") w= 2k+2, y=2h+y, #&=—2k+z. 


Aus der Combination dieser mit den vorhergehenden folgt, dass in @ 
die beiden Translationen: 


R= 7A, yy , &=—Z, 
at, 5 yo=yt4k, we 
enthalten sind. Da ferner die mittels S, transformierte Substitution 
K®* diese: 
S,K°S7') a’=2k+a, y=2k+y, = 2hk+2 


ist, so geht daraus hervor, dass auch die Translation: 


=f, Yoy, e=¢-+tAk 
wu G gehort. 
Die Gruppe G enthalt demnach alle Translationen von der Form: 


e=2+2mk, y=yt2nk, 2’=2-+ pk, 


wo m, ”, p ganze Zahlen sind, die entweder samtlich gerade oder 
simtlich ungerade, d. h. der Bedingung 
) = n = p(mod 2) 
unterworfen sind. Die Translationen von der obigen Form bilden 
offenbar eine Untergruppe I’ von G, und wie wir sofort sehen werden, 
sind keine weiteren Translationen in G enthalten*). Zunichst kénnen 
wir leicht nachweisen, dass I’ eine ausgezeichnete Untergruppe von G 
ist, da die Hlementaroperationen von G, nimlich S,, S,, S,, die Gruppe 
Tin sich tiberfiihren. Wie in § 222 teilen wir dann die Operationen 
von I’ in Klassen von beziiglich I" iiquivalenten Operationen ein. 
Setzen wir: 
Ss = 8,43, 

so bilden die drei Substitutionen S,, S,, S, mit der identischen eine 
Gruppe (Vierergruppe). Setzen wir ferner: 


BARES Gig e= Koech 


und bilden wir die 24 Operationen: 


*) Als Elementartranslationen von [ kénnen offenbar die folgenden 
drei gewihlt werden: 


jercg oi met | Le nokia: 
w= o ? ‘=y + 4k, a= 8; 
Pe oee. 5 y=yt+2k, 22+ 2k. 
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1 anders) Dy yi uiBe ’ 
Ue OS) vey | Ae ee, 
U-1, U-'8,, U-18,, U-'S,, 
S; ? S; S, ? S; 8 ? Ss Ss ? 
SU SUS) SNe me ee 
SU. SoS Seb as USN, 


so sehen wir, dass dieselben ein vollstindiges System von beziiglich I" 
nicht iquivalenten Operationen bilden. Daraus folgt: 

Die Gruppe G@ enthalt als ausgezeichnete Untergruppe 
vom Index 24 die Translationsgruppe I. 

Insbesondere ergiebt sich hieraus die Unstetigkeit der Gruppe G, 
also die Higenschaft der Minimalflache S’, in dreifach periodischer 
Weise den Raum gleichmissig zu durchsetzen. 


§ 226. Die zweite Variation des Flicheninhalts einer Minimalfiiche. 


Am Schlusse dieser Betrachtungen iiber die Minimalflachen kehren 
wir zuriick zu der Minimumaufgabe, von der wir ausgegangen sind, um 
die wichtigen Untersuchungen von Schwarz tiber die zweite Varia- 
tion des Flicheninhalts eines Minimalflachenstiicks in ihren Grund- 
ziigen mitzuteilen®). Aus denselben folgt insbesondere, dass, wenn in 
jedem Punkte einer Flache die Summe der Hauptkriimmungsradien 
gleich Null ist, jedes in geeigneter Weise umgrenzte Stiick der Flache 
beztiglich der fest gedachten Begrenzung die Minimumeigenschaft, die 
zu seiner Definition benutzt wurde, wirklich besitzt. 

Ks seien S eine auf ihre Kriimmungslinien w, » bezogene Minimal- 
flache, 

ds? = (du? + dv?) 
das Quadrat ihres Linienelements, also 

ds’? = = (du? + dv?) 
dasjenige des Linienelements der Bildkugel und 

YT, =h, 1, =A 
die Hauptkriimmungsradien der Minimalfliche. 

Wir betrachten ein yon einer Randlinie C begrenztes Stiick von 
S und ein S unendlich benachbartes von derselben Randlinie begrenztes 


Flachenstiick S’. Auf jeder Normale von S schneidet die Flache S’ 
ein unendlich kleines Stiick ab, das wir mit eq bezeichnen wollen, wo 


*) Werke, 1..Band, 8. 151 u., f. 
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é eine unendlich kleine Constante und w eine Function von u und v 
ist, die wir samt ihren ersten partiellen Differentialquotienten in dem 
ganzen betreffenden Gebiet von S als endlich und stetig voraussetzen 
und die nur lings des Randes C Null werden soll. 

Wir vergleichen nun das von C eingeschlossene Flachenstiick yon 
S mit dem entsprechenden von S’, wobei wir nur die Glieder beriick- 
sichtigen, die ¢ in der ersten und zweiten Potenz enthalten. Fiir die 
Coordinaten des Punktes P’ von S’, der einem Punkte P von S ent- 
spricht, haben wir offenbar die Ausdriicke: 

e=matesepX, yeytepY, 22+ eZ. 

Berechnen wir die Coefficienten L’, F’, G’ des Quadrats des 
Linienelements von 8’, so erhalten wir unter Beriicksichtigung der 
Gleichungen: 


an ile o08 em io aha age et 
Pia lg, PM py Higepyell ey 
die Werte: 
t 2ey grap” 2 Ow\? 
B= 2 (1+ 2% + io) +e (-*): 
Pa oh, 
U VU 
, Zep , 87? y? 2 (Ov 
@=1(1— 458) +. (~) 


Demnach ist: iibes es, 
veo =1(14+5 (G2) + @)—7F]]. 


Die Differenz der beiden Flichenriume, 0S = S’— 8S, ist daher bis 
auf unendlich kleine Gréssen von héherer als der zweiten Ordnung 
durch 


(13) os ffl) +) |auae 


gegeben, wo das Doppelintegral iiber das in Rede stehende Gebiet von 
S oder, was dasselbe ist, tiber das entsprechende Gebiet auf der Kugel 
za erstrecken ist. Dieses ist der von Schwarz fiir die zweite 
Variation des Flicheninhalts eines Minimalflachenstticks abgeleitete 
Ausdruck, aus dem sich mittels einiger Hilfsbetrachtungen die bemer- 
kenswerten Folgerungen ergeben, zu deren Ableitung wir nun tibergehen. 


§ 227. Untersuchung der zweiten Variation. 


Wir betrachten eine beliebige andere Minimalflache, die der Flache 
S durch Parallelismus der Normalen zugeordnet werden mége, und es 
sei X) dasjenige Stiick dieser neuen Fliche, welches dem betreffenden 
Stiick yon S entspricht. Dann sind die beiden Flichenstiicke auf ein 
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und dasselbe Stiick der Kugelflache, das wir mit o bezeichnen wollen, 
abgebildet. Bedeutet W den Abstand der Tangentialebene des Stiickes 
= vom Coordinatenanfangpunkt, so ist W ein Integral der Gleichung 
(S. 141, (86)): 
(14) 4,W+2W=0, 
wenn' 4,'W der fiir das Linienelement der Kugel berechnete zweite 
Differentialparameter von W ist. 

Nun setzen wir voraus, dass dieses Integral der Gleichung (14) 
oder auch der Gleichung: 


o7W aw 2W 
Ce gas Vicgumittoiaaere © 
in keinem Punkte des Kugelstiickes 6, auch nicht auf dem Rande, ver- 
schwinde, was damit gleichbedeutend ist, dass in keinem Punkte des 
Sttickes 2X die Tangentialebene durch den Anfangspunkt geht. Dann 


kénnen wir den Ausdruck unter dem Integralzeichen in der Gleichung 
(13) in die Form: 


op’, (Ov)? 2p? _[(ey wow), (en wow | 
(a) te) — IG ee 
0 (~? oW oO (ww? OW 
ae a (F ra) is ov ( cv ) 
bringen, so dass das Integral (13) in drei Teile zerfallt, von denen 
die letzten beiden identisch gleich Null sind, wie sich ergiebt, wenn 


man partiell integriert und beriicksichtigt, dass ~ auf dem Rande ver- 
schwindet. Es bleibt also 


rie Op  waw\, (ov » li | , 
soll W Ga) + (55 — woo) [eee 


tibrig, und da, wie die Function % auch gewiahlt werden mag, das 
rechts stehende Integral wesentlich positiv ausfillt*), so folgt daraus, 
dass jede S unendlich benachbarte und von derselben Randlinie be- 
grenzte Flache S’ in der That einen grésseren Flicheninhalt besitzt, 
als S. Dieses Ergebnis kénnen wir in der folgenden von Schwarz 
gegebenen Fassung aussprechen: 

Kin Stiick einer Fliche mit der mittleren Kriimmung Null 
besitzt unter allen ihm unendlich benachbarten und von der- 
selben Randlinie begrenzten Flichenstticken sicherlich dann 
den kleinsten Inhalt, wenn es ein demselben durch Paralle- 
lismus der Normalen entsprechendes Flachenstiick M der- 


*) Das Integral kénnte niimlich nur fiir » = ¢W (c = Const.) verschwinden ; 
dann wiirde aber w auf dem Rande nicht Null werden, 


§ 228. Satz von Schwarz tiber die zweite Variation. 417 


selben Art und von der Beschaffenheit giebt, dass in keinem 
Punkte von M die Tangentialebene durch einen im Raume 
fest gegebenen Punkt geht. 


§ 228. Satz von Schwarz iiber die zweite Variation. 


Wahlen wir speciell als neue Minimalfliche die Fliche selbst, 
so sehen wir, dass das betreffende Stiick von S die Minimumeigen- 
schaft wirklich dann besitzt, wenn es, von einem passend gewihlten 
Punkte des Raumes aus gesehen, als scheinbaren Rand eine Linie hat, 
die ganz ausserhalb des betrachteten Gebietes liegt. 

Hinsichtlich des spharischen Bildes 6 dagegen kénnen wir sagen, 
dass die Minimumeigenschaft sicher dann vorliegt, wenn es ein In- 
tegral W der Gleichung (14*) giebt, das in dem ganzen Gebiet o, 
einschliesslich des Randes, positiv ist. Beachten wir nun, dass z. B. 

EM arr A 
particulire Integrale der Gleichung (14*) sind, so sehen wir speciell, 
dass, wenn das Gebiet 6 ganz innerhalb der Flaiche einer Halbkugel 
liegt, die obige Bedingung erfiillt ist. Folglich besitzt jedes Stiick einer 
Flache mit der mittleren Kriimmung Null, dessen sphirisches Bild 
innerhalb einer Halbkugelfliiche liegt, die Higenschaft, dass sein Inhalt 
ein Minimum ist. 

Schliesslich bemerken wir, dass wir das allgemeine Integral der 
Gleichung (14*) angeben kénnen, indem wir die complexe Verinderliche 


t=a+i8 
auf der Kugel einfiihren (S. 359), wonach sie die Form: 
OW. a7 Ww 8W 
(15) 0a ae 0B? + reap 


annimmt. Da nun W die Entfernung der Tangentialebene einer Mini- 
malflache vom Anfangspunkt ist, so finden wir, wenn wir die Coordi- 
naten des Bertihrungspunktes durch die Weierstrass’schen Gleichungen 
(11), 8. 361, ausgedriickt denken und 

W=Xa+ Yy+ Zz 
berechnen, als allgemeines Integral der Gleichung (15) unter Weglas- 
sung des Zahlenfactors 2: 


WR f@—= fe), 


wo f(r) eine willkiirliche Function der complexen Veranderlichen + 
bedeutet. 
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Kapitel XVI. 


Pseudosphiarische Geometrie. 


Conforme Abbildung der pseudosphirischen Flichen auf die Halbebene. — Dar- 
stellung der Bewegungen (Verbiegungen) der Flache in sich durch lineare Sub- 
stitutionen der complexen Verinderlichen. — Andere conforme Abbildung. — 
Geoditische Parallelen und Parallelitatswinkel. — Pseudosphirische Trigonometrie. 
— Uberblick iiber die nichteuklidische Geometrie. — Beltrami’sche Abbildung. 
— Flaichen, die auf die Ebene geoditisch abbildbar sind. — Ftir eine gegebene 
pseudosphirische Flache lasst sich die Integration der Differentialgleichung 
der geoditischen Linien auf Integration einer Riccati’schen Differentialgleichung 
zuriickftihren. 


§ 229. Zweidimensionale Mannigfaltigkeit von constanter Kriimmung. 


Wir wollen uns nun mit den Flachen von constantem Kriimmungs- 
mass beschiftigen und beginnen unsere Untersuchungen mit der Ab- 
leitung der Grundlagen ihrer Geometrie in dem in § 92, 8. 179, fest- 
gesetzten Sinne. 

Die Geometrie der Flachen mit verschwindender oder positiver 
constanter Kriimmung fallt mit der gewoéhnlichen ebenen oder sphi- 
rischen Geometrie zusammen. Wir kénnen und werden uns also in dem 
vorliegenden Kapitel auf die Behandlung der Geometrie auf den pseudo- 
spharischen Flichen, oder, wie wir sagen, auf die der pseudosphiri- 
schen Geometrie beschrinken. 

Zu Grande legen wir unsern Untersuchungen eine conforme Ab- 
bildung der pseudosphirischen Flichen auf die Halbebene, die sich bei 
den wichtigen analytischen Untersuchungen von Klein und Poin- 
caré tiber die automorphen (Fuchs’schen) Functionen als sehr frucht- 
bringend erwiesen hat. 

Wir definieren das Linienelement der pseudosphirischen Fliche 
durch die Gleichung (8. 190): 


Qu 


(1) ds® = du? + e® dv’, 
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worin R der Radius der pseudosphirischen Fliche ist. Bei diesen 
allgemeinen Untersuchungen mitissen wir von jeder besonderen Flichen- 
form, zu der das obige Linienelement wirklich gehért, absehen, insofern 
als wir diese Untersuchungen tiber die allgemeine zweidimensio- 
nale Mannigfaltigkeit mit constantem Kriimmungsmass anstellen, 
fiir welche die Gleichung (1) das Elementargesetz fiir das Mass des 
Abstandes zweier unendlich naher Punkte angiebt (vgl. § 93, S. 181). 
Fiir alle reellen und endlichen Werte von w bleibt die Function: 


VG =e” endlich, stetig und positiv, weshalb wir jedem Paare reeller 
und endlicher Werte: wu = u,, v =v, einen reellen und im Endlichen 
gelegenen Punkt der Flache zuordnen, und umgekehrt: unendliche 
Werte von w und v lefern unendlich ferne Flichenpunkte. 


§ 230. Conforme Abbildung der pseudosphirischen Flichen auf die 
Halbebene. 


Betrachten wir x, y als rechtwinklige Cartesische Coordinaten eines 
Punktes der Bildebene, so geben uns die Gleichungen: 


u 


(2) a=v, y=Re ® 


die conforme Abbildung, von der vorhin die Rede war. Die reellen 
und im Endlichen gelegenen Flachenpunkte entsprechen eindeutig den 
Punkten der Halbebene y > 0, die wir die positive Halbebene nennen 
wollen; das Bild der unendlich fernen Flaichenpunkte ist die v-Axe. 
Sie heisse die Grenzgerade*). 

Zunichst sehen wir zu, was fiir Curven in der Bildebene den 
geodatischen Linien der Fliche entsprechen. Da der Ausdruck fiir das 
Linienelement durch die Gleichung (1) gegeben ist, so ergiebt sich als 
Gleichung der geoditischen Linien in endlicher Foun (§ 89, 8. 174, 
Gleichung (26)): 


chica he i Rea 1 
R ate 
py fihapeyte fac a. Re 40, 


worin k, 6 zwei willktirliche Constanten sind. Infolge der Gleichungen 
(2) hat die Bildeurve in der Ebene die Gleichung: 


*) Wir miissen die Bildebene als die Gaussische complexe Ebene, mit einem 
einzigen unendlich fernen Punkt, der zugleich unendlich ferner Punkt der x-Axe 


ist, auffassen, 
27* 
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(3) (@ — + = Fe 


Also: Jede geoditische Linie der Fliche wird in einen die 
Grenzgerade senkrecht schneidenden Kreis abgebildet, und 
umgekehrt. Wir sehen dabei, dass auch die geoditischen Linien: 
v == Const. keine Ausnahme bilden, da sie in Senkrechten zur x-Axe 
(Kreise mit unendlich fernem Mittelpunkt) abgebildet werden. 

Da nun durch zwei Punkte der Halbebene stets ein und nur ein 
Kreis geht, der die Grenzgerade senkrecht schneidet, so haben wir das 
wichtige Ergebnis: Zwei beliebige Punkte M, und M, der pseu- 
dosphirischen Fliche kénnen durch eine und nur eine geo- 
ditische Linie verbunden werden. 

Wir untersuchen nun, wie sich die wahre geoditische Entfernung 
der beiden Punkte M, und M, in der Bildebene ausdriickt. Fiir den 
Bogen s der geodiitischen Linien haben wir (nach 8. 174, (27)): 


u 2u 
2 aw == tie Vern), 


7 


ye 


s= Blog (# +V5—K) +e. 


Rechnen wir den Bogen s von dem Punkte aus, dessen Bild der héchste 


also wegen (2): 


Paonkt: -y = . des Bildkreises ist, so miissen wir C gleich — R logk 


setzen. Hs ist dann: 


1 4/ RIN aos 
s= Rlog(# + iV — i). 


Der Ausdruck hinter dem Logarithmenzeichen ist, wie leicht er- 
sichtlich, das Doppelverhiltnis von vier Punkten, naimlich von den 
beiden Schnittpunkten des Bildkreises mit der Grenzgeraden, seinem 
héchsten Punkte und dem Bildpunkte des Endpunktes des Bogens. 

Daraus folgt allgemein: Die geodatische Entfernung der 
beiden Punkte M,, M, der Fliche ergiebt sich, wenn der 
Logarithmus des Doppelverhiltnisses, das die beiden Bild- 
punkte m,, m, auf dem Bildkreise der geod&tischen Linie 
M,M, mit den beiden Schnittpunkten dieses Kreises und der 
Grenzgeraden bestimmen, mit R multipliciert wird. 

Bezeichnen wir mit y,, y, die Ordinaten von m,, m,, so lautet 
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der Ausdruck fiir die geodatische Entfernung 6 der beiden Flichen- 
punkte M,, M,: 


wo im Nenner das obere oder das untere Vorzeichen zu wihlen ist, je 
nachdem die beiden Punkte m,, m, des Bildkreises auf derselben oder 
auf verschiedenen Seiten des héchsten Punktes dieses Kreies liegen. 


§ 231. Darstellung der Bewegungen der Flache in sich durch lineare 
Substitutionen der complexen Verinderlichen. 


Wir setzen nun: 


o=axtiy=—v+iRe ® 

und denken uns die Werte der complexen Veranderlichen auf der 
pseudosphiarischen Flache ausgebreitet, so dass jeder Wert von @ mit 
positiver Ordinate einen Flichenpunkt liefert, und umgekehrt. Dann 
k6nnen wir einen Flichenpunkt direct mit dem zugehérigen Wert der 
complexen Verinderlichen @ bezeichnen. Im siebenten Kapitel haben 
wir gesehen, dass jede pseudosphirische Fliche dreifach unendlich viele 
Arten von Abwickelungen auf sich selbst oder Bewegungen (Verbiegungen) 
in sich gestattet (S. 188), und nun stellen wir eine Frage, wie wir sie 
bereits fiir die Kugel gestellt hatten (Kap. III, § 45), nimlich die Frage, 
wie sich eine soleche Bewegung der Flache in sich, bei der die Punkte 
co in die Punkte ’ tibergehen mégen, analytisch darstellen wird. Die 
Antwort ist der friither fiir die Kugel gefundenen ganz analog, ja in 
gewissem Sinne sogar noch einfacher, wie wir sehen werden. 

Da die von w und w’ beschriebenen Figuren einander congruent 
sind, so ist ’ eine Function von w. Denn der Fall, dass @ eine 
Function der conjugierten Grésse w, ist, wird ausgeschlossen, wenn wir 
annehmen, dass die Verbiegung stetig erfolge und also Winkeltreue 
ohne Anderung des Sinnes stattfinde. Es ist also w’ eine Function 
von @, die zwar zunichst nur fiir die Werte von @ in der positiven 
Halbebene definiert ist; da aber ’ fiir reelles @ auch reell ist, denn 
die unendlich fernen Punkte der Fliche bleiben bei der Bewegung 
unendlich fern, so ist w’ fiir alle Werte von w in der negativen Halb- 
ebene durch die Bestimmung gegeben, dass w’ fiir den zu @ conjugier- 
ten Wert @, den zu o’ conjugierten Wert o, annehmen soll. Nun 
brauchen wir nur noch zu beachten, dass jedem Werte von @ ein 
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einziger von ow’ entspricht und umgekehrt, um daraus schliessen zu 
kénnen, dass w’ eine lineare Function von ist: 


(6) ‘Pie 


Da ferner fiir reelles @ auch w’ reell ist, so sind @, B, y, 0 reell (ab- 
gesehen von einem gemeinsamen Factor, der weggelassen werden kann). 
Da weiterhin die Ordinate von @’ zugleich mit der Ordinate von 
positiy ist, so ist die Determinante «#d — By positiv und kann ohne 
weiteres gleich + 1 angenommen werden. 

Driicken wir nun das Quadrat des Linienelements (1) mittels der 
complexen Veranderlichen und der dazu conjugierten Veranderlichen 
@, aus, so erhalten wir: 

4? 


(5*) (2 dada 


(@—o,)? 
Auf Grund dieser Gleichung lasst sich sofort nachweisen, dass die 
lineare Substitution (5) mit reellen «, 8B, y, 0 das Linienelement in sich 
transformiert. Demnach haben wir das Ergebnis: 
Die Bewegungen der pseudospharischen Flache in sich 
werden durch die auf die complexe Veranderliche w ange- 
wandte lineare Substitution mit reellen Coefficienten: 


(6) o' = ane ad — py = 1, 


dargestellt. 


§ 232. Bewegungen erster Art. 


Fiir jede Substitution (6) giebt es zwei Werte von w, die fest 
bleiben; es sind dieses die Wurzeln der quadratischen Gleichung: 
(7) yo? + (d — a)o —B=O0. 

Nun k6énnen, je nach dem Vorzeichen der Discriminante 
(0 — a)? + 4By = (a@ + 0)? — 4, - 
drei verschiedene Fille eintreten. 

1) («+ 0)? <4. Die Wurzeln der Gleichung (7) sind conjugiert 
complex; die eine hegt in der positiven, die andere in der negativen 
Halbebene. Lrstere stellt einen reellen und im Endlichen gelegenen 
Punkt P der Flache dar, der bei der Bewegung fest bleibt. In diesem 
Falle besteht die Bewegung, die eine elliptische genannt wird, in 
einer (mit Verbiegung verbundenen) Rotation um P. 

2) («+ 0)? = 4. Die Wurzeln der Gleichung (7) sind reell und 
fallen zusammen. Dann bleibt ein einziger Flichenpunkt im Unend- 
lichen fest, und die Bewegung wird eine parabolische genannt. 
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3) («+ 0)? >4. Die Wurzeln der Gleichung (7) sind reell und 
von einander verschieden. Sind A und B die zugehérigen Bildpunkte 
(auf der Grenzgeraden) in der Halbebene, so entspricht dem Kreise tiber 
der Strecke AB als Durchmesser auf der Flaiche eine geoditische 
Linie, die sich wahrend der Bewegung in sich verschiebt. In diesem 
Falle wird die Bewegung einé hyperbolische genannt; sie besteht in 
einem (mit Verbiegung verbundenen) Schleifen der Flache auf. sich, 
bei dem sich eine bestimmte geodiitische Linie in sich verschiebt. 

Hin ziemlich klares Bild von diesen drei Arten von Bewegungen 
erhalten wir, wenn wir die Rotation einer pseudosphirischen Rotations- 
flache vom elliptischen, parabolischen und hyperbolischen Typus um 
ihre Axe betrachten (§ 99, Kap. VI). 

Es diirfte zweckmissig sein, die erhaltenen Ergebnisse unter Ziu- 
grundelegung der complexen Kugelflache oder der complexen Ebene als 
typische Flache mit denjenigen beziiglich der Bewegungen einer Fliche 
mit constantem positiven oder verschwindenden Kriimmungsmass zu 
vergleichen. 

In jedem Falle ist der analytische Ausdruck der Bewegung eine 
lineare Substitution der complexen Verinderlichen. Fiir die Kugel 
haben wir die Cayley’sche Formel (S. 84): 

v= oT) aay + 6B, — 1. 
Bei der Bewegung bleiben zwei diametral einander gegeniiberliegende 
Punkte der Kugel fest. Es giebt also nur eine Art von Bewegungen, 
die stets wirkliche Drehungen sind. 

Fiir die complexe z-Ebene werden die Bewegungen durch die 
ganzen linearen Substitutionen: 

z= ez + C (a eine reelle, C eine complexe Constante) 


dargestellt. Sie zerfallen in zwei Arten, je nachdem e’* von 1 ver- 
schieden ist oder nicht; erstere sind Drehungen um einen im Endlichen 
gelegenen Mittelpunkt, letztere Translationen. 


§ 233. Bewegungen zweiter Art. 


Wir betrachten nun diejenigen Bewegungen der pseudosphirischen 
Flache in sich, bei welchen sich die beiden Seiten vertauschen. Wir 
wollen sie Bewegungen zweiter Art nennen, wahrend wir die 
vorhin betrachteten als solche erster Art bezeichnen*). Um den 
analytischen Ausdruck fiir die Bewegungen zweiter Art zu finden, 


*) Vgl. Klein-Fricke, Elliptische Modulfunctionen. Leipzig 1890, 1. Bd., 
S. 196 ff. 


’ 


$ 
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brauchen wir nur zu beachten, dass die Spiegelung der Flache an der 
geoditischen Linie v = 0 durch die einfache Gleichung: 


a= — W 
dargestellt wird. Da sich nun aus der Aufeinanderfolge zweier Be- 
wegungen zweiter Art eine Bewegung ergter Art ergiebt, so erhalten 
wir durch Combination der obigen Gleichung mit der Gleichung (6) 


sofort das Ergebnis: Die Bewegungen zweiter Art der pseudo- 
sphirischen Fliche werden durch die linearen Substitutionen 


mit reellen Coefficienten und der Determinante — 1: 
, OOS 

(8) fier : 

dargestellt. 


Eine Wiederholung der Bewegung (8) liefert die Bewegung erster 
Art: 
sk ,__ _(@* — By)o + BO —@) © 
oe oO = I 7O— oa + OF By)’ 
die, wenn sie nicht bloss die Identitét ist, notwendig hyperbolisch 
ist, da 


(a 4+ 6% — 267)? = [(w — 0? + 2P > 4 


ist. Wollen wir priifen, ob bei der Bewegung (8) Punkte fest bleiben, 
so haben wir zunachst zu beachten, dass ein soleher Punkt auch bei 
der Wiederholung der Bewegung fest bleibt und demnach der Wert 
von @ fiir diesen Punkt reell sein muss. 

Da nun eben die beiden Wurzeln a der Gleichung: 


ya? — (0 + «a+ p=0 
reell und verschieden sind, so ist klar, dass bei der Bewegung (8) zwei 
reelle, getrennte und im Unendlichen gelegene Punkte der Flache fest 
bleiben, die auch die festen Punkte im Falle der hyperbolischen Be- 
wegung (8*) sind. Die geodiitische Linie, die bei der Wiederholung 
der Bewegung (8*) fest bleibt, bleibt es auch bei der Bewegung (8); 
alle tibrigen geoditischen Linien dagegen iindern ihre Lage. 

Wir betrachten nun den besonders interessanten Fall, in dem die 
Wiederholung der Bewegung (8) die Identitit liefert, was nur dann 
eintritt, wenn 0 =o ist. Dann bleiben infolge der Gleichung (8) in 
der w-EHbene alle Punkte des Kreises: 


7 (2? + y*) — 20x + B= 0 


oder: 


a \2 1 
7s) + y? = -, 
( : y 7 
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fest. Dieser Kreis ist reell und schneidet die Grenzgerade rechtwink- 
lig*). Also: Hine Bewegung zweiter Art mit der Periode 2 ist 
nichts anderes als eine Spiegelung der Flache an einer reellen 
geodatischen Linie, deren Punkte simtlich fest bleiben. 

Hieraus folet dann unmittelbar: 

Jede andere Bewegung zweiter Art ergiebt sich als Auf- 
einanderfolge einer Spiegelung der Flaiche an einer geodi- 
tischen Linie und einer Verschiebung der Flache in sich 
langs dieser Linie (einer hyperbolischen Bewegung). 

Wir iiberlassen es dem Leser, diese Ergebnisse mit denjenigen fiir 
Bewegungen der Kugel und der Hbene, bei denen sich die beiden 
Seiten vertauschen, zu vergleichen. 


§ 234. Ab&nderung der conformen Abbildung. 
Auf die in § 230 benutzte Abbildung der Punkte der pseudo- 


spharischen Fliche wenden wir nun eine Transformation mittels reci- 
proker Radienvectoren an, wobei wir den Pol der Transformation in 
die negative Halbebene verlegen. Die Grenzgerade geht dann in 
einen Grenzkreis iiber; die reellen und im LEndlichen gelegenen 
Flachenpunkte werden auf das Innere des Grenzkreises abgebildet, die 
Punkte im Unendlichen auf die Peripherie, wihrend den 4usseren 
Punkten kein reeller Flichenpunkt entspricht. Die geodatischen Linien 
der Flachen werden als Kreise abgebildet, die den Grenzkreis ortho- 
gonal schneiden, und die wirkliche geoditische Hntfernung zweier 
Punkte wird nach einem Gesetz gemessen, das dem in § 230, 8. 420, 
angegebenen vollig analog ist. 

Unter den zum Grenzkreise orthogonalen Kreisen befinden sich 
auch die Durchmesser des Grenzkreises; die ihnen entsprechenden geo- 
datischen Linien gehen von einem reellen und im Endlichen gelegenen 
Punkte der Flache aus. Auf Grund dessen kénnen wir die Formeln 
fiir diese Abbildung ableiten, indem wir von dem elliptischen Ausdruck 
fiir das Quadrat des Linienelements der Flache (vgl. 5. 190): 


ds? = du? + I? sinh? = dv® 


ausgehen und dasselbe mit dem Quadrat des Linienelements der Ebene 
in Polareoordinaten: 

ds? = dg? + 9d? 
vergleichen. Nach Hinfithrung der isometrischen Parameter ergiebt 
sich die Abbildungsformel: 


*) Ist y = 0, so tritt natiirlich an Stelle des Kreises die Gerade: 7 = ui ) 
die auf der Grenzgeraden senkrecht steht, 
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log tgh + iv =m(logo + 7%) + a+b, 


wo m, a, 6 reelle Constanten sind. Da aber auch in der Umgebung 
des Punktes 9 = 0 Winkeltreue herrschen muss, so miissen wir m 
gleich Hins setzen. ? 

Die Constante b kann gleich Null gesetzt und a durch Anderung 
der Gréssenverhiltnisse der Figur gleich Eins gemacht werden. Dem- 


nach lauten die Abbildungsformeln einfach: 
UW 


(9) o = tgh sp, v=, 


und es ist der Radius des Grenzkreises gleich Hins, da 9 = 1 fiir w= oo ist. 


§ 235. Abbildung der Curven von constanter geodatischer 
Krimmung. 

Die eben betrachtete Abbildung sowie auch diejenige, von der 
wir ausgegangen sind, haben mit der stereographischen Polarprojection 
der Kugel die wichtige Higenschaft gemein, die in dem nachstehenden 
Satze ausgedriickt ist: Jede Flichencurve von constanter geo- 
datischer Kriimmung hat zur Bildeurve in der Ebene einen 
Kreis, und umgekehrt. 

Zum Beweise bemerken wir zunichst, dass auf jeder pseudosphi- 
rischen Fliche (wie auf jeder beliebigen Flache mit constantem Kriim- 
mungsmass) die geodiitischen Parallelen zu einer Curve LZ von con- 
stanter geoditischer Kriimmung ebenfalls constante geodatische Kriim- 
mung besitzen und mit den Orthogonaltrajectorien ein Isothermen- 
system bilden. Wir wihlen namlich als Parameterlinien v = Const. die 
I, senkrecht schneidenden geodiatischen Linien und als Parameterlinien 
wu == Const. ihre Orthogonaltrajectorien, von denen die Curve w=0 die 
Curve L sein mége, und setzen ferner fest, dass der Parameter v der 
Bogen der Curve u« = 0, gerechnet von einem festen Punkte der Curve 
an, und w der Bogen einer geoditischen Linie, gerechnet von wu = 0 an, 
sein soll. Dann hat das Quadrat des Linienelements die Form (§ 96, 
8. 187): 


u wy 2 
ds* == du? + (ee* + w(vje- ") dv’, 
Da nun die geoditische Kriimmung der Curve w= 0, niimlich nach 8. 148 


1 1 p(v) — ¥) 


@ RF 9) +H)’ 

nach Voraussetzung constant ist, so folgt daraus fiir das Quadrat des 
Linienelements eine der drei typischen Formen A), B), ©) des Para- 
graphen 98, 8.190, wodurch die Behauptung bewiesen ist. 
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Ist nach dieser Vorbemerkung ZL eine auf der Flache gelegene 
Curve constanter geoditischer Kriimmung, so haben die geoditischen 
Linien, die sie senkrecht schneiden, zum Bilde ein Kreissystem, das 
wegen seiner Zugehérigkeit zu einem doppelten Isothermensystem ein 
Biischel ist (§ 91, §.177). Es ist demnach jede Orthogonaltrajectorie 
dieser Kreise, insbesondere das Bild der Curve Z, ein Kreis des Ortho- 
gonalbiischels, 

Umgekehrt, ist C’ ein Kreis in der Ebene, so bestimmt er zu- 
sammen mit dem Grenzkreise (bezw. der Grenzgeraden) ein Kreisbiischel, 
dessen Orthogonalkreise Bilder von geoditischen Linien sind, die einem 
Isothermensystem angehéren. Die Orthogonaltrajectorien dieser geodati- 
schen Linien sind folglich Curven constanter geoditischer Kriimmung. 


§ 236. Die drei Arten von geoditischen Kreisen. 


Die Curven constanter geoditischer Kriimmung auf der pseudospha- 
rischen Fliche vom Radius FR zerfallen, entsprechend den drei vorhin er- 
wahnten Ausdriicken B), A), C) fiir das Quadrat des Linienelements, in drei 
wohl zu unterscheidende Arten. Bei der ersten Art ist die geodatische 


; ; fanart ; 
Kriimmung grésser als os bei der zweiten gleich =, bei der dritten 


R 


kleiner als se? Hinsichtlich ihrer ebenen Bilder unterscheiden sie sich 


wie folgt: Nehmen wir als Beispiel die Abbildung auf die Halbebene 
und sei 
@ a +0" 


die Gleichung des Bildkreises der Curve LZ, beachten wir sodann, dass 
das Quadrat des Linienelements (5*) der Fliche die Form: 


ds? = 7 (dx? + dy”) 


hat, und wenden wir die Bonnet’sche Formel (Kap. VI, 8. 149) an, 
so erhalten wir fiir die geoditische Kriimmung der Curve LZ den 
Ausdruck: 

ih oe ; 
roe ts 
Hierdurch werden unsere obigen Folgerungen bestitigt, und ferner 
wird bewiesen, dass die Curve Z zur ersten, zur zweiten oder zur 
dritten Art gehért, je nachdem der Bildkreis ganz im Innern der posi- 
tiven Halbebene liegt oder die reelle Axe beriihrt oder endlich die- 
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selbe schneidet*). Die Curven ZL der ersten Art sind wirkliche geodi- 
tische Kreise mit reellen und im Endlichen gelegenen Mittelpunkten. 
Der Bildpunkt des Mittelpunktes in der positiven Halbebene ist der- 
jenige Punkt, durch welchen alle die Grenzgerade und den Bildkreis 
von L senkrecht schneidenden Kreise hindurchgehen. Im zweiten Falle 
liegt dieser Punkt auf der Grenzgeraden, und der zugehérige Flachen- 
punkt riickt ins Unendliche; es sind somit die Curven mit der con- 


stanten geoditischen Kriimmung es als geodatische Kreise, deren Mittel- 


punkte unendlich fern liegen, aufzufassen, und sie werden auch als 
Grenzkreise bezeichnet. Endlich wollen wir die Bezeichnung ,,geo- 
datische Kreise“ auch auf den dritten Fall ausdehnen; dann sind aber 
die Grenzpunkte des die Grenzgerade und den Bildkreis senkrecht 


schneidenden Kreisbiischels imaginér, und wir nennen deswegen die 


if 


Curven LZ, deren constante geoditische Kriimmung kleiner als RZ ist, 


geoditische Kreise mit imaginaren Mittelpunkten. Die Kreise 
der letzten Art kénnen auch als die geoditischen Parallelen zu einer 
geodatischen Linie definiert werden. 

Wir bemerken schliesslich, dass sich bei der zweiten Abbildung 
die drei Arten von Kreisen hinsichtlich der Bildeurven in der Weise 
unterscheiden, dass der Bildkreis entweder ganz im Innern des Grenz- 
kreises liegt oder ihn von innen beriihrt oder ihn schneidet. 


§ 237. Der Parallelitétswinkel. 


Wir betrachten nun auf der pseudospharischen Fliache eine geodatische 
Linie g und einen nicht auf g gelegenen Punkt 0 und sehen zu, wie sich 
das Biischel der von o ausgehenden geoditischen Linien hinsichtlich der 
Curve g verhilt. Wir bedienen uns der zweiten conformen Abbildung, die 
wir in der Weise vornehmen, dass der Punkt o den Mittelpunkt O des 
Grenzkreises zum Bildpunkt hat (siehe Fig. 12a). Die geoditische Linie 
g ist dann in einen Kreis G, der I senkrecht schneidet, und das Biischel 
der von o ausgehenden geoditischen Linien in das Strahlbtischel mit 
dem Scheitel O abgebildet. Es mégen A, B die Punkte sein, in denen 
G und I’ einander schneiden. Diejenigen Strahlen durch 0, welche in 
dem Winkelraum AOB liegen, schneiden G in reellen Punkten, die 

*) Im letzten Falle ist, wenn w den Winkel bedeutet, unter dem der Bild- 
kreis die Grenzgerade schneidet, offenbar : 

i cos w 
fi é 
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tibrigen nicht. Auf der Fliche entsprechen den Strahlen OA und OB 
zwei geodatische Linien o@ und ob, die parallel zu g genannt werden, 
da ihre Schnittpunkte mit g im Unend- 
lichen liegen (siehe Fig. 12b). Sie bilden 
die Scheidegrenze zwischen denjenigen geo- 
datischen Linien des Biischels (0), welche g 
in reellen, und denjenigen, welche g in 
imaginéren Punkten schneiden. 

Fallen wir vom Punkte o auf g das 
geodatische Lot op, so hat dasselbe den 
kleinsten Abstand des Punktes O vom 
Kreise G zum Bilde. Da die Winkel A OP 
und BOP einander gleich sind, so ist 
auch ( aop = L bop. 

Dieser Winkel « = / aop heisst der 
Parallelitatswinkel des Punktes O be- fed oak 
ziiglich der geoditischen Linie g; er hingt, wie wir sogleich sehen 
werden, nur von der geoditischen Entfernung 0 = op des Punktes o 


rh 


O b 


Fig. 12b. 


von der geoditischen Linie g ab. Um die Beziehung zwischen « und 
0 zu finden, beachten wir, dass sich, wenn unter C der auf OP ge- 
legene Mittelpunkt von G verstanden wird, aus dem rechtwinkligen 
Dreieck OCA die Gleichung: 
CA? + OA? = (CP + OP) = CA? + OP? 4+ 2CA. OP, 
demnach : 4 OAT — OF 
20P 
ergiebt. 
Nun ist: 
O4—1, CA=tea, 


und nach den Abbildungsgleichungen (9): 
OP = tgh 5 
Daraus ergiebt sich die gesuchte Gleichung: 
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10 cot «@ = sinh we , 
(10) R 
die auch in der Form: 

0 
(10*) cot y calc 


geschrieben werden kann. 

Also: Durch jeden Punkt o einer pseudosphirischen Flache 
gehen zwei geoditische Linien, die einer festen geodatischen 
Linie g parallel sind. Der Parallelitiétswinkel « und die 
geoditische Entfernung 0 des Punktes 0 von g sind durch 
die Gleichung (10) oder (10*) mit einander verkniipft. 


Je kleiner 6 ist, desto naher hegt « an =, d. h. die beiden geo- 


datischen Parallelen haben das Bestreben, in eine einzige zusammen- 
zufallen, wenn sich der Punkt o der Curve g nihert. 


§ 238. Geoditische Dreiecke. 


Wir betrachten nun ein geoditisches Dreieck oab auf der Fliiche und 
fiihren die zweite conforme Abbildung in der Weise durch, dass der Bild- 
punkt der Ecke o in den Mittelpunkt O des Grenzkreises fallt (siehe Fig. 13). 
Das Bilddreieck OAB wird dann 
von zwei geraden Strecken OA 
und OB und von dem Bogen AB 
eines Kreises gebildet, der den 
Grenzkreis senkrecht schneidet. Be- 

A sais < zeichnen wir mit D und FE die 

es anderen Schnittpunkte von OA 
a ies bezw. OB mit dem Kreise AB, 
es dessen Mittelpunkt O’ sei, so haben 

wir: 


OA OD 4, “OB? OF 
LA=LAED, |B=LBDE, 


also: 
LA+LB+LO—a2—LACO'B. 


In Ubereinstimmung mit dem 

Sey Gaussischen Satze (§ 90, S. 176) 

ergiebt sich, dass die Summe 

der drei Winkel eines geoditischen Dreiecks kleiner ist als 
zwei Rechte, Da der Fehlbetrag gleich dem durch R? geteilten 


O 
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Flicheninhalt 4 (ebenda) und dieser Fehlbetrag in unserer Figur durch 
den Winkel « = AO’B gegeben ist, so ist: 


aa Ha*). 


Wir sehen ferner, dass jedem geoditischen Dreieck, gleichwie in 
der ebenen und sphiarischen Geometrie, ein geoditischer Kreis um- 
schrieben werden kann; aber in dem vorliegenden Falle kann dieser 
Kreis entweder ein wirklicher geoditischer Kreis, d. h. einer mit reellem 
Mittelpunkt, oder ein Grenzkreis oder endlich ein Kreis mit imagi- 
narem Mittelpunkt sein. Um aus dem ebenen Bilde zu entscheiden, 
welcher der drei Fille vorliegt, brauchen wir nur den Kreis AOB zu 
construieren und zuzusehen, ob er ganz im Innern des Grenzkreises 
liegt oder ihn beriihrt oder ihn schneidet. 


§ 239. Pseudosphirische Trigonometrie. 


Wie in der sphirischen Geometrie, so ist auch in der pseudo- 
spharischen ein Dreieck durch drei seiner Stiicke bestimmt, und es ist 
demnach hier der Ort, auf die Beziehungen, welche die drei Seiten 
und die drei Winkel mit einander verkniipfen (von einander unab- 
hangige giebt es deren drei), d. h. auf die Formeln der pseudospha- 
rischen Trigonometrie einzugehen. Wir bezeichnen ein geodatisches 
Dreieck mit ABC, die drei Winkel mit A, B, C, die gegeniiberliegen- 
den Seiten entsprechend mit a, b, ¢. Dann ist die ganze pseudo- 
sphirische Trigonometrie in der folgenden Bemerkung enthalten: 

- Die trigonometrischen Formeln fiir die pseudosphiri- 
schen Flaichen vom Radius #& ergeben sich aus denjenigen 
fiir die Kugel vom Radius R, wenn in diesen R durch RY—1 


ersetzt wird. 


*) Auf Grund dieser einfachen Gleichung wird der Leser leicht die folgen- 
den Sitze beweisen kénnen: 

1. Wenn von einem auf einer pseudosphirischen Flache gelege- 
nen geoditischen Dreieck von constantem Inhalt die Grundlinie 
der Linge und Lage nach fest bleibt, so ist der Ort der Spitze ein 
geodatischer Kreis mit imaginirem Mittelpunkt. 

2. Unter den geodatischen Dreiecken, von denen zwei Seiten der 
Lange nach gegeben sind, hat dasjenige den gréssten Inhalt, in 
welchem der Winkel zwischen den beiden gegebenen Seiten gleich 
der Summe der beiden anderen Winkel ist. 

Auf diesem letzten Satze, der der ebenen und der sphirischen Geometrie ge- 
meinsam ist, kann bekanntlich die gesamte Theorie der isoperimetrischen Auf- 
gaben aufgebaut werden, 
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Dadurch gehen die trigonometrischen Functionen der Seiten in 


hyperbolische Functionen iiber. 
Zum Beweise des Satzes brauchen wir nur die Richtigkeit der 


drei Grundformeln nachzuweisen: 


eas) é b i Cc 
ou sinh R FE sinh = a sinh R 
( ) sna. smb: vam CO’ 


(12) cos A = sin B sin C cosh e — cos B cos C, 


die in der angegebenen Weise aus drei Grundformeln der sphirischen 
Trigonometrie hervorgehen. 

Wir bilden das Dreieck CAB so auf die Ebene ab, dass der Bild- 
punkt der Ecke C in den Mittelpunkt C des Grenzkreises fallt, und 
verlingern die geraden Seiten des Bilddreiecks, CA und CB, bis sie 

B’ den Bildkreis der dritten 
Seite 4B zum zweiten 
Male in A’ bezw. B, 
schneiden (Fig. 14), so- 


dass wir 


CA . CA == 1; 
CB.CB=1 
haben. 


Wenn sich die Dia- 
gonalen A.B’, A’B des 
Vierecks ABB’A’ in 
M schneiden, so er- 
halten wir aus den &hnlichen Dreiecken AA’M und BB’M: 

AA’: BB’= MA’: MB’= sin A: sin B. 
Nach den Abbildungsgleichungen ist nun: 


Fig. 14, 


b 
CA=tgh sp, CB=tghs>> 
demnach: 
, 1 2 
24 ag ted tank easy’ 
$1. R 
> Pr i 2 
BB = CB = CB = ) 
sinh —~ 
folglich: 
iia x sinh — 
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Der gemeinsame Wert dieser Verhiiltnisse ist offenbar auch gleich 
sinh © 
ng ~Somit sind die Formeln (11) richtig. 


Um die Formel (12) zu beweisen, beriicksichtigen wir die Glei- 
chungen: 
CB’ sin A’ AB’ 
C Axe BACB Od 
CB. , sin AOBCB 


CA ain BoA’ AS 


Aus ihnen folgt: 
CB 
CB. 


sin A’A B’ sin B’ A’ A 
sin AB’O sin A’ B’B 


== coth? oR = 
Da nun 
A+B+C=x—2ABC, —A+B4+C=2—2A'DB, 
A— B+ C=2— 2B'A'A, A+ B—C=x—2A’AB 
ist, so lasst sich die letzte Gleichung auch foleendermassen schreiben: 
a pecker “cos EA apbberw wears 
J ae a 


coth® —A+B+C cos A + cos(B + C) 


2 


Os 
oder: 


cos A + cos B cos C = sin B sin C (cosh? a + sinh? =) , 


eine Gleichung, die mit der Formel (12) iibereinstimmt. 

Zu demselben Ergebnis kénnen wir direct gelangen, wenn wir die 
Satze von den geoditischen Linien der pseudosphirischen Rotations- 
flachen mit dem Quadrat des Linienelements: 


ds? = du? + R? sinh? = dv® 


anwenden. So ergeben sich z. B. die Formeln (11) unmittelbar aus 
dem Clairaut’schen Satz (§ 89, 8S. 174). 

Anmerkung. — Bei der Anwendung der Formeln der pseudo- 
spharischen Trigonometrie ist zu beachten, dass in der pseudosphari- 
schen Geometrie ganz andere Umstinde eintreten kénnen als in der 
gewohnlichen Kugelgeometrie, wie z. B., dass eine Heke oder zwei 
Hicken oder endlich alle drei Eeken des Dreiecks ins Unendliche riicken 
kénnen. Wenden wir z. B. bei einem in A rechtwinkligen Dreieck die 
Formel: 

tgh > = sinh > te B 


an und nehmen wir an, dass, wahrend A und B fest bleiben, die Heke 
CO ins Unendliche riickt, so folgt: 


Bianchi, Differentialgeomotrie, 28 
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lim tgh 2 = 1, 


6a 
und die letzte Gleichung geht in die Gleichung (10) tiber, die den 
Parallelitétswinkel bestimint. 


§ 240. Uherblick iiber die nicht-euklidische Geometrie. 


In den Hauptsiitzen der pseudosphirischen Geometrie, die wir in 
den voraufgehenden Paragraphen abgeleitet haben, ist eine nahe Ana- 
logie mit denjenigen der ebenen und der sphirischen Trigonometrie 
erkennbar. Den Grund dieser Analogieen sowie der Verschiedenheiten 
in den drei Geometrieen kénnen wir a priori einsehen. Priifen wir 
niimlich die Axiome und die Grundpostulate der ebenen Geometrie, 
wie sie im ersten Buche des Huklid niedergelegt sind, und ersetzen 
wir im Falle der pseudosphirischen Flichen die Gerade durch die 
geodatische Linie, so sehen wir, dass, wenn wir vom Postulat XII, be- 
treffend die Parallelen, absehen, alle iibrigen in der pseudosphirischen 
Geometrie unverindert giiltig bleiben. So verhalt es sich insbesondere 
mit dem Princip der Deckung der Figuren, sowie auch mit dem, dass 
eine geoditische Linie durch zwei ihrer Punkte eindeutig bestimmt 
ist. Diejenigen Satze der ebenen Geometrie, welche vom Parallelen- 
postulat unabhingig sind, gelten also auch fiir die pseudosphiarische 
Geometrie; die anderen erfahren eine Abinderung dahin, dass sie in 
die alten Sitze tibergehen, wenn der Radius R der pseudosphirischen 
Fliche unendlich gross gemacht wird. 

Die obigen Uberlegungen beweisen bereits die Nutzlosigkeit der 
Versuche, die man angestellt hat, um das Parallelenpostulat zu bewei- 
sen. Kénnte dasselbe aus den anderen Principien logisch gefolgert 
werden, so mitisste es auch fiir die pseudosphirischen Flichen im eukli- 
dischen Raume gelten. 

Lasst man nun thatsichlich in der ebenen Geometrie das eukli- 
dische Postulat fallen, so wird man auf eine sogenannte abstracte 
oder nicht-euklidische Geometrie gefiihrt, deren Grundlagen von 
Bolyai und Lobatschewsky gelegt worden sind und welche (die 
Gerade als unbegrenzt angenommen) mit der pseudosphirischen Geo- 
metrie vollkommen zusammenfillt. 


§ 241. Beltrami’sche Abbildung. 


Derjenige, welcher zuerst nachwies, dass die Sitze der nicht-eukli- 
dischen Geometrie auf den pseudosphirischen Flichen eine reelle Deu- 
tung finden, war Beltrami in seiner beriihmten Abhandlung: Saggio 
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dinterpretazione della geometria non-euclidea*). Zu Grunde 
liegt diesen Untersuchungen von Beltrami eine Abbildung der pseudo- 
sphiarischen Flachen auf die Ebene, die zu den vorhin betrachteten in 
derselben Beziehung steht, wie die Centralprojection der Kugel /u 
der stereographischen Polarprojection. 

Wir leiten die Beltrami’sche Abbildung aus derjenigen in § 234 
in der folgenden von Klein angegebenen Weise ab: Wir denken uns 
eine Kugel, welche die Bildebene im Mittelpunkt des Grenzkreises be- 
rihrt und deren Durchmesser gleich dem Radius des Grenzkreises ist. 
Projicieren wir die Ebene vom gegeniiberliegenden Pol aus stereogra- 
phisch auf die Kugel, so werden der Grenzkreis in den Aquator der 
Kugel, die Punkte im Innern des Grenzkreises auf die untere, die 
Punkte ausserhalb des Grenzkreises auf die obere Halbkugel projiciert, 
und die den Grenzkreis senkrecht schneidenden Kreise (die Bilder der 
geoditischen Linien der Flache) gehen in Kreise iiber, deren Ebenen 
auf der Aquatorebene senkrecht stehen. Nun projiciren wir die Punkte 
der unteren Halbkugel orthogonal auf die Aquatorebene und erhalten 
so eine Abbildung der pseudospharischen Fliche auf die Ebene, bei 
der das reelle Gebiet ganz auf das Innere des Aquators abgebildet ist 
und die geoditischen Linien die Sehnen dieses Grenzkreises zu Bildern 
haben. Dieses ist die Beltrami’sche Abbildung. Sie ist um den 
Mittelpunkt der Figur herum winkeltreu. 

Die Formeln fiir die Beltrami’sche Abbildung ergeben sich un- 
mittelbar aus der analytischen Fassung der angegebenen Klein’schen 
Construction. Hs sei a der Radius der Kugel, also 2a der des Grenz- 
kreises. Dann haben wir gemiss den Abbildungsformeln (9) in § 234, 
8. 426: 


9 = 2atgh==, o = v. 


Nun bezeichnen wir mit x, y die rechtwinkligen Cartesischen Coordi- 
dinaten des vermége der Beltrami’schen Abbildung entsprechenden 
Punktes in der Aquatorebene und mit 0,, %, die Polarcoordinaten. 
Dann haben wir: 


4 

= aya =o ths, oe = 4, 
folglich: 
(13) x—=atgh> COs v, y = aighs sin v. 


Wahlen wir als Parameterlinien auf der Fliche die (geoditischen) 
Linien z = Const., y= Const., so erhalten wir ftir das Quadrat des 
Linienelements der Flache, naémlich fiir: 


*) Giornale di Matematiche, 6. Bd., 1868. 
28* 
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ds? = dw + R? sinh? | de®, 
aus den Gleichungen (13) den Ausdruck: 


dx? + 2Qaydxdy 4+ (a? — x*)dy’ 
(a? — Fel ae y?)2 ? 


(14) d?— pe 


und dieses ist die Fundamentalgleichung von Beltrami. Nach dem 
friiher Gesagten ist klar, dass in diesen Coordinaten x, y die Gleichung 
jeder geoditischen Linie linear ist, und umgekehrt. 


§ 242. Flachen, die auf die Ebene geodiatisch abbildbar sind. 


Der Ausdruck (14) fiir das Quadrat des Linienelements der pseudo- 
sphirischen Flichen war von Beltrami bereits in einer friiheren 
Abhandlung gefunden worden*), in der er die Aufgabe gestellt und 
geliést hatte, diejenigen Flichen zu bestimmen, welche auf die Ebene 
geodiatisch abbildbar sind, d. h. so, dass die geoditischen Linien der 
Fliche in Geraden der Ebene abgebildet werden. Er fand, dass die 
einzigen Flaichen, die einer solchen Abbildung fiahig sind, die Flachen 
mit constantem Kriimmungsmass sind. Dieses wichtige Ergebnis wollen 
wir hier kurz ableiten. 

Es sei in der Bildebene ein Cartesisches Coordinatensystem (w, v) 
gewihlt und 

ds? = Edu* + 2Fdudv + Gdv? 
das Quadrat des entsprechenden Linienelements der Fliche. Nach der 
Voraussetzung ist 

/ v=au-+ bd, 
wo a, 6 willktirliche Constanten sind, die allgemeine Integralgleichung 
der geodiatischen Linien. Hs lautet nun ihre Differentialgleichung, 


v= 0, in der Gestalt (10*), § 78, 5. 154, geschrieben, so: 


= filer | bede+ (Cilla) fy) 


Daraus ergeben sich fiir H, F und G die Bedingungen: 


£1) poeta (22) me 2 (42) 

rata tata eta} 
Nun nehmen wir die Gleichungen (II), § 29, S. 52, fiir das Kriim- 
mungsmass JC, die in unserem Falle wie folgt lauten: 


*) Annali di Matematica, 7. Bd., S. 185 (1866). 
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a [aT sewor| 12) Bayt fre @ {12 
KE=\s\—x la) erm NT] -AT] 

5 fail (aie @ {12 1d) * 20 PO (18 
Kem (Yh }- AY, Ka = |'}} —2{"?}- 


Differenzieren wir die erste nach v, die darunter stehende nach w und 
subtrahieren wir, so erhalten wir unter Beriicksichtigung der Identitit: 


OL OF 12 12 
ene | z— 2 | F 
sowie der obigen Gleichungen die Gleichung: 
0K 0K 


Verfahren wir ebenso mit dem zweiten Gleichungenpaar (15), so er- 
giebt sich: 
poe _ GX _o. 
v Ou 


Aus der Combination der beiden letzten Gleichungen folgt: 
0K OK 
rs Seat segeead 

d. h. K = Const., wie behauptet. 

Nachdem so der Satz bewiesen worden ist, brauchen wir nur noch 
zu beachten, dass, wenn es sich um eine F'lache mit positivem constantem 
Kriimmungsmass, d. h. um die Kugel, handelt, die gesuchte Abbildung 
sich aus der Aufeinanderfolge der Centralprojection und einer Ahnlich- 
keitstransformation der Bildebene ergiebt, und analog brauchen wir im 
Falle der pseudosphirischen Fliche nach der Abbildung in § 241 nur 


eine Ahnlichkeitstransformation vorzunehmen. 


§ 243. Die Riccati’sche Differentialgleichung fiir die geodatischen 
Linien. 

In Kap. VII, § 97, 8. 189, haben wir bereits den Satz aufgestellt: 
Die Integration der Differentialgleichung der geodiatischen 
Linien auf einer gegebenen Flache mit constantem Kriim- 
mungsmass kommt auf die Integration einer Differential- 
gleichung erster Ordnung von Riccati’schem Typus hinaus. 
Wir wollen diesen Satz hier nur fiir die pseudospharischen Flachen 
beweisen, da im Falle der Kugel seine Richtigkeit schon aus den all- 
gemeinen Ausfiihrungen in Kap. IV, § 50, tiber die Bestimmung einer 
Fliche, von der die beiden quadratischen Fundamentalformen gegeben 
sind, hervorgeht. 

Ks sei also 
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ds? = Edu? + 2F dudv + Gdv® 

das Quadrat des Linienelements einer gegebenen pseudosphiarischen 
Flache S, deren Radius R wir der Kinfachheit halber gleich Eins 
setzen. Um die Aufgabe zu lésen, die geodatischen Linien zu bestim- 
men, brauchen wir auf der Flache nur eine Schar paralleler Grenz- 
kreise und die Schar der auf ihnen senkrechten geodatischen Linien, 
die von einem gemeinsamen Flichenpunkt im Unendlichen ausgehen, 
za kennen, da wir ja, sobald ein solches System bekannt ist, die con- 
forme Abbildung in § 230 vornehmen kénnen und dann alle geoditi- 
schen Linien bekannt sind. 

Wir bezeichnen nun mit @ den Winkel, den die geodatischen 
Linien des angenommenen parallelen Systems mit den Curven v = Const. 
bilden, indem wir ihn gemiiss der Grundformeln auf S. 65 durch die 
Gleichung: 


definieren, wo du, dv die Zunahmen der krummlinigen Coordinaten 
u,v langs einer der geoditischen Parallelen sind. Ist die Function 
O(w,v) bekannt, so ergiebt sich die Gleichung dieser geoditischen 
Linien in endlicher Gestalt durch Ausfiihrung der Integration der 
Differentialgleichung: 


(a) E sind du + (F sin 9 — VEG — F? cosy) dv = 0, 


was nach dem Lie’schen Satz (§ 39, S. 74) mittels Quadraturen még- 
lich ist. Ebenso lasst sich mittels Quadraturen die Differentialgleichung 
der orthogonalen Grenzkreise: 


(b) E cos du +(F cos # + VEG — F? sin 9) dv = 0 
integrieren. Nun stellen wir mittels der Bonnet’schen Formel (4*), 
§ 76, 5.150, die Bedingungen dafiir auf, dass die geoditische Kriimmung 
der Curven (a) gleich Null, die der Curven (b) gleich Eins ist, und 
erhalten so die beiden Gleichungen: 


BE alge so + as sin ») = Me (VE cos) = 0, 


ee —Josin 8) + <(VE sin) = VEGF. 


Durch Ausfiihrung der Differentiationen und Auflésen nach ae ee 
sowie unter gleichzeitiger Hinftihrung der Christoffel’schen Sicibae is 


des durch die dictshunsere 
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definierten Winkels zwischen den Parameterlinien erhalten wir fiir die 
unbekannte Function (u,v) die beiden Gleichungen: 


eo — —yEsina —{')| V4 


ou pe oie! 
08 vibes 12|V4 
ae —YVG sin (# — wo) — 5 ye 
oder die totale Differentialgleichung: 
(15%) d9-+|VE sind ee is) duel 


+|Vv@ sin (9 — @) + [Pt Y |av =o, 


: : 2 : : a 
die sofort die Riccati’sche Form annimmt, wenn tg-> als Unbekannte 


gewaihlt wird. Da es einfach unendlich viele geoditische Parallelen 
giebt und also die vorstehende Gleichung eine Lésung &@ mit einer 
willkiirlichen Constanten besitzt, so ist a priori ersichtlich, dass die 
Integrabilitétsbedingung fiir die Gleichung (15*) identisch erfiillt ist. 

Dieses kénnen wir auch leicht nachweisen, wenn wir die Voraus- 
setzung: K = — 1 beriicksichtigen und die Formel (III), 8. 53, fiir 
das Kriimmungsmass benutzen. 


Kapitel XVII. 


Transformationen der Flichen mit constantem Kriimmungsmass. 


Allgemeine Bemerkungen tiber die Aufgabe, eine Flache mit constantem Kriim- 
mungsmass zu bestimmen, wenn von ihr ein Streifen gegeben ist. — Die pseu- 
dosphirischen Flichen bezogen auf ihre Haupttangentencurven und Evoluten- 
flichen. — Existenz der pseudosphirischen Fliche, von der je eine Haupttangen- 
tencurve einer Schaar gegeben ist. — Die pseudosphiirischen Strahlensysteme und 
die Bicklund’sche Transformation. —— Eigenschaften dieser Transformation. — 
Entsprechende unendlich kleine Verbiegungen der pseudosphiirischen Flachen. — 
Complementirtransformation. — Lie’sche Transformation. — Satz von der Vertausch- 
barkeit der Bicklund’schen Transformationen und Folgerungen daraus. — Dinis 
pseudosphirische Schraubenfliichen. — Complementiirfliiche der Pseudosphire. — 
Flachen mit positivem constantem Kriimmungsmass. — Hazzidakis’ Transfor- 
formation. — Flichen mit constanter mittlerer Kriimmung. — Verbiegungen dieser 
Flichen, bei denen die Hauptkriimmungsradien ungeindert bleiben. 


§ 244. Die zu gegebenen Streifen gehérigen Flichen constanter 
Krimmung. 


Nachdem wir uns im vorigen Kapitel mit der Geometrie der 
Flichen mit constantem Kriimmungsmass beschiftigt haben, wollen wir 
nunmehr in diesem Kapitel ihre wirklichen Gestalten im Raume unter- 
suchen. 

Wir beginnen mit einigen allgemeinen Bemerkungen tiber die 
(Cauchy’sche) Aufgabe, eine Fliche mit constantem Kriimmungsmass 
K m bestimmen, wenn von ihr ein analytischer Streifen gegeben 
ist (vgl. § 203). Schreiben wir die gewdhnliche Gleichung der Flache 
in der Form: 

ema (x ’ Y) 
und bedienen wir uns fiir die partiellen Differentialquotienten von z 
der tiblichen Monge’schen Bezeichnungen, so erhalten wir als Ausdruck 
dafiir, dass das Kriimmungsmass der Fliche constant, gleich K, ist, die 
Differentialgleichung zweiter Ordnung: 


(1) rt — shes KL + p* + gi) 
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Sind nun eine Curve C, durch welche die Fliche hindurchgehen 
soll, und lings der Curve die Tangentialebenen der Flache gegeben, so 
heisst dies: es sind lings C die Gréssen 


a, Y) a, ~P; qd 
als (wir setzen voraus: analytische) Functionen eines Parameters, z. B. 
des Bogens s der Curve C, gegeben. Die allgemeinen Sitze von 
Cauchy*) besagen nun, dass es eine und nur eine analytische Lésung 
der Gleichung (1) giebt, die den gestellten Anfangsbedingungen geniigt, 
mit Ausschluss des Ausnahmefalles, in dem lings C 


(2) dpdxz + dqdy=0 

ist. Nun besagt diese Gleichung, dass die lings C gegebenen Flichen- 
normalen mit den Binormalen der Curve selbst zusammenfallen**). Wir 
haben also das Ergebnis: 

Es giebt eine und nur eine analytische Fliche mit con- 
stantem Kriimmungsmass K, zu der ein willkiirlich gegebener 
analytischer Streifen gehért. Hine Ausnahme bildet der- 
jenige Fall, in welchem die Tangentialebenen des Streifens 
mit den Schmiegungsebenen der Curve zusammenfallen. 

Wir beschiftigen uns nun mit dem Ausnahmefall. Dann lehrt 
uns die allgemeine Theorie, dass die gestellte Aufgabe nicht lésbar 
ist, wenn nicht gleichzeitig mit (2) die Gleichung: 

dpdg— K1i+p’+ ¢)dady =0 
oder infolge von (2) die Gleichung: 
(3) dg? + K(. +p? + @)da? =0 
besteht, und dass sie unbestimmt ist, wenn die Gleichungen (2) und 
(3) neben einander bestehen. Im Falle eines positiven K ist aber die 
Gleichung (3) offenbar unméglich. Auch geometrisch ist sofort er- 
sichtlich, dass dann in Anbetracht der Bedingungen der Aufgabe die- 
selbe sinnlos wird insofern, als die Curve C Haupttangentencurve 
werden miisste, wahrend doch die Haupttangentencurven auf den Flachen 
mit positivem Kriimmungsmass imaginir sind. 


*) Vgl. Goursat, Vorlesungen u. s. w., deutsch von Maser, 8. 22. — Dar- 
boux, Legons, 3. Bd., S. 264. 
**) Bedienen wir uns niimlich fiir die Curve C der tiblichen Bezeichnungen, 
so giebt die Gleichung: 
p cosa + gcosB — cosy = 0 
differenziert unter Berticksichtigung von (2) die Gleichung: 


p cos& + q cosy — cos§ = 0. 
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Ist aber K negativ, so setzen wir 


1 
= ae? 


und dann besagt die Gleichung (3), dass die Torsion der Curve C con- 
stant gleich z sein muss*); sonst wiire die Aufgabe nicht lésbar, wie 
sich auch aus dem Enneper’schen Satze ergiebt. 

Setzen wir diese Bedingung als erfiillt voraus, so treten in der 
Reihenentwickelung, die sich fiir die gesuchte Lésung der Gleichung (1) 
ergiebt, unendlich viele unbestimmte Coefficienten auf. Solange aber in 
diesem Falle die Convergenz der betreffenden Reihe nicht nachgewiesen 
ist, bleibt es zweifelhaft, ob die Aufgabe wirklich unendlich viele 
Lésungen besitzt, wie es den Anschein hat, und welcher Grad von 
Unbestimmtheit ihr anhaftet. Dieses alles werden wir demnichst 
genauer untersuchen, und wir werden sehen, dass die Aufgabe in der 
That unbestimmt ist, weil noch eine Haupttangentencurve der zweiten 
Schar willkiirlich gegeben werden kann. 


§ 245. Die pseudosphiarischen Flichen bezogen auf ihre 
Haupttangentencurven. 


Das Quadrat des Linienelements einer pseudosphirischen Fliche S, 
deren Kriimmungsmass wir der Hinfachheit halber gleich —1 setzen, 
hat die Form (s. 8. 130): 


(4) ds* = du® + 2cos2adudv + dv’, 

wo (nach 8. 131) eine Lésung der partiellen Differentialgleichung: 
072 : 

(5) a = sin2@ 


ist. Bezeichnen wir mit X, Y, Z; X’, Y’, Z’; X”, Y”, Z” beziiglich 
die Richtungscosinus der Normale und der Tangenten der Kriimmungs- 
linien w + v = Const., « — v = Const., so erhalten wir aus den Glei- 
chungen (30), S. 278, das nachstehende Gleichungensystem**): 


*) Dieses erhellt sofort aus den Gleichungen: 


= cosa COS w 
cosa?) = cosy 
unter Berticksichtigung der Frenet’schen Formeln, 


“*) Wir bemerken, dass in den angefiihrten Gleichungen 


X2=w—2%o, KX, =X’, X, = xX" 
zu setzen ist. 
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i = X’cso+ X” sing, 

~ — X’ cosa + X” sing, 

pee = xX” = — X cosa, 

y [2X rte + X cos w, 
ia = — X’ aw —X sing, 

= ps wap egy 


dazu analoge fiir Y, Z; Y’, Z’; Y”, Z”. Bezeichnen wir mit z, y, z 
die Coordinaten des Punktes (w, v) auf der Fliche S, so haben wit 
ferner: 


(z= = — X’sinw + X” cosa, 
(b) ; 
|22 = X’sino+ X” cosa. 


Bedeuten 7,, 7, die zu den beziiglichen Kriimmungslinien w-- v = Const., 
u — v = Const. gehérigen Hauptkriimmungsradien von S, so erhalten 
wir fiir dieselben mit Riicksicht darauf, dass sich aus (a) und (b) die 
Gleichungen: 


otal athena (tae 
ou dv BONG oe)? 
Ox Ox ox ox 
gta cbe(s, + Fy) 
ergeben, die Werte: 
(6) Y,=—tgo, rr, = cota. 


Hieraus folet sofort ein Satz, den wir spiter werden benutzen miissen. 
Wir betrachten dazu das (pseudosphirische) Strahlensystem, das von 
den Tangenten der einen Schaar Haupttangentencurven, z. B. der 
Curven u = Const., gebildet wird, und bilden es auf die Kugel ab. 
Sind &, 7, € die Coordinaten desjenigen Punktes auf der Kugel, welcher 
der Bildpunkt des Congruenzstrahls (w, v) ist, so haben wir: 


ge _ x’ sine + X” cosa, 
a ely sino + Y” cosa, 


1 be 
f—2_7 sina + Z” cos. 
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Daraus ergeben sich durch Differentiation infolge von (a) die Gleichungen: 


Osa . 
ee X sin 20, 
Og = ae COS 00 


a) 


0o rie 0o 
comes sin @ £°) 


nebst analogen fiir y und &. Fiir das Quadrat des Linienelements der 
Bildkugel erhalten wir somit den Ausdruck: 

2 
(7) ds? = dé? + dy? + d@ = sin’2adu + (22) de®. 

Wir sehen also, dass die sphirischen Curven w, v, die den Haupt- 
tangentencurven der pseudosphirischen Brennflache S entsprechen, ein 
Orthogonalsystem bilden*), in dem das Quadrat des Linienelements 
der Kugel die charakteristische Form: 


(8) ds"? = sin? 2 du? + ee dv 

annimmt, wo (w, v) eine Lésung der Differentialgleichung: 
z 072 : 

(8*) Sudo Sin & 

ist. 


§ 246. Abwickelbarkeit der Evolutenflache einer pseudosphirischen 
Flache auf das Catenoid. 

Wir wollen nun nachweisen, dass die beiden Mantel der Evoluten- 
flache der pseudosphirischen Flaiche S auf das Catenoid abwickelbar 
sind (8. 253), wobei sich uns die Gelegenheit bieten wird, einen be- 
merkenswerten Umstand festzustellen. 

Betrachten wir z. B. den ersten Mantel 2,, der zum Hauptkritim- 
mungsradius 7, gehdrt. Die Coordinaten x, y,, 2, ees beweglichen 
Punktes auf 2 sind gegeben durch: 


%=a“+Xigo, y=—y+tYVtgo, 4.—2¢+ Zigo. 
Durch Differentiation erhalten wir infolge der Gleichungen (a) und (b): 
Ox, X do x 


9 Bu Gata ee Cole” 
Y) pilus mewigaissh. ax 
|Z ~ cos?@ 0v si Cos @ 


*) Man kann allgemein fragen, wann bei der sphiirischen Abbildung eines 
Strahlensystems mit zusammenfallenden Developpabeln den Haupttangentencurven 
der Brennfliche ein Orthogonalsystem auf der Kugel entspricht. Es lisst sich 
beweisen, dass dieses nur dann der Fall ist, wenn als Brennflache eine solche 
Fiche gewihlt wird, bei der die eine Schaar Haupttangentencurven aus Curven 
mit constanter Torsion besteht (vgl. 8. 332). 
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Die Normale von 2, hat die Richtungscosinus X’, Y’, Z’, wie auch 
auch aus den obigen Gleichungen hervorgeht. 
Ks ergiebt sich sofort die Richtigkeit der Gleichungen: 
Oty OX On, 0X 


Cnee Wee 


die der Ausdruck der bekannten Higenschaft sind (S. 243), dass die 
Haupttangentencurven von 2, den Haupttangentencurven der Evoluten- 
flache S entsprechen. 

Bilden wir aus den Gleichungen (9) das Quadrat des Linien- 
elements von 2: 


ds,? = du,? + dy? + dz,’, 
so erhalten wir den Ausdruck: 


da* 1 a8 
ds? = —~- + —,- (du? + 2dudv + dv’), 


der, wenn 
tga=o, ut+v=—6 


gesetzt wird, die fiir das Catenoid typische Gestalt: 
(10) ds,? = de? + (1 + 9°)do” 


annimmt. Nun bilden die Normalen der pseudosphirischen Fliche S 
lings einer Haupttangentencurve, z. B. langs der Curve v0, eine Linien- 
fliche 2, die ebenfalls auf das Catenoid, also auch auf 2, abwickel- 
bar ist. Die auf einander abwickelbaren Flichen 2 und 2, beriihren 
einander lings der gemeinsamen Haupttangentencurve » = 0, und der 
Umstand, auf den wir hinweisen wollten, ist der, dass bei der Ab- 
wickelung der beiden Flachen 2 und 2, auf einander die 
Punkte der gemeinsamen Haupttangentencurve vO sich 
selbst entsprechen. 

Versehen wir nimlich die auf S lings v = 0 genommenen Grdssen 
x,y, #; X,Y, Z mit dem Index 0, so erhalten wir fiir die Coordinaten 
E, 7, € eines beliebigen Punktes von 2 die Werte: 


E=—% +tX, yn=HttKy, $=4+th, 


wo ¢ das Stiick der Erzeugenden zwischen den Punkten (§, 7, €) und 
(Xo) Yor &o) ist. Daraus folgt: 


(10*) d# + dy? +d? =—d? + (1+ #)dw’. 
Die durch (10) und (10*) bestimmten Linienelemente sind die- 
selben, wenn 
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gesetzt wird, und es ist demnach die Curve, die auf & der Curve 
v =0 von &, bei der Abwickelung entspricht, durch 
t= tg @, 


eegeben, womit die oben angefiihrte Eigenschaft nachgewiesen ist. 


§ 247. Pseudosphirische Flichen mit zwei gegebenen 
Haupttangentencurven. 


Nach dieser Abschweifung nehmen wir die am Schlusse von § 244 
aufgeworfene Frage wieder auf. Sie wird durch einen Satz beant- 
wortet, der schon von Lie erwaihnt und von Backlund eingehender 
behandelt worden ist; letzterer hat fiir ihn auch einen auf infinitesimalen 
Betrachtungen beruhenden Beweis geliefert*). 

Der (auch hinsichtlich des Vorzeichens der Torsion genau gefasste) 
Satz lautet wie folgt: 

Sind zwei Curven C und C’ mit den Torsionen +1 bez. 
—1 gegeben, die von ein und demselben Raumpunkt P aus- 
gehen, und in ihm die nimliche Schmiegungsebene, dagegen 
verschiedene Tangenten haben, so giebt es eine pseudospha- 
rische Fliche vom Radius 1, ftir welche die beiden Curven 
Haupttangentencurven sind. 

Zunichst erhalten wir aus dem Ausdruck (4) fiir das Quadrat des 


oy es wes & ee 
Linienelements fiir die geoditischen Kriimmungen uae der Haupt- 
v 


tangentencurven u, v (die, vom Vorzeichen abgesehen, gleich den ab- 
soluten Kriimmungen sind) infolge der Gleichungen (5), S. 150, die 
Werte: 

1 020 1 020 


Oy 0v Qy Ou 


Nehmen wir nun an, dass die Curven C, C’ mit den Curven 


v = 0 bez. w= 0 zusammenfallen, so ist die Angabe der Gestalt dieser 


Haupttangentencurven gleichbedeutend damit, dass ae fiir v = 0 als 


: d2 i . : 
Function von w und oes fiir w= 0 als Function von v gegeben wird. 


Da wir ferner den Anfangswert w), von in w—0, v=0 
kennen, so ist @ sowohl lings v = 0 als auch lings u = 0 gegeben. 
Da andrerseits 2@ eine Lésung der Differentialgleichung: 


29 ‘ 
— = sin 2 


*) Om ytor u.s. w., 8.19. Lund's Univ. Arsskrift, 19. Bd., 1883, 
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sein muss, so sehen wir, dass der obige geometrische Satz unter Ande- 
rung der Bezeichnungen auf den folgenden Satz der Analysis hinauskommt: 
Die partielle Differentialgleichung: 
(11) ct = sin Z 
besitzt eine Lésung z, die sich fiir yO auf eine gegebene 
Function g(#) von « und fiir «=O auf eine gegebene Func- 
tion ~(y) von y reduciert, vorausgesetzt, dass m(0)= y(0) ist. 
Die Untersuchungen von Picard*) iiber die Integration der Diffe- 
rentialgleichungen durch auf einander foleende Niherungen erméglichen 
es uns, wie wir sofort sehen werden, diesen Satz in aller Strenge zu 
beweisen. Hierbei setzen wir zunachst nur voraus, dass die willkiirlich 
gegebenen Functionen g(x) und y(y) endlich und stetig seien und 
ebenfalls endliche und stetige erste Ableitungen g’(#) und w’(y) 
besitzen. 


§ 248. Ansatz zum Existenzbeweis. 
Wir beweisen nun das Vorhandensein der gesuchten Lésung ¢ in 
einem beliebigen endlichen Bereich der beiden unabhingigen Ver- 
inderlichen 2, y, in dem die fiir y(x), y(y) gestellten Bedingungen 


erfiillt sein médgen. 
Wir gehen aus von der Function: 


2 = 9a) + oy) — (0) = o@) + 4) — vO), 


die den Anfangsbedingungen (sich fiir y= 0 auf p(x) und fiir = 0 
auf w(y) zu reducieren) sowie auch der Gleichung: 


gentigt. Alsdann bilden wir die Function z,, die denselben Anfangs- 
bedingungen und der Gleichung: 
072, 


an oy = sin ay 


gentigt: 


yo 2 
bg = 2%, + “f sing, dee dy. 
0 0 


Aus 4, leiten wir nun eine neue Function: 


2, = 2; +f fsinadedy 


*) Journal de Mathématiques, 1890. 
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ab, die den Anfangsbedingungen und der Gleichung: 


gentigt. In dieser Weise fahren wir immer weiter fort und bilden so 
eine unendliche Reihe von Functionen: 


(a) Et, a, 23,°°* Bny** "4 
in der das allgemeine Glied: 


yi & 
ln = by + ff sin ens dx dy 
v0 


den Anfangsbedingungen und der Gleichung: 
07Z, F 
(B) any By = Ssln 2,1 


geniigt. Nun behaupten wir: Die Reihe: 
(12) g=4,+(— 4) + @— %) +--+ Ge— Sai) +> 
convergiert innerhalb jedes endlichen Bereichs fiir a, y 


gleichmissig und stellt die gesuchte Lésung der Gleichung 
(Gale) none)» 


§ 249. Beweis der Convergenz fiir die gefundene Lésung. 


Zum Beweise unserer Behauptung bemerken wir zuniichst, dass 
wegen |sinz,|<1 


(y) la —al—=|fifsinededy| <|2y| 
OU. 


ist. Nun ist: 


y « 
aman ff sms 12 oe dx dy; 
und da | cos “= as Bee Eze | ist, wihrend infolge der Gleichung (y) 
ia ae ew ist, so haben wir: 
ly! lel 

2 

(3) | — |< jay |dedy <(2u.. 
0 0 


Wird tiberhaupt als bewiesen vorausgesetzt, dass 


*) Die Méglichkeit, somit jede Beschriinkung fiir den Convergenzbereich der 
Reihe (12) aufzuheben, verdanken wir einer Bemerkung Lindeléfs tiber die 
Picard’schen Methoden (Comptes Rendus, 26. Februar 1894), die im Texte ver- 
wandt wird, 
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| ey [P 
©) [tam fect < prog ae 
ist, so ist: 
Lp ai 
ee z nee 
lagi — tn =f f 2sin Pie eh 7 * da dy, 

Ct 2 

1 
und also: 


ly! || 


1 e 
nti #1 < pogo ep | |ay|*-1dady, 
On) 


| Ge bes 
Joy 


[1-2---mn]? 


| 2nt1— &@n| < 


Es gilt folglich die Ungleichung (¢) allgemein. 
Die gleichmissige Convergenz der Reihe (12) ergiebt sich hierauf 
unmittelbar aus der Vergleichung mit der Reihe: 


&? &° g" 


die in jedem beliebigen endlichen Gebiet fiir die Verinderliche § = | xy| 
gleichmissig convergiert. 

Da die Summe der ersten m Glieder der Reihe (12) gleich z, ist, 
so kénnen wir auch sagen, dass z, mit wachsendem » fiir alle Punkte 
des Bereiches gleichmiassig gegen z convergiert. Die Function ¢ ist 
sicherlich endlich und stetig und reduciert sich fiir y= 0 auf (za) 
und fiir =O auf p(y). Es eriibrigt noch zu beweisen, dass sie 
eine Lésung der Gleichung (11) ist. Nun gestattet jedes Glied der 
Reihe (12) die Bildung der zweiten Ableitung nach x und y, und in- 
folge von (8) lautet die aus diesen zweiten Ableitungen der Glieder 
von (12) gebildete Reihe wie folgt: 


sin z, + (sin 4, — sinz,) + (sinz, — sing) + --- 


G3) + (sin g, — sin 2,1) +---. 


Die Summe der ersten » Glieder von (13) ist gleich sin z, und 
convergiert mit wachsendem n gleichmissig gegen sinz, wie 2, 
gegen zg. Die Reihe (13) ist demnach ebenfalls gleichmissig conver- 
gent, und ihre Summe ist gleich sinz. Also gestattet die durch die 
Reihe (12) dargestellte Function z die Bildung der zweiten Ableitung 
c’?_ und es ist: 

Ox oy’ O2z 
Oxdoy 


= sinZ, 


womit der Beweis des oben angegebenen Satzes gefiihrt ist. 


Bianchi, Differentialgeometrie. 29 
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§ 250. Hindeutigkeit der Lésung. 


Wir setzen nun voraus, es seien p(x), p(y) analytische Fune- 
tionen von « bez. y, die sich also in Taylor’sche Potenzreihen ent- 
wickeln lassen. Auch sin z, lisst sich dann in eine solche, nach 
Potenzen von x und y fortschreitende Reihe entwickeln. Wenn wir 
nun die Reihe («) der gebildeten Functionen z, betrachten, so sehen 
wir, dass jede dieser Functionen in eine solche Potenzreihe entwickelbar 
ist. Da die Reihe (12) gleichmissig convergent ist, so kénnen wir 
unsere Lisung z ebenfalls in eine Potenzreihe: 


nM=n NSD 


g = > . On, e agit y” 


m=0 n=0 


entwickeln. Beachten wir dann, dass die fiir ¢ giiltigen Anfangs- 


m+n 
bedingungen fiir «0, y=0O alle Ableitungen aa vollig be- 
a" Oy 


stimmen, so sehen wir, dass die gefundene Lésung die einzige analy- 
tische Lésung der Aufgabe ist. 

Wir kénnen somit den Satz tiber pseudosphirische Flaichen in 
§ 247 folgendermassen vervollstindigen: 

Sind die beiden gegebenen Curven C, C” analytische 
Curven, so giebt es eine und nur eine analytische pseudo- 
sphirische Flache, die sie zu Haupttangentencurven hat. 

Wir machen noch darauf aufmerksam, dass der oben eingeschlagene 
Weg den Fall, in dem sich eine der beiden Functionen g(x), v(y) 
oder beide auf Constanten reducieren, nicht ausschliesst. Geometrisch 
heisst dieses (nach § 247), dass eine der beiden Curven C,, C’ oder beide 
in Gerade ausarten kénnen. Wir haben also das besondere Ergebnis: 
Zwei einander schneidende Gerade bestimmen eine und nur 
eine (analytische) pseudosphirische Fliche yon gegebenem 
Radius, die durch sie hindurchgeht. 

In diesem Falle erhellt sofort, dass die aufeinanderfolgenden Func- 
tionen 2%, 23,...8n,+.. Functionen des Products wy sind. Dasselbe 
ist demnach mit der zugehdrigen Losung z von (11) der Fall. 

Zum Schlusse wollen wir auf einige Folgerungen hinweisen, welche 
die Theorie der Abwickelbarkeit und zwar diejenigen Verbiegungen be- 
treffen, bei welchen eine Haupttangentencurve starr bleibt (vel. 8. 207) *). 


*) Ausftihrlicher entwickelt findet der Leser diese Folgerungen in einer Be- 
merkung des Verfassers in den Rendiconti dell’ Accademia dei Lincei, Februar 1894. 
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Bleibt von den beiden Curven C, C” die Curve C fest, wahrend sich 
C’ beliebig andert, so sind die auf diese Weise bestimmten unendlich 
vielen pseudospharischen Flichen derart auf einander abwickelbar, 
dass die Haupttangentencurve C starr bleibt. Wenn ferner wihrend 
der Anderung von O’ der Winkel w, den O’ mit C bildet, fest bleibt, 
so bleiben die Hauptkriimmungsradien lings C ebenfalls ungeandert, 
und die beiden Mintel der Hvolutenflache werden so verbogen, dass 
die entsprechende Haupttangentencurve starr bleibt. 


§ 251. Die pseudosphirischen Strahlensysteme. 


Die vorstehenden allgemeinen Satze verschaffen uns zwar iiber das 
Vorhandensein von Flichen mit constantem Kriimmungsmass, die be- 
stimmten Bedingungen geniigen, Gewissheit, geben uns aber nicht die 
Mittel an die Hand, einzelne Flachen dieser Art anders als durch 
Reihenentwicklungen zu bestimmen. Nun fiihren fiir die Flaichen mit 
negativem constantem Kriimmungsmass die Sitze iiber pseudosphirische 
Strahlensysteme (vgl. 8. 283 und 332) zu besonderen Transformationen 
dieser Flachen, mittels deren sich aus eimer bekannten pseudosphiri- 
schen Fiche unendlich viele neue ableiten lassen. Indem wir nun zu 
dieser Theorie iibergehen, fassen wir zunichst die bisherigen Ergeb- 
nisse in dem folgenden Satze zusammen: 


Ist eine pseudosphirische Fliche S vom Radius R& gege- 
ben und ist 6 ein beliebig gewahlter Winkel, so giebt es oo! 
pseudosphirische Strahlensysteme, fiir die S der eine Mantel 
der Brennfliche ist. Die HEntfernung der Grenzpunkte auf 
jedem Congruenzstrahl ist gleich R und die Entfernung der 
Brennpunkte gleich Recoso. Der zweite Brennflachenmantel 
S’ ist ebenfalls eine pseudosphirische Fliche vom Radius R. 
Auf S und S’ entsprechen einander die Kriimmungslinien 
sowie die Haupttangentencurven, und die Bogen entsprechen- 
der Haupttangentencurven sind einander gleich. 


Wir setzen nun, wie vorhin, # gleich Kins, wiahlen fiir 6 einen 
beliebigen Wert o, und construieren wirklich ein pseudosphirisches 
Strahlensystem, fiir das S der erste Mantel der Brennfliche und cos 6, 
die Entfernung der Brennpunkte sei. Hs seien ferner S, der zweite 
Mantel der Brennfliche, die Punkte F(x, y,z), F,(%,,y,,%) zwei 
entsprechende Brennpunkte anf S bez. S, und w, der Winkel zwischen 
der Strecke /'F', und der Richtung (X”, Y”, Z”) der Kriimmungs- 
linie: « — v = Const. Dann haben wir offenbar: 

29" 
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L,—= «+ cose, (X’ sinw, + X” cos a,), 
(14) Y,= y + cos6,(Y’ sma, + Y” cos a,), 
2, =2 + cose,(Z sinw, + Z” cos a,). 

Um die unbekannte Function ,(w,v) zu bestimmen, stellen wir 

die Bedingung dafiir auf, dass das so construierte Strahlensystem ein 


pseudospharisches ist. Dazu differenzieren wir die Gleichungen (14), 
beriicksichtigen (a), (b), S. 443, und erhalten zunichst: 


nes [; sing + cos 6, cos w, | X’+ 


(15) 


+ | cos@ — COS 6, Sin @, 4 X’— cose, sin(w, + @)X, 
e(@ Plegeh aye 


= == | sin @ ++ Cos 6, Cos @, —— 
+ | cos @ — Cos 6, sin a, —— eee iver cos 6, sin (@, — o) X 
nebst analogen Gleichungen fiir y, und 2,. Stellen wir nun die Be- 


dingung dafiir auf, dass die Strecke FF, die Fliche S, in F, be- 
riihrt, d. h. setzen wir die Determinante: 


| 

Ou, OY 0%, | 

| Ow Ou Ow | 
Cx, OY; Oz, 

| Ov 60 Ov | 


gleich Null, so finden wir: 


0(@, — @ . C(o, + @ 
( om » + cos 6, sin (@, + @) ee == 


COS 6, Sin(@, — @) 
= 2sin(@, + @)sin(@, — @). 


Da ferner auf S, die Curven uv, v Haupttangentencurven und wu, v ihre 
Bogen sind, so haben wir notwendigerweise: 


Zig) L Ge) 1, 
cos 6, Bo. we) — sin(@, + «)| = sin’ 6, sin? (@, + o), 


O(a 2 
cos 6; C pee — sin(@, — @) | = sin’ 6, sin?(@, — o). 
Wenn wir diese Gleichungen mit den vorhergehenden vergleichen, so 
sehen wir, dass wir unbeschadet der Allgemeinheit die Gleichungen fiir 
o, in der Form: 


§ 251. Die pseudosphiirischen Strahlensysteme. 453 


fealtrse o) __1+ sing, sin(®, + @), 


Ou COS 0, 
(16) ; |e +o)  1—sino, . 
i) ee sin (@, — ) 


schreiben kénnen. Umgekehrt: Geniigt w, diesen beiden Bedingungen, 
so sehen wir nunmehr unschwer ein, dass das gemiss den Gleichungen 
(14) construierte entsprechende Strahlensystem in der That pseudo- 
spharisch ist. Es lauten dann namlich die Gleichungen (15): 


= [ sin @, cos(, + a) + sin 6, cos , sin(@, + @) | per 


= [ cos @, cos(@, + o) — sin 6, sin w, sin (@, + o) | xX” — 
— cos 6, sin(@, + ) X, 


Qt) \ 
aos [ sin @, Cos(@, — w) — sin 6, cos @, sin (@, — w) | X’+ 
Lk [ cos @, cos(@, —) + sin 6, sina, sin(@, — e) | xX” + 
rt + cos 6, sin(@, — @)X; 


dazu kommen analoge Gleichungen in y, und z,._ Demnach erhalten 
wenn wir die auf die Flache S, beziiglichen Gréssen mit dem 


wir 
index 1 versehen (vgl. § 245, (b), S. 448): 
X, = — X’ cose, cosa, + X” cos 6, sin w, — X sin 6,, 
X, = X’ (sn w, sin — sin 6, cos @, cos @) + 
(18) + X” (cos @, sin + sing, sin @, cos a) + X cos 6, cos @, 


X,"= X’ (sin w, cos @ + sing, cos a, sin@) + 
+ X” (cos @, cos @ — sinG, sin w, sinw) — X cose, sina. 
Hieraus folgt: 
(19) da? + dy? + dz? = dw + 2c0s2a,dudv + dv’, 
(20) XX+ Y,Y4+ 24,7=—sné¢,, 
und diese Gleichungen liefern den gewiinschten Nachweis (vgl. § 151). 


§ 252. Ableitung der neuen pseudosphiarischen Flichen durch 
Quadraturen. > 
Die Function @,(w,v) hat fiir die transformierte pseudosphirische 
Fliche S, dieselbe Bedeutung wie @ fiir die urspriingliche Fliche: sie 
giebt namlich den halben Winkel der Haupttangentencurven auf der 
neuen Fiche an. Schon hieraus folgt, dass w, ebenso wie o eine 
Lésung der Gleichung (5): 


(A) = = = sin2d 
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ist. Indem wir nun aber unsere Gleichungen vom rein analytischen 
Gesichtspunkt betrachten, dtirfte es vorteilhaft sein, auf die Folgerungen 
hinzuweisen, die sich aus ihnen fiir die Integration der Gleichung (A) 
ergeben. 

Da @ eine Lésung von (A) ist, so ist fiir die beiden simultanen 
Gleichungen (16), denen w, geniigen muss, die Integrabilitatsbedingung 
identisch erfiillt, wie erhellt, wenn die erste dieser Gleichungen nach 
v, die zweite nach w differenziert und dann subtrahiert wird. Dem- 
nach enthalt die allgemeine Lésung ,(u,v) der Gleichungen (16) eine 
willkiirliche Constante C. Wir kénnen die Gleichungen (16) in die 
folgende totale Differentialgleichung fiir w, zusammenfassen: 


: 1 i ‘ 0 : 
(16*) do, == [oe sin(@, + @) + al du + 
1— sing, . 0 
ie Ea a sin(@, — @) — o | dv. 
Wird als Unbekannte 
tg ed | 


eingeftihrt, so geht sie in eime Gleichung vom Riccati’schen Typus: 
dA=(a4?+bA+c)du4+ wa+b'4+ ¢’)dv 


iiber, wo a, b, ¢; a’, b’, ¢ bekannte Functionen von w, v sind. 

Wir brauchen also nur eine particulére Lésung w, des Systems 
(16) oder der Gleichung (16*) zu kennen, um aus ihr mittels Quadra- 
turen die allgemeine Lésung ableiten zu k6nnen. 

Eliminieren wir andrerseits aus den Gleichungen (16) @, indem 
wir sie wie vorhin differenzieren und addieren, so ergiebt sich, dass , 
auch ee Lésung von (A) ist. 

Auf diese Weise erhalten wir aus einer bekannten Lésung der 
Gleichung (A) durch Integration der Gleichungen (16) eine neue Lé- 
sung @, mit einer willktirlichen Constanten. Gehen wir nun, anstatt 
von @, von @, aus (wobei wir 6, ungeiindert lassen), so erhalten wir 
wieder die Gleichungen: 


0(@, — @,) ee Nain sin 6, 


Ou COS 6, sin (@, + «,), 
O(a, + @,) 1— sino, . 
ait: Maen se (@. — 0), 


von denen bereits die particulire Lésung: 


@,=2 +o 
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bekannt ist. Es ist demnach nur eine neve Quadratur erforderlich, 
um die allgemeine Lésung @,, die eine neue willktirliche Constante C’ 
enthalt, zu finden. Hiernach ist klar, dass die unbegrenzte Anwendung 
des Transformationsverfahrens unter den getroffenen Voraussetzungen 
lediglich successive Quadraturen erfordert. Diese vorliufigen Bemerkungen 
werden spiter in § 259 eine erwahnenswerte Ergiinzung finden. 


§ 258. Die Backlund’sche Transformation. 


Die Transformation, mittels der wir von der pseudosphirischen 
Fliche S zur abgeleiteten Fliche S, gelangen, mag nach dem Mathe- 
matiker Backlund, der sie zuerst in ihrer ganzen Allgemeinheit unter- 
sucht hat, die Baicklund’sche Transformation heissen. Wir be- 
zeichnen sie symbolisch mit 6,,, indem wir die Constante 6,, mittels 
deren sie gebildet ist, markieren. Somit kénnen wir die bisherigen Er- 
gebnisse : foleendermassen zusammenfassen: 

Mittels der Backlund’schen Transformation B,, lassen 
sich aus einer pseudosphirischen Fliche S einfach unend- 
lich viele neue pseudosphiarische Flachen ableiten. Hs ge- 
niigt die Kenntnis nur einer der abzuleitenden Flachen, um 
alle tibrigen mittels Quadraturen zu finden, und es erfordert 
die Anwendung der Transformation B,, auf die neuen Flichen 
unter dieser Vorausetzung wieder nur Quadraturen. 

Wir bemerken ferner, dass, wenn P ein beliebiger Punkt von S§ 
ist, die entsprechenden Punkte P, auf den ersten mittels der Bick- 
lund’schen Transformation 6,, abgeleiteten Flachen auf der Peripherie 
des Kreises liegen, der in der Tangentialebene um P mit dem Radius | 
cos6, beschrieben ist. Die bekannte Higenschaft der Gleichungen vom 
Riccati’schen Typus, dass das Doppelverhiltnis von vier particuliren 
Lésungen eine Constante ist, wird geometrisch durch den Satz aus- 
gedriickt : 

Vier mittels einer Backlund’schen Transformation B,, 
aus einer pseudospharischen Flache S abgeleitete Flichen 
schneiden jeden der Kreise, die in den Tangentialebenen von 
Sum die Beriihrungspunkte mit dem Radius cose, beschrie- 
ben werden, in je vier Punkten, deren Doupely enualans con- 
stant ist. 

Es mag ferner bemerkt werden, dass diese Kreise isogonale Tra- 


jectorien der abgeleiteten Flichen unter dem Winkel = — 6, sind. 
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§ 254. Umnendlich kleine Verbiegungen der pseudospharischen 
Flachen. 


Da ein pseudosphirisches Strahlensystem ein W-Strahlensystem 
ist (vgl. Kap. 12, 8. 332), so ist jeder Mantel der Brennflache einer 
unendlich kleinen Verbiegung faihig, bei der sich jeder Punkt parallel 
der Normale im entsprechenden Punkte des anderen Mantels verschiebt. 
Daraus folet: Jede pseudospharische Flache S\ist oo’ unend- 
lich kleiner Verbiegungen fahig, bei denen die Richtungen, 
in denen sich die Punkte verschieben, gegen die Flache um 
einen beliebigen constanten Winkel o, geneigt sind. 

Die Verbiegung ist bestimmt, wenn fiir einen Flachenpunkt die 
Verschiebungsrichtung willkiirlich festgesetzt wird. Wir bemerken ferner 
ohne Beweis, den wir dem Leser iiberlassen, dass die hier betrachte- 
ten Verbiegungen einer pseudosphirischen Fliche S die einzigen sind, 
bei denen die Richtungen, in denen sich die einzelnen Punkte ver- 
schieben, mit den Tangentialebenen einen constanten Winkel bilden. 
Wir wollen nun den unendlich kleinen Betrag ¢9 der Verschiebung 
suchen, wo @ eine Function von w und v und ¢« eine unendlich kleine 


Constante ist. Die Bedingungen (vgl. § 154, (2), S. 289): 


NOs Ce) vg Ox O(9X,) _ 
LC ie: ov ov”? 
tee eS 
Ou +23 

geben infolge der aia (b) und Ass iibereinstimmend: 
GMOS Grae ath anNG, 

(21) ar ON ee (a, + @), 
jelee 1 — sino, 


core cos(@, — @). 


Ns Integrabilitatsbedingung ist infolge der Gleichungen (16) iden- 
tisch erfillt, d. h. der Ausdruck: 


(1 + sin 6,) cos(@, + o)du + (1 — sin@,) cos(@, — w)dv 
ist ein totales Differential, und aus den Gleichungen (21) selbst ergiebt 


sich (wie auch leicht aus denjenigen in Kap. XI folgt), dass @ eine 
Lésung der Gleichung fiir die unendlich kleinen Verbiegungen: 


2 
(22) fe = 9 cos2e 


ist. Andrerseits folgt aber aus (21) auch: 


Bala ES Fk) 
dudv\e/  e POs 2001) 
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woraus erhellt, dass die Lésung @ von (22) genau diejenige ist, welche 
bei der Moutard’schen Transformation (S. 312) den Ubergang von der 
Laplace’schen Gleichung: 


N29 
(23) ee = 2 cos 2a 
zur Gleichung: 

072 
(23*) aa dp 2 O82, 


d. h. den Ubergang von der Fliche S zu ihrer Backlund’schen Trans- 
formierten S, vermittelt, da eben bei der Moutard’schen Transformation 
die Integrale X, Y, Z von (28) in die Integrale X,, Y,, Z, von (23*) 
tibergehen. Endlich mag noch bemerkt werden, dass, wahrend bei der 
in Rede stehenden Verbiegung die Punkte von S Verschiebungen, die 
proportional @ sind, erfahren, die Punkte von S, bei der entsprechenden 


Verbiegung solche erleiden, die dem reciproken Wert - proportional sind. 


§ 255. Die Complementirtransformation. 


Wir betrachten nun den besonders interessanten Fall, in dem der 
Winkel o, gleich Null ist. Dann sind die Fliche S und eine Flache 
S, die beiden Mintel der Evolutenfliiche einer W-Flaiche, deren Haupt- 
kriimmungsradien durch die Gleichung: 

1, — Yo, = Const. 

verbunden sind. S, ist dann die Complementarflache von S be- 
ziiglich einer Schar von geodatischen Linien, die von einem festen 
Punkte im Unendlichen von S ausgehen, also beziiglich einer Schar 
von geoditischen Parallelen. Die entsprechende Biacklund’sche Trans- 
formation B, heisse die Complementartransformation (vgl. S. 254 
und 351). Die oo! pseudosphirischen Flachen S,, die sich mittels der 
Complementirtransformation aus S ergeben, haben zu Orthogonaltrajec- 
torien die Kreise, die in den Tangentialebenen von S um die Beriih- 
rungspunkte mit dem Radius Eins beschrieben werden. Es hegt somit 
ein Ribaucour’sches Cykelsystem vor (§ 186, S. 351). Die Gleichungen 
(16) lauten in diesem Falle einfach: 


(C= ©) _ sin(w, + @), 
\2 


mes 
lu. oo 


(24) 


= sin(@, — @). 


Als Differentialgleichung der geoditischen Parallelen, die auf S von 
den Strahlen. des pseudospharischen Strahlensystems umhiillt werden, 
ergiebt sich sofort: 
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(25) sin(@, + w)du + sin(@, — w)dv = 0, 

demnach als Differentialgleichung der dazu senkrechten (parallelen) 
Grenzkreise (vgl. § 34, 8. 66, (13)): 

(26) cos(@, + o)du + cos(@, — o)dv = 0. 

Die linke Seite von (26) ist, wie bereits im vorigen Paragraphen be- 
merkt worden ist, ein vollstiindiges Differential. Wird 


w = | [cos(a, + «) du + cos(@, — o)dv] . 
gesetzt, so ist 
Ajapi= V8 eA ep a= Me 

wo die Differentialparameter beztiglich des Linienelements von S 
berechnet sind. Daraus folgt (§ 39, 8. 74), dass ¢” ein Multiplicator 
der linken Seite von (25) ist. Wenn wir nun mit + die Function be- 
zeichnen, deren vollstindiges Differential jene linke Seite nach Multipli- 
cation mit e” wird, so haben wir: 


dy = cos(@, + )du + cos(@, — w)dv, 
e-Ydt = sin(@, + w)du + sin(@, — w)dv. 
Daraus folgt die Gleichung: 
(27) du? + 2cos2a@dudv + dv? = dy? + e—?¥ dr’, 
die zeigt, dass das Quadrat des Linienelements von S auf die geodi- 
tische Normalform der Flache gebracht ist. 


Auf der Complementirfliche S, dagegen lautet die Differential- 
gleichung der von den Strahlen umhiillten geoditischen Parallelen: 


sin(@, + w)du — sin(@, — o)dv = 0, 
und es ist e~” ein Multiplicator der linken Seite. Setzen wir: 
dt, = e—[sin(@, + w)dw — sin(@, — w)dv], 
so ergiebt sich in dhnlicher Weise: 
(28) du? + 2cos2a,dudv + dv? = dy? + e” dr,?. 
Bezeichnen wir endlich mit §&, 7, € die Richtungscosinus der 
Strahlen des Systems, d. h. setzen wir: 


E—4—2, 1=%-¥, b=a—* G++ e=)), 
so finden wir: 
(29) ae? + dy? + df? = e— 2% dr? + edt’. 

Die Curven +, 7, auf der Kugel sind die Bilder der abwickel- 
baren Flachen des Strahlensystems und teilen die Kugeloberfliche in 
unendlich kleine Rechtecke von constantem Inhalkt. 

Die Gleichungen des vorliegenden Paragraphen riihren samtlich 
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von Darboux her, der sie als analytischen Ausdruck fiir die Comple- 
mentartransformation gefunden hat. 


§ 256. Die Lie’sche Transformation. 

Im Zusammenhange mit der Bicklund’schen Complementirtrans- 
formation der pseudosphirischen Flachen ist hier eine Transformation 
anderer Art, die Lie’sche Transformation, zu betrachten. Sie be- 
‘ruht auf der einfachen Bemerkung, dass aus einer bekannten Losung 
(u,v) der grundlegenden Gleichung (5): 

0° 0 

Oud” 
eine neue mit einer willkiirlichen Constanten k behaftete Losung 
2(u,v) abgeleitet werden kann in der Weise, dass 


2(u, v) =o (Kw, 2) 

gesetzt wird*). Der Lésung (u,v) entsprach eine pseudosphirische 
Flache S; der neuen Lésung 2 wird eine neue, gestaltlich véllig be- 
stimmte, pseudosphirische Fiche 2 entsprechen. Diese mége die 
Lie’sche Transformierte der Fliche S heissen. Um die Flache 2 
zu erhalten, miissen wir eine Riccati’sche Differentialgleichung integrie- 
ren und dazu das Quadrat des Linienelements auf der Kugel wirklich 
auf die Form: 


= sin cos @ 


ds”? =*du? — 2cos2 2dudv + dv 
bringen. 
Wir setzen nun zur besseren Vergleichung mit den Formeln der 
voraufgehenden Paragraphen: 
as 1+ sino 
COS 6 
und bezeichnen symbolisch mit L, diejenige Lie’sche Transformation, 
welche die Fliche, die der Lésung w(u, v) entspricht, in die Flache 
liberfiihrt, die der Losung 
i 1 — sino ) 


2(u, v) ee ( COS 6 ? COS 6 


entspricht. Dann ist die dem umgekehrten Wege entsprechende oder 
inverse Transformation L,° einfach D_,. 

Sind nun @ und w, zwei Lésungen der Fundamentalgleichung, 
die durch die Gleichungen (24) mit einander verbunden sind, d. h. ent- 


*) Offenbar gilt die zu Grunde liegende Bemerkung fiir alle Gleichungen von 
der Form: 
0?@ 


Ouov Be 
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sprechen sie zwei pseudospharischen Complementiirflachen, und bezeich- 
nen wir mit 2 und 2, die neuen Lésungen, so erhalten wir sofort: 


Ee Oe eae 


Ou cos 6 
0(Q, + &) ih="e nem 
So Le ae (2, — 2). 


Dieses sind die Formeln (16), 8. 453, fiir die Backlund’sche Transfor- . 
mation. Nun gelangen wir von 2 zu @ mittels der inversen Lie’schen 
Transformation L5°, von o zu , mittels der Complementirtransfor- 
mation Bj, von @, zu 2, mittels LZ, und demnach von 2 zu &, 
mittels der zusammengesetzten Transformation UREN DE Da wir 
andrerseits von 2 zu 8, auch mittels der Backlund’schen Transfor- 
mation B, gelangen, so kénnen wir symbolisch schreiben: 


Dy == Lg Bole 2 


Es kann somit, wie Lie bemerkt hat, die Backlund’sche Trans- 
formation aus Lie’schen Transformationen und eimer Complementir- 
transformation zusammengesetzt werden. Das thut jedoch der Bedeutung 
der Biacklund’schen Transformation keinerlei Abbruch; sie kann wie 
die Complementartransformation durch eine geometrische Construction 
im Raume veranschaulicht werden, wiahrend fiir die Lie’sche Trans- 
formation nichts derartiges gilt. 


* 


Anmerkung. — Hine Klasse von pseudosphirischen Flichen giebt 
es, die bisher nicht untersucht worden sind und auf die wir kurz hin- 
weisen wollen. Jede Flache der beregten Klasse besitzt die Higen- 
schaft, mit ihren simtlichen Lie’schen Transformierten zusammenzu- 
fallen. Um zu diesen Flaichen zu gelangen, haben wir nur diejenigen 
Lésungen der Fundamentalgleichung zu suchen, welche Functionen 
des Products wv sind. Wird 


20 == f(x), i= 49 
gesetzt, so ist f aus der Differentialgleichung: 
tf’ + f= snf 
zu bestimmen, die, wenn + = e* gesetzt wird, die Form: 


2 
ee = ¢* sin f 

annimmt. Unter diesen Flichen befinden sich auch die Flaichen, auf 
denen zwei einander schneidende Gerade liegen (§ 250). 
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§ 257. Der Vertauschbarkeitssatz. 


Als sehr fruchtbringend fiir die fortgesetzte Anwendung der Metho- 
den zur Transformation der pseudosphirischen Flichen erweist sich ein 
Satz, den der Verfasser Vertauschbarkeitssatz genannt hat*). Der- 
selbe lautet wie folgt: 

Sind S, und S, zwei pseudosphirische Flachen, die mit 
ein und derselben pseudosphirischen Fliche S durch zwei 
Backlund’sche Transformationen B,,, B,, mit verschiedenen 
Constanten 6,, 6, verkniipft sind, so giebt es eine vierte 
pseudosphiarische Fliche S,, die mit den Flaichen S,, S, be- 
ziiglich durch Backlund’sche Transformationen 5,,, B,,, mit 
‘den vertauschten Constanten 6,, 6,, verkniipft ist. 

Augenscheinlich gelangt man von S zu S, entweder, indem man 
merst B,,, dann Bj, oder indem man zuerst B,,, dann Bj, ausfiihrt, 
d. h. es ist symbolisch : 

1S ig SP Was ae 3 
daher die Bezeichnung: Vertauschbarkeitssatz. 

Zum Beweise desselben gehen wir auf die Gleichungen (14), § 251, 
8. 452, angewandt auf die beiden Flichen S, und S,, zuriick, nim- 
lich auf die Gleichungen: 

[2, = % + coso,(X' sina, + X” cos @,), 
|x, = «+ cos o,(X" sin , + X” cos a) 


nebst den analogen in y und Zz, wo zwischen @,, @; @,, @ die fol- 
genden Beziehungen bestehen: 


{ G(s a) tela sin 6, sin(«, + «), 


(30) 


(31) 8 (co i ay ted ce 6 | 
| | Be 2 60a G, * sin(@, — 0); 
eeicene oer 
[ ome ate 6, * sin (@, — 02). 


Wir wollen nun zum Beweise zunichst annehmen, dass entsprechend 
dem Wortlaut des Satzes die vierte Fliche S, existiere, und wollen 
die sich auf S, beziehenden Gréssen mit dem Index 3 versehen. Da 
nun S, mit S, durch eine Transformation Bz, verkniipft ist, miissen 


wir infolge der Gleichungen (14) und (18), § 251, haben: 
*) §. die Bemerkung des Verfassers: Sulla trasformazione di Bick- 
lund, Rendiconti dell’ Accademia dei Lincei, 5, Serie, 1. Bd., 2. Halbjahr, 
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3 = a, + cos 6, sin w,[(sin , sin @ — sin 6, cos @, cos @) X” + 
+ (cosa, sin + sino, sina, cos) X”-+4 cos 6, cos @ X|+- 
+ cos 6, cos @,[sin @, cos@ + sin 6, cos @, sin a) X’+- 


+ (cos @, cos @ — sin 6, sin a, sinw)X”— cose, sina X]. 


Andrerseits ist auch, da S, mit S, durch B,, verkniipft ist: 


Xs = Mo + cos 6, sin @,[ (sin @, sin @ — sin 6, COS @, cos @)X’ + 
+ (cos @, sina + sin 6, sin, cos @) X”-+ cos 6, cos @ X| + 
+ cos 6, cos @,[(sin @, cos @ + sin 6, cos @, sin w)X’ + 
+ (cos @, cos @ — sin 6, sin, sin w) X” — cos 6, sinw X]. 


Aus der Vergleichung der beiden Ausdriicke fiir und unter Beriick- 
sichtigung der Gleichungen (80) folgern wir: 


cos 6, sin@, + cos 6, sin @,(sin @, sin @ — sin 6, Cos @, cos @) + 
+ cos 6, cos @,(sin @, cos @ + sin 6, cos @, sin @) = 
= C08 6, sin @, + cos 6, sin @, (Sin @, Sin @ — SiN 6, COS @, cos @) + 
+ cos 6, cos @, (sin @, cos @ + sin 6, Cos @, Sin @), 
COS 6, COS @, + COS 6, SiN @,(Cosi@, Sin @ + sin 6, sin @, cos w) +. 
++ COs 6, COS @;(COS @, COS @ — SiN 6, SIN @, SiN @) = 
= COS 6, COS @ + COS 6, SIN @3(COs @, Sin @ + sin 6 Sin @, cos @) + 
+ COs 6, COS @3(COS @, COS @ — SiN 6, SiN @, SiN @). 
Multiplicieren wir diese Gleichungen der Reihe nach das erste Mal 
mit sin@,, cos@,, das zweite Mal mit sinw,, cos@, und addieren wir 
jedes Mal, so ergeben sich die beiden Gleichungen: 
COS 6, SIN G, Sin (@, — @,) sin (@; — @) + 
+ [cos6, cos(@,— w,) — cos 6,]cos(@,— a) = cose,— cose, cos(@,— @,), 
— COS 6, Sin 6, sin(@,— @,) sin(@; — @) + 
+ [cos 6, cos(@,—,)—cos6,]cos(@,—@) = cos6, — cose, cos (@,— @,). 


Lésen wir sie nach sin(@;— @) und cos(@,— @) auf, so erhalten wir 
die beiden Gleichungen: 


: sin 6, — sino,) sin — 
sin (@, — @) = pin, SELIG weak) 


(32) COS 6, COS 6, COS(@, — ,) + sino, sine, —1’ 
cos (w, — @) = COS 6, COS 6, + (sin 6, Sin 6, — 1) cos(w, — a,) 
| $ ~ COS 6, COS 6, COS(@, — @,) + sing, sino, — 1° 


Sie sind mit einander vertriglich, weil die Summe der Quadrate der 
rechten Seiten gleich Eins ist. 
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Wir kénnen sie durch die nachstehende eine Gleichung ersetzen: 


@, — @ : _— 
(33) tang — = —_—— tang “5 


§ 258. Fortsetzung. 


Die voraufgehende Rechnung hat uns unter der Voraussetzung der 
Existenz der vierten Fliiche S, zur Gleichung (33) (oder zu den Glei- 
chungen (32)) gefiihrt, durch die diese Fliiche bestimmt werden miisste. 
Nun kénnen wir leicht bestiitigen, dass die so gefundene Fliche S, in 
der That allen Bedingungen des Vertauschbarkeitssatzes geniigt. Hierzu 
brauchen wir nur nachzuweisen, dass die durch die Gleichung (33) be- 
stimmte Function , mit @, bez. w, durch die Gleichungenpaare: 


Ow COS Oy 


ec o,) 1+ sine, sla toon 
(c) 


0 (@, + @,) 1— sino, . 
| melCl wie. COs es “sin (a; — 4); 


( 0(@, — @,) 1+ sing, . 
Ue ais COS 0, * Sin (3 > @,), 


(4) O(@, + @) __ 1 — sin 6, 


ov COS 6, 


sin (@3 — @,) 


verkntipft ist, die besagen, dass man von S, zu S, mittels der Biack- 
lund’schen Transformation B;, und von S, zu S, mittels der Trans- 
formation B,, gelangt. 

Um nun z. B. die Gleichungen (c) zu beweisen, brauchen wir nur 
die Gleichung (33) nach wu und v zu differenzieren, die Gleichungen 
(32) zu beriicksichtigen und in geeigneter Weise mit den Gleichungen 
(31) zu combinieren. Ahnliches gilt ftir die Gleichungen (d). 

Nachdem somit der Vertauschbarkeitssatz bewiesen ist, mag be- 
merkt werden, dass vier entsprechende Punkte auf den vier pseudo- 
spharischen Flichen S, S,, S,, S; die Ecken eines windschiefen Vier- 
ecks sind, in dem zwei Gegenseiten die constante Linge cos 6,, die 
beiden anderen die constante Lange cos 6, behalten. Das Viereck be- 
wegt sich, ohne dass sich die Seitenlingen andern, so im Raume, dass 
seine vier Ecken die vier pseudosphirischen Flichen beschreiben und 
die in einer Ecke zusammenstossenden Seiten in der Tangentialebene 
der entsprechenden Fiche liegen. 
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§ 259. Folgerungen aus dem Vertauschbarkeitssatz. 


Wir wollen nun voraussetzen, dass von einer pseudosphirischen 
Fliche S, die der Lésung w der Fundamentalgleichung (5) entspreche, 
alle Bicklund’schen Transformierten bekannt seien, d. h., dass wir ftir 
jeden Wert der Constanten 6 das Gleichungensystem: 


(eeu a 1 + sine sin(@ -+ @), 


Ou COS 6 
2 | 
(4) ame) .1—sine .. 
Ov ay) scons sin (p ve @), 


in dem die Lisung g(u,v,o,C) der Fundamentalgleichung (5) mit 
den beiden willkiirlichen Constanten 6 und C bekannt sei, integrieren 
kénnen. Dann folgt aus dem Vertauschbarkeitssatz: 

Fiir jede der aus S ableitbaren pseudosphiarischen Flachen 
kénnen alle Bicklund’schen Transformierten lediglich durch 
algebraische Rechnungen und Differentiationen bestimmt 
werden. 

Es sei nimlich S, eine Bicklund’sche Transformierte von S, die 
der Lésung der Gleichung (5) 

O, = p(U, v, 6, C) 
entspreche, und & die durch die erzeugende Transformation B, erhal- 
tene Transformierte von S,. Bezeichnen wir mit 8 die Lésung der 
zugehbrigen Gleichung (5) und beriicksichtigen wir die Gleichung (33), 
so erhalten wir: 


2 — o cos © : ; (a) (u,v, 6, C) 
(35) tang Fai ee tang + 2 " es AA 
sin 


Diese Gleichung bestimmt uns 2 in endlicher Form, nur nicht in 
dem Falle: o,— a. 

Indem wir aber diesen Ausnahmefall als Grenzfall auffassen, kénnen 
wir auch fiir ihn leicht die zugehdrige Gleichung finden. Zu diesem 
Zwecke denken wir uns in der Function g(w,v, 6, C) © sich 6, 
nahern und fiir C eine willkiirliche Function von 6, gewihlt, die fiir 
6 = 6, in C, tibergeht. 

In der Grenze, fiir 6 = 6,, wird die Gleichung (35) unbestimmt. 

tg ot 
Wird jedoch auf der rechten Seite fiir den Quotienten — 


, 
. 6, —6 
sim — 


der die Gestalt ; annimmt, der Quotient der Differentialquotienten 


nach 6 gesetzt, so ergiebt sich: 
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Q2— 0 op dC 
tang ori Seige ats COS 6, ee -- ae 2] 


C6 oC dc 
C= 0y 
oder: 
* 2 — ow 4) oy) , Og 
(35*) tang —,— = cos 6, je + C a ) 
o=0, 


wo C” eine neve willkiirliche Constante ist. Nun lisst sich leicht direct 
nachweisen, dass sich aus dieser Gleichung eben die mittels By, ge- 
fundenen Backlund’schen Transformierten von S, ergeben. Dazu brau- 
chen wir nur die Gleichungen (84) nach 6 zu differenzieren, dann in 
ihnen 6 gleich 6, zu setzen und die so erhaltenen Gleichungen mit 
denen zu combinieren, die durch Differentiation der Gleichung (85*) 
nach w und v entstehen. 
Das Ergebnis lasst sich auch folgendermassen aussprechen: 


Bei fortgesetzter und unbeschrinkter Anwendung der 
Backlund’schen Transformation auf eine pseudosphirische 
Fliche und auf die nach einander aus dieser Fliche abgelei- 
teten Flichen braucht nur die erste, auf die erzeugende 
Transformation B, beziigliche Riccati’sche Differentialglei- 
chung integriert zu werden; dann sind die weiterhin nach 
einander auftretenden Riccati’schen Differentialgleichungen 
unmittelbar gleichzeitig mit dieser integriert. 

Aus den Untersuchungen Lies tiber die fortgesetzte Anwendung 
der Complementirtransformation folgt, dass die aus einer Ausgangs- 
fliche abgeleiteten Flichen in Wirklichkeit in jedem Falle eine Mannig- 
faltigkeit unendlich hoher Ordnung bilden. Nun erscheint es sehr 
bemerkenswert, dass nach Ausftihrung der ersten allgemeinen Bick- 
lund’schen Transformation, die zwei willkiirliche Constanten hinein- 
bringt, das Hineinbringen der weiterhin nach einander in unbegrenzter 
Anzahl auftretenden Constanten lediglich algebraische Rechnungen und 
Differentiationen erfordert. 


§ 260. Geodiatische Linien auf den abgeleiteten Flichen. 


Unter Beibehaltung der zu Beginn des vorigen Paragraphen ge- 
troffenen Voraussetzung beweisen wir nun Folgendes: 

Fiir jede Fliche S, der aus S abgeleiteten Reihe von 
Flichen lasst sich ohne irgend eine Integration die Gleichung 
der geoditischen Linien in endlicher Gestalt angeben. 

Bezeichnen wir nimlich mit w, die der Flaiche S, entsprechende 
Lésung von (5), so kénnen wir nach dem Vorstehenden allein durch 


Bianchi, Differentialgeometrie. 30 


466 Kap. 17. Transformationen der Flichen mit constantem Kriimmungsmass. 


algebraische Rechnungen und Differentiationen die allgemeinste Losung 


gm des Systems: 
O(p + ®,) 


a 0(9 — ow, ’ : 
(36) AO) = sin(g + @,), = sin(@ — @») 


angeben. Sie ist eine Function g(u,v,C) mit einer willktirlichen 
Constanten C. Differenzieren wir nun diese Gleichungen nach C, so 
erhalten wir, wenn 
og 
i 8 AG 
gesetzt wird: 


0 6 
oY = cos(m + wn), a = cos(~ — @,). 


Ou 
Daraus folgt, dass die Function % mit der nicht additiven Constanten 
C ein Integral der Gleichung: 
We 
ist, wo 4,y der erste Differentialparameter von y beziiglich der Form: 
ds? = du? + 2cos2a@,dudv + dv? 

ist, die das Quadrat des Linienelements von S, darstellt. Infolee von 
Satz (B), § 86, 5. 170, kommen wir also zu dem gewiinschten Er- 
gebnis: 

Die endliche Gleichung der geodatischen Linien auf S, 
lautet: ~ ‘ 
(37) Srp oh 


worin C’ eine neue willkiirliche Constante ist. 


§ 261. Dinis pseudosphirische Schraubenflichen. 

Die obigen Krgebnisse wenden wir nun auf die Untersuchung 
einer (unendlichen) Reihe von pseudospharischen Flachen an, fiir die 
sich die laufenden Punktcoordinaten durch gewéhnliche Kreis- und 
Exponentialfunctionen der Parameter uw, v der Haupttangentencurven 
ausdriicken, 

Diese Flachenreihe erhalten wir am einfachsten, wenn wir von der 
evidenten Lésung: @ = 0 der Fundamentalgleichung (5) ausgehen. Es 
ist klar, dass die Formeln fiir die Backlund’sche Transformation auch 
in diesem Falle anwendbar bleiben, wofern gesetzt wird: 


r=, =0, z=u+u, 
X= cos(u—v), Y=snw—v) Z=0, 
X’ = —sin(u—v), Y'=cosw—v), Z’ =O, 


xO Wes) Va 
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Durch diese Werte wird den Fundamentalgleichungen (a) und (b), 
8. 443, Geniige geleistet; nur tritt hier der besondere Umstand ein, 
dass sich die Ausgangsfliche S auf die z-Axe zusammenzieht. 

Wenden wir auf diese Lésung: a0 die allgemeine Bicklund’sche 
Transformation B, an, um zu einer neuen Lésung » zu gelangen, 
so finden wir, dass g durch die simultanen Gleichungen (16), § 251, 
8. 453: 


oy _1+ sino 


A ép _ 1 — sine 
Ou cosa a, | a 


————— sin 
COS 6 Me 


bestimmt ist. Durch Integration ergiebt sich: 


u-+ v-+ sin o(u — v) 
(38) tang 4 = Ce ies : 
wo die willkiirliche Integrationsconstante C ohne Einfluss auf die 
Beschaffenheit der Flache gleich Kins gesetzt werden kann. 


§ 262. Gestalt der Dini’schen Flichen. 


Untersuchen wir nun, wie die entsprechenden Flichen aussehen. 
Aus den Gleichungen (14), § 251, 8. 452, erhalten wir unter Beriick- 
sichtigung der Gleichungen: 


w+ v + sino (wu — v) 


i =——-, cosy = —tangha, «= 
eoae is cosh a? - ge, COS G 
fiir unsere Flachen S, : 
he sin(w — v) a. Gedig wee (u — v) 
We ear coshet te cosh « 


2,=u-+ v — cose tanga. 
Fiihren wir die Parameter der Kriimmungslinien: 
U=u+v, V=u—v 
ein, so kénnen wir statt dieser Gleichungen die folgenden schreiben: 


sin V fs cos V 
Yh a cosh « 


(Bo) uke. L, = — cos 6 , 


2, = U — cose tangh « = cos 6 (a — tangha) — V sine, 
Hos U+V sing 
COS 6 
Die vorstehenden Gleichungen zeigen uns, dass die fraglichen 
Flachen Schraubenflichen sind. Die Meridiancurve V =O, die durch 
die Gleichungen: 


COS 6 
Ye ceshra) 


2, = cos 6(a — tangh «) 
30* 
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bestimmt ist, ist eine Tractrix, fiir welche die Axe Asymptote und 
die constante Linge der Tangente gleich cos o ist. Der Parameter der 
Schraubung ist gleich sino. Hs sind dieses die merk- 
wiirdigen pseudospharischen Schraubenflichen, die zuerst 
Dini gefunden hat *). 

Thre Kriimmungslinien V= Const. sind die Meridian- 
curven (Tractricen); die Kriimmungslinien des zweiten 
Systems U = Const. legen wegen der Gleichung: 

a? ty? + (4 — U)? = cos*6 
auf Kugeln vom Radius cose, deren Mittelpunkte auf 
der Axe legen. Aus den nachstehenden Werten fiir 
die Richtungscosinus der Normale der Schraubenflache 


S, (§ 453, Gl. (18): 


Fig. 15. Dini’sche 
Schraubenfliche. 


X,= cose tangha sin V — sino cos J, 
Y, = — cose tangh « cos V — sing sin V, 
e COS 6 
Bes cosh o 


leiten wir die beiden Gleichungen ab: 


— (X, cosV + Y, sin V) r= SING, 
X,2,+ Yiy,+ Z,(¢, — U)=0. 
Die erste besagt, dass die Senkrechte auf der Meridianebene mit der 
Flachennormale den Winkel + —o bildet, die zweite, dass die Kugeln, 


auf denen die Kriimmungslinien U = Const. liegen, die Schraubenflache 
orthogonal schneiden. 

Daraus folgt auch, dass die Curven U = Const. Loxodromen 
der Kugeln sind, auf denen sie legen, und dass sie die Meridiane der 


Kugeln in Ebenen durch die Axe unter dem Winkel 3 — 6 schneiden. 


Ferner sind diese Curven U geoditische Kreise vom Radius cose < 1 
und haben demnach einen reellen Mittelpunkt. Das Quadrat des Linien- 
elements der Schraubenfliche ist: 


ds? = 4(cos? gp dU” + sin’g dV"), 


*) Lassen wir die Bedingung fallen, dass der Radius R der pseudosphii- 
rischen Flache gleich Kins sein soll, so kénnen wir das Ergebnis folgender- 
massen aussprechen: Wird einer Tractrix vom Parameter h eine 
Schraubung vom Parameter m um die Asymptote erteilt, so ist die 
entstehende Schraubenfliiche eine pseudosphiirische Fliche vom 


Radius R= Vh? + m?, 
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d. h.: 
ds? = 4(tangh? « dU? + —._). 

Ks ist leicht einzusehen, dass die Schraubenlinien « = Const. geo- 
datisch parallele Kreise mit imaginiirem Mittelpunkt sind und dass 
somit die Schraubenfliche auf die pseudosphirische Rotationsfliche vom 
hyperbolischen Typus derart abwickelbar ist, dass sich die Schrauben- 
linien mit den Parallelkreisen decken. 

Die Siitze der voraufgehenden Paragraphen geben uns Gewissheit 
dartiber, dass die unbegrenzt fortgesetzte Anwendung des Back- 
lund’schen Transformationsverfahrens auf die Dini’schen 
pseudosphirischen Schraubenflachen, insbesondere auf die 
Pseudosphire (6=0), nur algebraische Rechnungen und Dif- 
ferentiationen erheischt. 

Nehmen wir z. B. eine specielle Dini’sche Schraubenfliche, die den 
Gleichungen: 

__uwtv+sine,(u — v) 
COS 6, 


@ 
tang =e, ay, 


entspricht, so erhalten wir infolge von (35) ihre erzeugende Backlund’sche 
Transformierte mit constantem 6 mittels der Gleichung: 


care a ealid gh Oe ee 
(40) tang — = wa 

! s> => oe ) 

a sin °1 — 1+ cee 


1 


w+ v-—+ sino(u — v) 

SOS k Melaaetaies 
miissen wir dagegen Gleichung (35*) benutzen, aus der sich 
(40*) ees ee es 


cos o, cosh ar, 


ist. In dem besonderen Falle: 6 = 6, 


wenn & == 


ergiebt. 


§ 263. Complementiarfliche der Pseudosphire. 


Wir wollen nun die Complementarfliche der Pseudosphare, die 
dem Werte 6,0 in der letzten Gleichung entspricht, naher unter- 
suchen. Da der Wert von C’ ohne Einfluss auf die Gestalt der Flache 
ist, k6nnen wir ohne weiteres OC” gleich Null setzen. Dann ist: 


Sor u—v —V 
408 2 — cosh(w +) cosh U’ 
‘ : bh3U, =.V2 
i Ors 2V cosh U orem cos 


cosh? 7 + V?? cosh? U + V2 


Geometrisch leuchtet ein, dass die Schar der geodatischen Linien 
der Pseudosphare, beziiglich deren die Complementirfliche construiert 
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ist, aus den geodatischen Linien besteht, die einem Meridian in der 
yon der Asymptote abgewandten Richtung parallel sind. 

Die Anwendung der Gleichungen der voraufgehen- 
den Paragraphen ergiebt als Parameterdarstellung dieser 
Flache: 

2cosh U 


= Seo Ve (Vcos V— sin V), 
2cosh U : 
— cosh? U-- V2 (V sin V+ cos AP 
F U 2sinh U cosh U 
arn cosh? U + V2 
Da 
| (Vsin V + cos V)x — (Veos V — sin V)y = 0 
Fig. 16. 
Complementirfliche 


ist, so ist klar, dass die Kriimmungslinien V = Const. in 
Ebenen durch die z-Axe liegen. Da sich ferner bei 
der Drehung dieser Fliche um die Axe die co! pseudosphiarischen 
Flachen des aus der Pseudosphire ableitbaren Cykelsystems ergeben, 
so folgt, dass die Kriimmungslinien U = Const. auf Kugeln legen, 
die die Flache orthogonal schneiden und deren Mittelpunkte die Axe 
erfiillen. 
Beriicksichtigen wir, dass die Hauptkriimmungsradien 


der Pseudosphare *). 


cosh? U — V? aay ie 2V cosh U 
2Vcosh U ’ Uy AO Oe pee 


Y, = cotg 8 = 


sind, so’ sehen wir, dass die Flache die beiden singularen Curven: 
V== 05) V = each. U; 


als Riickkehrkanten besitzt. Lrstere ist eine ebene Curve, die sich aus 
der Meridiantractrix der Pseudosphare in der Weise ergiebt, dass auf 
der Tangente vom Bertihrungspunkt nach der der Asymptote abgewandten 
Richtung die Lingeneinheit abgetragen wird; dann ist der Ort der 
Endpunkte eben diese Curve. Die zweite Riickkehrkante ist eine Raum- 
curve. 

Ohne die Rechnungen durchzufiihren, die sich nach den Ergeb- 
nissen des Vertauschbarkeitssatzes lediglich durch Differentiationen er- 
ledigen lassen, geben wir endlich noch an, dass das Quadrat des Linien 
elements der Fliche durch 

Ae Le U — V*\2 4 V® cosh? U 


Ty) ot ome pee 


*) Diese, wie auch die vorige Abbildung, sind dem Modellverzeichnis von 
L. Brill in Darmstadt entnommen. 
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gegeben ist. Es geht in die typische Form: 


ds* = da? + &«dp 
tiber, wenn 
cosh U 
g=> log ‘cosh? U + V2? 
gesetzt wird. 

Die hier betrachtete Fliche ist nur ein besonderer Fall der Enneper’- 
schen pseudosphiarischen Flichen mit einer Schar ebener Kriimmungs- 
linien, bei denen elliptische Functionen auftreten. Zu dieser Klasse 
gehéren auch die Complementirflachen der pseudosphirischen Rotations- 
flaichen vom elliptischen und hyperbolischen Typus. Bei allen Enneper’- 
schen Flichen mit negativem oder positivem constantem Kriimmungs 
mass gehen die Hbenen der Kriimmungslinien des einen Systems durch 
eine feste Gerade (die Flichenaxe), wihrend die Kriimmungslinien des 
zweiten Systems auf Kugeln liegen, die die Flache orthogonal schneiden 
und deren Mittelpunkte die Axe erfiillen. 


B = U— V* tangh U 


§ 264. Flachen mit positivem constantem Kriimmungsmass. 


Wir wollen nun einen kurzen Uberblick iiber die Flichen mit 
positivem constantem Kriimmungsmass geben, deren Theorie 
bis jetzt sehr wenig entwickelt ist. Insbesondere ist fiir diese Flaichen 
keine Transformation bekannt, die der Bicklund’schen Transformation 
der pseudosphirischen Flachen analog ware. Die bekannten Flachen 
dieser Klasse beschranken sich auf die Rotations-, Schrauben- und 
Enneper’schen Flachen. 

Wir suchen zunichst den Ausdruck fiir das Quadrat des Linien- 
elements der Flache mit dem Kriimmungsmass K = + 1, bezogen auf 
die Kriimmungslinien w, v: 

ds? = Edw? + Gdv’. 
Indem wir hierzu die allgemeinen Ergebnisse des Kapitels IX ver- 
werten, bemerken wir, dass, da 
11% =1 
ist, wir also, wenn wir 7, >1, 7, <1 voraussetzen und mit @ eine 
Hilfsfunction von wu, v bezeichnen, 
r, =cotgh#, r, = tanghd 
setzen kénnen. Die Fundamentalgleichungen (1), § 123, 8. 234, geben 
uns dann: 


GlogVH  @logsinh® ClogYG _ dlogcosh# 
Gore aims. >” Ou eae 
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und zeigen, dass bei Hinftihrung geeigneter neuer Parameter wu, v 
VE=sinh9, VG = cosh? 

gesetzt werden kann. Aus der Gleichung (2) desselben Paragraphen, 

S. 235, ergiebt sich dann als charakteristische Gleichung: 


oe + CS = — sinh # cosh @. 


Wahrend das Quadrat des Linienelements der Fliche die Form: 
ds? = sinh? #du? + cosh? ddv? 
hat, ist das der Bildkugel durch 
ds’ = cosh? #du? + sinh? ¢dv? 
gegeben. 
Andrerseits wird ftir denselben Wert von ® den angeftihrten 
Grundgleichungen auch Geniige geleistet, wenn 


VE=cosh#?, VYG=sinh9, 

ry, =tanghd, 17, = cotgh? 
gesetzt wird, wodurch das Linienelement der Flache und dasjenige der 
Bildkugel vertauscht werden. Wir kénnen also den Satz aussprechen: 
Die Bestimmung der Flachen mit positivem constantem 


Kriimmungsmass K—-+1 hangt von der partiellen Diffe- 
rentialgleichung: 


(41) ee + 0° __ __ sinh & cosh 


Ou Ov? 


ab. Jeder Lésung @ dieser Gleichung entsprechen zwei ver- 
schiedene Flachen S und S’ mit dem Kriimmungsmass K=+1 
(sie mégen als conjugiert bezeichnet werden), fiir welche die Qua- 
drate der Linienelemente, bezogen auf die Kriimmungslinien 
u,v, durch die Ausdriicke: 

ds* = sinh? du? + cosh? dv’, 

ds’ = cosh? du? + sinh? dv? 
gegeben sind, wahrend die Hauptkriimmungsradien die Werte: 

r,=cotgh ¢, vr, = tangh#, 

y,==tangh?, r,’= cotgh ® 
haben. Das Linienelement der einen ist gleich demjenigen 
der Bildkugel der anderen. 

Sowohl § als auch S’ sind auf die Bildkugel (vom Radius Eins) 
abwickelbar, und die Abwickelung kann in der Weise vorgenommen 
werden, dass die Kriimmungslinien von S auf die sphirischen Bilder 
der Kriimmungslinien yon 8’ zu liegen kommen und umgekehrt. 


§ 265. Zusammenhang mit Flichen constanter mittlerer Kriimmung. 473 


Da sich die geodatischen Linien auf S mit den gréssten Kreisen 
auf der Kugel decken und jeder der letzteren das Bild der Curve ist, 
langs deren ein der Fliche 8’ umbeschriebener Cylinder die Curve 
bertihrt, so sehen wir, dass den geoditischen Linien von S auf 
der conjugierten Flache S’ die Schattencurven entsprechen. 

Diese (involutorische) Transformation der Flichen mit positivem 
constantem Kriimmungsmass ist von Hazzidakis angegeben worden*). 


§ 265. Zusammenhang mit Flichen constanter mittlerer Kriimmung. 


Hine einfache Angabe von Bonnet verkniipft die Flachen posi- 
tiven constanten Kriimmungsmasses mit denjenigen constanter mittlerer 
Kriimmung, nimlich der Satz: 

Die beiden Flachen, die einer Fliche S mit dem Kriim- 
mungsmass K —-+1 parallel und von ihr um die positive 
bez. negative Langeneinheit entfernt sind, besitzen die con- 
stante mittlere Krimmung H=-+ 1. 

Sind namlich 7,, 7, die Hauptkriimmungsradien von S, sodass 

Vet 
ist, und betrachten wir eine Fliche 2, die zu S parallel und von ihr 
um / entfernt ist, so sind 


=n! e=n+! 
die Hauptkriimmungsradien von 2. Demnach ist: 
(0, —)(e —1) = 1. 
Wird J gleich -++ 1 gesetzt, so folgt: 


Umgekehrt besitzt eine Fliche mit der constanten mittleren Kriim- 
mung + 1 zwei Parallelflachen mit der Totalkriimmung + 1 im Ab- 
stande + 1. 

Aus dem Satze des vorigen Paragraphen folgern wir sofort den 
nachstehenden: 

Das Quadrat des Linienelements jeder Flache mit der 
constanten mittleren Krimmung + 1, bezogen auf die Kriim- 
mungslinien w, v, nimmt die Form: 

(42) ds? = e+?? (du? + dv*) 
an, wo ® eine Function von w und v ist, die der Gleichung 
(41) gentigt. Umgekehrt: Ist @ eine Lésung von (41), so ent- 


*) Crelles Journal, 88. Bd. 
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sprechen ihr zwei Paar Parallelflaichen mit der constanten 
mittleren Krimmung +1. Die Hauptkriimmungsradien des 
ersten Paares haben dann die Werte: 


cn” isi et 


(43) "Gane? "2'= “eosh a7 


wahrend sich fiir das zweite Paar r, und 7, mit einander ver- 
tauschen. 

Daraus folet insbesondere: Die Kriimmungslinien auf den 
Flaichen constanter mittlerer Kriimmung bilden ein Isother- 
mensystem. 

Wir bemerken ferner, dass jede Flache des einen der beiden Paare 
auf eine des anderen Paares so abwickelbar ist, dass die Kriimmungs- 
linien einander entsprechen, wahrend sich die Hauptkriimmungsradien 


mit einander vertauschen. Die Gleichungen (1), § 123, 8. 234: 


( dlogVE ee 6 
Thi fay Ov Ge, in 2 
a2 
1 aes oF = 
(4 - ae ti Cu ? 


beweisen, dass nur die Flachen constanter mittlerer Kriimmung Ver- 
biegungen von dieser Art gestatten. Denn giebt es eine soleche Ver- 
biegung, so bestehen neben den obigen Gleichungen auch die folgenden: 


Ave 
1 é log 
(Ei 2) Pee a aes 
1 2 
1 
bese a AE 
ie oo () 
ry Te Ou Cu ys 


die von den vorhergehenden entsprechend subtrahiert 


aug 1 Ofna 1 
par eae colic ard) =! 


ergeben. 


§ 266. Verbiegungen von Flichen constanter mittlerer Kriimmung. 


Fiir die Flichen mit positivem constantem Kriimmungsmass giebt 
es eine Transformation, die der Lie’schen fiir die pseudospharischen 
Flichen analog ist. Wir erhalten sie, wenn wir beachten, dass, wenn 
(u,v) eine Lésung der Gleichung (41) ist, die Function: 


O(u, v) = F(u cose — vsine, using + v cose) 
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wieder eine Lésung von (41) ist, welcher Wert auch der Constanten 
6 erteilt werden mag. 

Die geometrische Bedeutung dieser Transformation ergiebt sich 
am einfachsten, wenn wir sie statt zu den Flachen mit positivem con- 
stantem Kriimmungsmass zu deren Parallelflachen mit constanter mitt- 
lerer Kriimmung in Beziehung setzen. Transformieren wir niamlich 
das Linienelement (42) mittels der Gleichungen: 

U =U, CSG — V, SING, vV=—U, sing + v, cose 
und bezeichnen wir mit #, die Functionen w,,v,, in welche (uw, v) 
hierbei iibergeht, so ist das transformierte Linienelement 
ds = e*™ Vdu? + dv, 

da #, der Gleichung: 

oro 0? 

Ou, aap 30,2 
geniigt, nach dem Satze des vorigen Paragraphen das einer Fliche mit 
der constanten mittleren Kriimmung + 1, deren Kriimmungslinien die 
Curven wu, = Const., v, = Const. sind. Die neue Flache ist offenbar 
auf die alte abwickelbar. Da ihre Punkte einander durch die Glei- 
chungen (44) zugeordnet werden, kénnen wir folgenden Satz aussprechen: 


= — sinh #, cosh , 


Jede Flache constanter mittlerer Kriimmung kann ohne 
Anderung dieser Kriimmung so verbogen werden, dass die 
neuen Kriimmungslinien die unter einem beliebigen constan- 
ten Winkel schneidenden Trajectorien der alten sind. 

Es ist klar, dass bei diesen Verbiegungen, die denen der Minimal- 
flachen (§ 194, Kap. XIV) ganz analog sind, die einzelnen Hauptkriim- 
mungsradien ungeindert bleiben. Bonnet, von dem die Entdeckung 
dieser merkwiirdigen Verbiegungen herriihrt, hat bewiesen, dass es mit 
Ausnahme einer Klasse von W-Flachen, die auf Rotationsflachen ab- 
wickelbar sind, keine anderen Flaichen giebt, die Verbiegungen unter- 
worfen werden kénnen, bei denen die einzelnen Hauptkriimmungsradien 
ungedindert bleiben *). 


*) Journal de l’Ecole Polytechnique, 42. Heft. 


Kapitel XVIII. 


Allgemeine Sitze iiber dreifache orthogonale Flichensysteme. 


Krummilinige Coordinaten im Raume. — Der Darboux-Dupin’sche Satz tiber drei- 
fache Orthogonalsysteme und Folgerungen daraus. — Ausdruck fiir das Quadrat des 
Linienelements des Raumes: ds? = H,’do,*-++ H,*doe,*-+ H,’de,*. — Lamé’sche 
Gleichungen fiir H,, H,, H, und Bestimmung des zugehérigen dreifachen Ortho- 
gonalsystems. — Liouvilles Satz von den conformen Abbildungen des Raumes. — 
Hauptkriimmungsradien der Flichen eines dreifachen Systems. — Kriimmung und 
Torsion der Parameterlinien. — Aquidistanzcurven. — Cayley’sche Gleichung. — 
Combescure’sche Transformation. 


§ 267. Krummlinige Coordinaten im Raume. 


Wie wir uns zur Bestimmung der Lage eines Punktes auf einer 
gegebenen Flache auf dieser zwei Scharen von Curven wu, v derart 
gezogen gedacht hatten, dass durch jeden Punkt der Flache (oder 
eines passenden Stiickes der Flache) ‘eine Curve jeder Schar geht, 
ebenso kénnen wir auch die Lage eines Punktes im Raume mit Hilfe 
dreier einander schneidender Flachen bestimmen, von denen jede inner- 
halb einer einfach unendlichen Schar variert. Wir brauchen uns hierzu 
nur den Raum (oder ein Gebiet desselben) von drei Scharen von oo! 
Flachen derart durchfurcht zu denken, dass durch jeden Raumpunkt 
eine einzige Flache jeder der drei Scharen hindurchgeht. Ordnen wir 
dann jede Flache einer der drei Scharen eindeutig den Werten eines Pa- 
rameters 9, bez. @,, 9; zu und kennen wir die Werte der Parameter 
der drei Flachen, die sich in einem Raumpunkt P durchkreuzen, 


QO, = A, Oo == 4%, Os = as, 
so ist der Punkt damit bestimmt. Wir nennen a,, d,, d3 die krumm- 
linigen Coordinaten von P und die Flachen der drei Scharen: 
o, = Const., 0, == Const., 0, == Const. 
die Parameterflachen. Sind 


(1) 0, (2, Y, 2) = 01, 0, (a, Y) ) = Q2) 03 (a, Y, 2) = 03 
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die Gleichungen der drei Flichenscharen, so erhalten wir durch ihre 
Auflésung nach w, y, 2 (wenigstens in dem betrachteten Raumgebiet 
muss die Auflésung méglich sein): 


(2) % = 2(01, 02, Os), Y= Y(O1, Q2, Os). % = 2(1, Oe, Os): 

Die Gleichungen (1) dienen zur Berechnung der krummlinigen Coor- 
dinaten eines Punktes, wenn seine Cartesischen Coordinaten bekannt 
sind, die Gleichungen (2) im umgekehrten Falle. Es ist klar, dass zur Hin- 
fiihrung eines Systems krummliniger Coordinaten nur die Verinderlichen 
x,y, 2 gleich drei von einander unabhiingigen Functionen dreier neuer 
irevendetlichon 0,, 2, Q3; gesetzt zu werden brauchen. 


Hine Gleichung zwischen den krummlinigen Coordinaten eines 
Punktes: 
(3) F(@,, @2, 03) = 0 
stellt offenbar eine Flache dar, deren gewodhnliche Gleichung sich er- 
giebt, wenn in (3) fiir @,, 0, @, ihre Werte (1) in , y, 2 eingesetat 
werden. Zwei Gleichungen von der Form (3) stellen eine Curve dar. 
Ubrigens ist es dfters zweckmiissig, eine Curve analytisch in der Weise 
zu definieren, dass die krummlinigen Coordinaten 0,, Q,, @; elmes beweg- 
lichen Punktes der Curve gleich drei Functionen eines und desselben 
Parameters ¢ gesetzt werden. Denken wir uns eine Curve in dieser 
Weise definiert und bezeichnen wir ihr Linienelement mit ds, so folgt: 


ay LGN cig Py, aaa 
asia (52 dQ, Oe. dQ, 0 es de; ) 
re é 0 2 

ai (52 do, + Fer dQ. ++ oh do,) or 
z Oz . 
= (52 de Papas ¢ 9, 798 =e 00s dos) ; 


Setzen wir: 
H,” = DN) ’ A,’ = (=) Y Hy =>! Cal 
Ox 0x Ox Ox Cx Ox 
be de eee, WAU a a 


so erhalten wir: 
(4) ds* = H,'de,? + H,*do,* + H,*des” + 2h: de,de. + 
+ 2hy; do, do; + 2hoz de, dos. 
Wir bezeichnen diesen Ausdruck als das Quadrat des Linienelements 


des Raumes. Dieser Ausdruck ist nichts anderes als die mittels der 
Substitution (2) transformierte quadratische Differentialform: 


da? + dy? + dz’. 
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Wir nehmen nun an, dass jede Fliche einer der drei Scharen alle 
Flichen der anderen beiden Scharen orthogonal schneide. Die not- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen hierfiir sind die Gleichungen: 


0. 


Iyg = 0, Iyg=9, hog = 


In diesem Falle wird die dreifache Flachenschar @,, 9, @, ein drei- 
faches Orthogonalsystem genannt. 

Wir haben somit das Ergebnis: Das Quadrat des Linien- 
elements des Raumes nimmt in einem dreifachen Orthogonal- 
system die Form: 


ds? = H,?do,? + H,?de,” + H;*dos” 


an. 


.§ 268. Darboux-Dupin’scher Satz. 


Wir gehen nun zur Untersuchung der dreifachen Orthogonal- 
systeme iiber und leiten zunachst den grundlegenden Satz von Dupin 
ab, der von Darboux erweitert worden ist*). 

Wir nehmen an, dass zwei Flachenscharen: 


0, (2, Y, 2) = 01) 0. (a, Y; Z) Smee 


orthogonal zu einander seien, und sehen zu, welche Bedingungen erfiillt 
sein miissen, damit es eine dritte Schar: 


03(Z, ¥, 2) = 0; 


gebe, die zu beiden orthogonal ist. Infolge der getroffenen Voraus- 
setzung ist: 


; 00; 00, 00; CQ, 00, 00s 
(5) SERE es Oy ey + Gs be 


02 OB , 
und im Falle des Vorhandenseins der dritten Schar muss die unbe- 
kannte Function @;(x, y, 2) den beiden Gleichungen: 


403 00, » 000% 1 O05 0% _ 
bea ue ete 


? 


00, 00s 003 OQ, CP a, 
Ox Pal Oy oy a 08 i aame 


gentigen, d. h. es muss die Proportion bestehen: 


*) Annales de I’EKcole Normale Supérieure, 3. Bd., 1866. — Die Ausfiih- 
rungen im vorliegenden und im folgenden Paragraphen sind ohne Anderung der 
Darboux’schen Abhandlung (8. 110 ff.) entnommen. 
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6% Om | |G Om | |e Ge 

coe 00s , 00s Oy 02 022.0% CLG 
CU Oa 00s Be. |° 002 O02 | | G0, Ces | 
Oy 02 Os Ox Ox Oy | 


Ks ist demnach notwendig und hinreichend, dass fiir die totale Diffe- 
rentialgleichung: 


| Ce Oe Cer O% Ce Og | 
Oy 02 Oz Ox Ox oy 
dx £ dt K x dz=0 
ees ana her rule a tes 
Oy Oz 02 Ox Ox Oy 
die Integrabilititsbedingung: 
Oy O02 oO | de> du 0 | Ou oy 
6 ~ — = = 0 
©) 2 Ges Ge | [0% | Ge, Ges | fo) Des a | 
Oy O02 | OF Ox | | 0 Oy 


wo sich die beiden anderen Glieder hinter dem Summenzeichen aus 
dem angegebenen durch cyklische Vertauschung von a, y, 2 ergeben, 
erfiillt sei. 

Addieren wir zur linken Seite von (6) die Summe: 


ya 00, 
Oe 0 0° Qs 0 Qs 0° a, 
= ee 002 (3 Ox > 6x? 
Oz 


die identisch me Null ist, so geht (6) tiber in: 


ae 001 Oe 
04% 00, 0? de, 0? C0, 60, 
* , Q; Qo Qy Qe Q1 2 Qs 
Cs ie 0, 20s Oa? Eo, oy paoy 02 0X02 
Oy Oz 


Oe, 07a, 00, 070, 0 Qs may 
Gime Cee Oy Oxdy 02 0x02 


Aus (5) folet aber durch Differentiation nach a: 
00, 07 a, 00, 07a, 0 Qe a a 
(‘ Gat 1 ey Bape ah Oz 0202) 
Ge, 87a 1 0a, Ge 1 Oa ae) 
Ce es ay Baby * bz Ones 
Also ist die Integrabilititsbedingung (6*) aquivalent der Gleichung: 
Oe Om 


oy St at a Ed it.) 
| Qi C Qs Oy Q2 Or Coe eae 
(7) = 00, 00s Ge Ga Oy Oxoy RCE ET, 0. 


Cy Oz | 
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Diese Gleichung kiénnen wir nun folgendermassen geometrisch 
deuten: Wandern wir lings der Schnittcurve zweier Flachen der Scha- 


ren (@;), (@2): 

01(@, ¥, 2) =O, 02 (%, Y, 2) = O 
und bezeichnen wir mit dem Symbol 6 die dieser Wanderung ent- 
sprechenden Differentiale, so haben wir: 


[2a Be el Get fa.) | Ber Gu) 
Oy O08 | Be Ox | ox Oy | 

SHOU: 88 yee oa ta hoe een "2a. 20 
Oy 082 Oe Ox | Ox Oy | 


Demnach geht (7) iiber in: 
@, y(2e) 1 0% » (Ce 001.9 (C@2) __ 
Dat o(°) ot oy (2) ey Oz 0 (3) a 
Bedeuten aber X, Y, Z die Richtungscosinus der Normale der Flache: 
Q2(2, Y, 2) = Q2, 


2 : ~~ G0, 00s , OO, 
Xi Vif 55 Oy oa? 


und die vorhergehende Gleichung lautet wegen (5): 


00, OQ 0 ind 
Ce ox 4 ay 4 97 = 0. 


Andrerseits ist identisch: 


00s > 
G0 


so ist: 


0 Qs 0 Qs a 
se OY +5 07 =0, 


folglich ist die Integrabilititsbedingung aiquivalent der Proportion: 
0x: 04:02 = 0X: 0¥ 3027. 


Dieselbe besagt nun aber (§ 51, 8. 98), dass die Schnittcurve zweier 
Flachen @,, g, eine Kriimmungslinie fiir die zweite, also auch fiir die 
erste Fliache ist. 

Wir haben somit den Satz von Darboux: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass 
zwei zu einander orthogonalen Flachenscharen eine dritte 
zugeordnet werden kann, die zu beiden orthogonal ist, be- 
steht darin, dass jede Fliche der ersten und jede Flaiche 
der zweiten Schar einander in Kriimmungslinien schneiden 
miissen. 

Mierin ist der beriihmte iltere Satz von Dupin enthalten: 

In jedem dreifachen Orthogonalsystem ist die Schnitt- 
curve zweier nicht derselben Schar angehériger Flaichen eine 
Kriimmunegslinie fiir beide. 
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§ 269. Folgerungen aus dem Darboux-Dupin’schen Satze. 


Aus den vorstehenden Sitzen ergiebt sich, dass eine willkiirlich 
gewihlte Schar von oo} Flachen: 


0,(#, Y; 2) ams ‘p 

im allgemeinen keinem dreifachen Orthogonalsystem angehért. Diese 
Schar von oo! Flachen bestimmt nimlich eindeutig die Schar von oo? 
Curven, die alle Flachen orthogonal schneiden*). Gehérte nun die 
Schar: 0,(v, y, 2)= 0, einem dreifachen Orthogonalsystem an nd 
betrachten wir auf einer Fliche 9, eine Kriimmungslinie Z, so bilde- 
ten alle diejenigen Orthogonaltrajectorien der Schar, welche von den 
Punkten von Z ausgehen, eine Flache, die alle iibrigen Flachen der 
Schar in Kriimmungslinien schneiden miisste. 

Es ist sehr bemerkenswert, dass diese geometrische Bedingung, 
der die Schar: 0,(%, y, 2) = 0, geniigen muss, sich durch eine par- 
tielle Differentialgleichung dritter Ordnung fiir die Function 
o, ausdriicken lisst. Zu diesem wichtigen Ergebnis, das in der hier 
gegebenen Fassung von Darboux herriihrt**), gelangen wir auf fol- 
gende Weise: 

Wir betrachten die Kriimmungslinien emer und derselben Schar 
auf allen Flachen 9, = Const. Zu dieser Schar von oo? Curven muss 
es eine Schar von co’ Orthogonalflachen geben, und umgekehrt: Ist 
dieses der Fall, so gehdrt die Schar 0, — Const. einem dreifachen 
Orthogonalsystem an (§ 268). Bedeuten also X,, Y,, Z die Rich- 
tungscosinus der Tangenten dieser Curven, so muss die totale Differen- 
tialgleichung (§ 179, S. 330, (4): 

X,dx-+ Y,dy+ Z,dz=0 
integrierbar sein, d. h. es besteht mit Notwendigkeit die Identitit: 
OF OZ, OX, ox, ONE ! 
eae ete) ste ni fa) 7h aquina teh a 


oy Oz OY Ox 


Aus den Fundamentalgleichungen der Flichentheorie (Kap. IV) ergiebt 
sich aber, dass sich X,, Y,, Z, durch die ersten und zweiten Differen- 


*) Diese Curven ergeben sich durch Integration des Systems simultaner ge- 
wohnlicher Differentialgleichungen: 


dx dy dz 


Oy 5/900 j(), Ps 
Ox oy 02 
**) Zu der Zuriickftihrung der Bestimmung der dreifachen Orthogonalsysteme 
auf eine partielle Differentialgleichung dritter Ordnung mit drei Veranderlichen 
war auf einem anderen Wege Bonnet gelangt. 


Bianchi, Differentialgeometrie. 31 
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tialquotienten der Function o,(z,y, 2) ausdriicken lassen; es ist dem- 
nach (8) fiir 9, eine partielle Differentialgleichung dritter Ordnung, die 
wir in § 275 wirklich aufstellen werden. Aus der Integration dieser 
Gleichung wiirden sich alle dreifachen Orthogonalsysteme ergeben. 

Als unmittelbare Folgerungen aus diesen allgemeinen Ergebnissen 
fiihren wir hier einige einfache Falle von dreifachen Orthogonalsyste- 
men an. Betrachten wir eine beliebige Schar von cot Ebenen oder 
Kugeln und ihre Orthogonaltrajectorien und wird auf einer Ausgangs- 
kugel oder in einer Ausgangsebene eine beliebige Curve L fest gewahlt, 
so, bilden diejenigen Orthogonaltrajectorien, die von den Punkten von 
L ausgehen, eine Flache 2, die von allen Kugeln bez. Ebenen der 
Schar orthogonal und daher lings Kriimmungslinien geschnitten wird. 
Also: 

Jede Schar von oo! Ebenen oder Kugeln gehoért unend- 
lich vielen dreifachen Orthogonalsystemen an. 

Um eins derselben zu erhalten, brauchen wir nur auf einer Aus- 
gangskugel oder in einer Ausgangsebene zwei Scharen von orthogo- 
nalen Curven L und L’ beliebig zu ziehen, dann vervollstaindigen die 
entsprechenden Flichen 2X und 2” das dreifache Orthogonalsystem. 
Nehmen wir speciell als Hbenenschar ein Ebenenbiischel, so sind die 
Flichen 2, X” Rotationsfliichen, deren Drehaxe die Axe des Biischels ist. 

Endlich bemerken wir: 

Jede Schar von Parallelflachen gehért einem dreifachen 
Orthogonalsystem an. Die Flachen der beiden anderen Scha- 
ren sind die abwickelbaren Ortsflichen der Normalen lings 
der Kriimmungslinien der Parallelflachen. 


§ 270. Linienelement des Raumes. 


Wir nehmen nun an, es liege ein dreifaches Orthogonalsystem 
(0; @2, @3) vor, sodass bei Wahl desselben als System krummliniger 
Coordinaten das Quadrat des Linienelements des Raumes die Form: 


(9) ds? = da® + dy? + de? = Hide? + H,2do,? + H,2do,? 


annimmt. Zur Vermeidung von Doppeldeutigkeiten schicken wir die 
folgenden Bemerkungen voraus: Die Functionen H,*, H,*, H,? sind als 
Quadratsummen stets positiv und héchstens in isolierten Punkten oder 
lings isolierter Curven gleich Null. Wir wollen nun stets den Anderungs- 
bereich von 0,, @,, 3 als so abgegrenzt annehmen, dass diese Fune- 
tionen tiberall positiv und von Null verschieden sind. Ferner 
setzen wir sie nebst ihren ersten und zweiten Differentialquotienten als 
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endlich, stetig und eindeutig voraus und bezeichnen mit H,, H,, H, 
die positiven Werte ihrer Quadratwurzeln. 

Bedeuten ds,, ds,, ds, die positiven Bogenelemente derjenigen 
Curven (Kriimmungslinien) des dreifachen Orthogonalsystems, lings 
deren nur g, oder g, oder g, sich andert, und wird als die positive 
"Richtung diejenige des betreffenden wachsenden Parameters festgesetzt, 
so ist: 


ds, = H,de,, ds, = Hde,, ds, = H,de,. 


Setzen wir ferner: 


iL Ose 1 dy 1 02 : 
(10) eect) Sve? ai, 2a: @=1, 2,3), 


v 


so sind X;, Y;, Z; die Cosinus der positiven Richtung der Tangente 
gar Curve g;, d. h. der Normale der Fliche o; = Const. 

Nehmen wir weiterhin die positiven Richtungen der a-, der y- 
und der z-Axe als ebenso orientiert wie die Richtungen X,, Y,, 2; 
Mrs, 25; As, J,, 2, an,-so haben wir: 


ers 2, | 
PO as% Povteset 
xe 2. 


Damit das Hinsetzen der Functionen H,, H,, H; von @,, 0,, @3; in 
der Gleichung (9) das Linienelement des Raumes liefert, miissen diese 
Functionen, wie zuerst Lamé nachgewiesen hat, sechs charakteristi- 
schen Differentialgleichungen zweiter Ordnung geniigen. Diese ergeben 
sich unmittelbar aus der allgemeinen Theorie der quadratischen Diffe- 
rentialformen (Kap. II) dadurch, dass die fiir die Differentialform: 
H,2do,? + H,?do,? + H,’do,” gebildeten Vier-Indices-Symbole erster 
Art (Kap. II, § 27) gleich Null gesetzt werden. Andrerseits sind, wie 
wir sogleich sehen werden, diese sechs Bedingungen, denen H,, H,, H, 
geniigen miissen, auch hinreichend, wenn es ein entsprechendes drei- 
faches Orthogonalsystem geben soll. Dieses ist auch, abgesehen von 
Bewegungen im Raume, vollig bestimmt. 

Bevor wir zur Ausfiihrung der beztiglichen Rechnungen schreiten, 
wollen wir noch darauf hinweisen, dass dieselben Uberlegungen ohne 
irgend welche gréssere Schwierigkeit auch auf die Frage nach den Or- 
thogonalsystemen bei » Verinderlichen anwendbar sind, wenn die 


Gleichung: 
da? + da?+---+dzx,? = H,do,? + H,7do,*+---+ H,7de 
zu Grunde gelegt wird. 


yt 
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§ 271. Gleichungen von Lamé. 

Wir wenden nun die Christoffel’sche Formel (I), § 24, 5. 43, auf 
die Gleichung (9) an. Bezeichnen wir mit i die Christoffel’schen 
Drei-Indices-Symbole fiir die Form: 

Ho,” + H,*d 9,” + H;"de,*, 


so ist offenbar, wenn 7, k, J eine Permutation der drei Indices 1, 2, 3 


bedeutet, nach § 24, 8. 43, Gleichung (17) und (18), unmittelbar: 


(T| =o l=tl= il ae 
le ES ee ee 
(AF 1 oH, {k k\" cm H, 0H, 
i SS Re SERB id al va a SA 
Die angefiihrten Gleichungen (1) lauten somit: 
0? x 1 0H, dx Lol, ox 
Tm oon oe ah Heweuang. 
Orn MECH oe Hy OL FO HH 0H, O& 


Oe iy Hf, 00, 00, H? 00; 00; es 00, ae, 


und ihnen gentigen auch y und zg. Fiihren wir jedoch die Richtungs- 


cosinus: 


ee Ox 
sic nT 


ein, so lassen sie sich folgendermassen schreiben: 


0X, 1 OH; OX, 1 oH, x 

Ge, =H, 00," *? 0g, Hy, a,” 
ty 0X, 1 OH, ba) = 

00, H, 00; Ae «ba ‘s 


Die Integrabilititsbedingungen fiir dieses System lauten: 


ie Bose) ae OH 
00, ina Wat Wee: 3%) 


LS (iacaum x,) mal C7 1 ou, 
oe oe eae alee i +54, (a7 ae Xi) = 0. 


Werden die Differentiationen ausgefiihrt und fiir die Differentialquo- 
tienten der X ihre Werte aus (11) eingesetzt, so folgen unter Beriick- 
sichtigung des Umstandes, dass den so hervorgehenden Relationen auch 
die Y und Z geniigen miissen, fiir die H die folgenden beiden 
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nebst den sich aus ihnen durch Permutation der Indices ergebenden 
Gleichungen: 
OH, 1 0H,dH, | 1 OH, OH, 
(a) Pee Hs oan ee cer a 
@ /1 OH, ae es 1 0H, dH, 
y) 06; & =) a0, (= FAA ray em 


Schreiben wir diese sechs Gleichungen, welche die angefiihrten Lamé’- 
schen sind, einzeln hin, so erhalten wir das folgende System: 


0H, 1 0H, 0H, , 1-0H, OH, 
Bes00 Hy De, Oe | Th Oe, 20,” 
(A) gy el, OH dc aay, 
00s 00 H, 00, 0; H, 60, 0% 
G2 Hom (hl CH oligy Wah lu diy ob, 


@ (1h) 4p @ (1 oth) 4 1 eh eh _ 9 
60, \H, 00 e, \H, 00s Hy” Ces Ces d 
0 10H; 0 le eed, i CHS OH, 
Pye bat io ea oem ( u 4 Be ad Ce oe | 
( ) . | 0a, \H, Gat oe, Hy 0 5 H,? 60, 09, : 
0 : om) 4 0 i 2) te oH, oH, 6 
Ge, \H, C0 00, \H, 0g, H,* Ce, 00, ) 


Diese Gleichungen sind, wie bemerkt, nichts anderes, als die Gleichungen: 
(ik, rs) =0 


ausfiihrlich geschrieben. 


§ 272. Beweis, dass aus dem Bestehen der Lamé’schen Gleichungen 
die Existenz eines Orthogonalsystems folgt. 


Die Lamé’schen Gleichungen (A) und (B), denen die H geniigen 
miissen und die wir soeben als notwendig erkannt haben, sind fiir das 
Vorhandensein des entsprechenden dreifachen Orthogonalsystems auch 
hinreichend. Um dieses zu beweisen, bemerken wir, dass sich, wenn 
die H als gegeben vorausgesetzt werden, aus den Gleichungen (11) fiir 
die Terne von unbekannten Functionen: X,, X,, X;; Y,, Y,, Ys; 
Z,, Z,, Z, das folgende System totaler homogener linearer Differential- 
gleichungen ergiebt: 


1 OH, 1 OH, 1 OH, 
(12) dé, + Gr ies Se + TACO, é,) de, — H, 00, 5240, — 
i Gat xd0s = 0, 


oH Oe 
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des — ag gq, dea + (Ge Get b + a Gey) ee — 
| — i Gee bales = 9, 
oe des — ar Gee b2 40s + 

+(e Fe i+ x52 8) do, = 0. 


Diesen Gleichungen gentigen niamlich, wenn das gesuchte System 
existiert, die Werte: 

fo =X, & =X, & — Xs, 

Ficee 1 Gy ree oS Ca 4 

£=4, &=—2,, &—4%. 

Werden nun die Lamé’schen Gleichungen (A) und (B) als erfiillt 
vorausgesetzt, so ist das System (12) unbeschrankt integrierbar, 
da die Bedingungen hierfiir genau die Gleichungen (A) und (B) sind. 
Aus der Form dieser Gleichungen (12) geht sofort hervor, dass, wenn 
£., &, &3 m1, Ne, Y3 zwei verschiedene oder tibereinstimmende Lésungs- 
systeme sind, die Identitit: 


ACE n, + bem. + £43) = 0 
Em, + SN + & 5 == Const. 


(12) 


1 
dé. —— H, 


besteht, d. h.: 


ist. 
Nach dieser Vorbemerkung erhellt genau ebenso wie in Kap. IV, 
§ 50, dass wir drei Lésungssysteme: X,, X,, X,; Y,, Y,, ¥,; 2, 2,, 45 
finden kénnen, welche die Coefficienten einer orthogonalen Substitution : 
X,, X,, Xs, 
VAS Nes Y;, 
4, 4,, 4; 
sind. Dann sind die drei Ausdriicke: 
LH; X; doi, 2H; Y; do: , 2H; Z; dQ; 
infolge der Gleichungen (12), denen die X, Y und Z geniigen, voll- 
stindige Differentiale. Setzen wir also: 
dx = XH;X:doe;, dy=2H;Y;do,, dze—= 2H;Z,do;, 
so ist in der That: 
da* + dy’ + de = H,?de,” + H,?de, + H,*dQ,”. 
Das gesuchte dreifache Orthogonalsystem ist somit wirklich vorhanden, 
und der Beweis selbst lisst erkennen (vgl. § 50), dass es bis auf Be- 
wegungen im Raume eindeutig bestimmt ist. Also: 
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Sind die Lamé’schen Gleichungen erfiillt, so giebt es ein 
und nur ein entsprechendes dreifaches Orthogonalsystem. 

Um dasselbe zu erhalten, miissen wir das System totaler Differen- 
tialgleichungen (12), das durch eine einzige Gleichung vom Riccati’- 
schen T'ypus ersetzt werden kann, integrieren. 


§ 273. Conforme Abbildungen des Raumes. 


Die Lamé’schen Gleichungen sind von Liouville zur Entscheidung 
der Frage angewandt worden, ob es méglich ist, den Raum winkeltreu 
auf sich selbst abzubilden. Liouville ist zu dem wichtigen Satz 
gelangt: 

Die einzig méglichen conformen Abbildungen des Rau- 
mes auf sich selbst sind die Ahnlichkeitstransformationen 
und die Transformationen mittels reciproker Radienvectoren 
in Verbindung mit Verschiebungen. 

Zum Beweise nehmen wir 2, y, @ als die Coordinaten eines be- 
liebigen Punktes des Raumes (oder Raumgebiets) und &, 7, € als die 
Coordinaten des bei der vorausgesetzten conformen Abbildung ent- 
sprechenden Punktes an, sodass &, 7, € bestimmte Functionen von 
x, y, 2 sind. Soll die Abbildung winkeltreu sein, so muss das Ver- 
haltnis: 

G5 01 sali 
dx? + dy? + dz 
von den Zunahmen dz, dy, dz unabhingig, d. h.: 
di + dy? + de = = (da? + dy’ + de’) 


sein, wo A eine Function von x, y und z ist. Wird nun in den Lamé- 


schen Gleichungen (A) und (B) 


1 
= Oj =. Y == 05, 2 = Ox, i 


gesetzt, so ergeben sich die folgenden: 
O71k O74 O71 
(«) Oyoe p) See == 0 
ora O71 On O74 071 072k A KCa,\2 0A\2 On\? 
(8) Ou? rim Oy? a oy? a Bet oz? at Dante hee) ch (~) aL (s | 
Nun ergiebt sich aus («): 
A=X+ Y+ Z, 


wo X nur von «, Y nur von y, Z nur von ¢Z abhangt. Setzen wir 
dieses in den Gleichungen (8) ein, so erhalten wir: 
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2 Vr ya 


ASS Lae 
XYZ) Const 


(y) : XG Y= GU a 


Ist k = 0, so folgt hieraus: 


A = Const., 


es a demnach die entsprechende Transformation einfach eine Ahnlich- 


2 
keitstransformation. Entgegengesetztenfalls setzen wir k = —~ und er- 
halten durch. Integration: 


X=4|[@—ay +b |, 
i “ly a,)° + b, |, 
=7l@— 4) +b], 
wo a, b; a,, bj; a), b, neue Constanten sind. Da aber infolge von (7) 


(a — a)? (y — 6) ia re 8s 
= (x — a)? + (y— m4)? + (@ — a)? 


sein muss, so folgt daraus: 


6+ 6,+6, =—0. 
Indem wir nun mit der vom Punkte (#, y, 2) beschriebenen Figur eine 
geeignete Translation vornehmen, kénnen wir demnach 4 einfach gleich 


oye 
Cc 


machen, d. h. es ist: 
de 4 dy? $ ao ep aes (da? + dy? + de’). 
Dieser Gleichung geniigen die Werte: 
= oe ex st METIS gone 
a? + y? + 2°? uf ort y*® + 2%? ee ie 
und dieses sind genau die Gleichungen fiir die Transformation mittels 
reciproker Radienvectoren beziiglich der Kugel: 
eotypt eae. 
Der Liouville’sche Satz ist somit bewiesen *), 

Hs mag bemerkt werden, dass die Transformation mittels reciproker 
Radienvectoren ein dreifaches Orthogonalsystem wieder in ein solches 
iiberfiihrt. Hieraus ergiebt sich im Falle einer Schar paralleler Flachen 
wieder der in § 58 bewiesene Satz, dass bei der Transformation 


mittels reciproker Radienvectoren die Kriimmungslinien wie- 
der in \ emo o eels tibergehen. 


*) Kinen geometrischen Beweis hat Capelli gegeben (Annali di Matema- 
tica, 2. Serie, 14. Bd.). 


§ 274. Hauptkriimmungsradien der Parameterflichen. 489 


§ 274. Hauptkriimmungsradien der Parameterfliichen. 


Wie wir gesehen haben, ist das dreifache Orthogonalsystem der 
Gestalt nach vollkommen bestimmt, wenn die Functionen H,, H,, H; 
bekannt sind. Es miissen sich mithin alle zum System gehdrigen 
Gréssen durch H,, H,, H, und deren Differentialquotienten ausdriicken 
lassen. Suchen wir nun speciell die Werte fiir die Hauptkriimmungs- 
radien der Parameterflichen. “Hs bedeute, wie iiblich, ikl eine Per- 
mutation der Indices 1, 2, 3 und r;, den Hauptkriimmungsradius der 
Flache og; Const. lings ihrer Schnittcurve (einer Kriimmungslinie) 
mit der Fliche o, = Const., d. h. lings der Curve, auf der nur g, 
veranderlich ist. Hinsichtlich des Vorzeichens von 7;; halten wir 
an der in Kap. IV, 8. 98, getroffenen Abmachung fest. Die Glei- 
chung (11): 


0X, 1 0H, y t Wedae 
Oo,  H; 00; ~ ee HH, 00; 6 2% 
giebt uns: 
1 alae 


Schreiben wir die sechs dementsprechenden (von Lamé angegebenen) 
Gleichungen einzeln hin, so erhalten wir: 


ie TAR te at Re ap fuer OE EY tart) 2H, 
(13) [7 +% H, H, 00, ‘ Tes = H, H, 0, ; 31 H, H, 0¢, i 
1 i Gill, 1 i gab, it lem Osi g 


= = - == = ) = = ~—: 
Tis H, Hy 00, : Ve1 H, H, 00, Ts2 H,H, de; 


Allgemein wollen wir Parameterlinien g, die Schnittcurven der 


Flachen: 
ox = Const., 0; == Const. 


nennen und unter Hinfiihrung der Bezeichnungsweise des Kap. I fiir 
diese Curven unter «;, B;, ¥i3 § iy 6&3 Ai, Wi, Vi die Richtungscosi- 


: 5 : i 
nus ihrer Tangente, ihrer Haupt-, ihrer Binormale und unter R und 


i 


q thre erste bez. zweite Kriimmung verstehen, wobei die in Kap. I 


getroffenen Festsetzungen hinsichtlich der Vorzeichen in Kraft bleiben 
sollen. 

Wir haben dann nach § 33, 8. 63, unmittelbar: 
(14) cosa; == X;, cosB;—= Y;, cosy; = Z,. 


Wenn wir diese Gleichungen nach g; differenzieren, so erhalten wir 
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unter Beriicksichtigung des Umstandes, dass das Bogenelement der 
Curve Q;: 


sa Hd; 
ist, sowie der Frenet’schen Formeln und der Gleichungen (11): 
cos bi X, X, cosy; Yi Y, cos §; Z,, Z,; 
Cele: ainton phliae R; vir a &; Tonelli 


Durch erent und Addieren folgt hieraus: 


Z 
Saas aD oa 2° 
R; Thi Thi 


Aus den Gleichungen (14) und (15) ergiebt sich ferner: 


16 A= +R; Shauna! co elalt oe? ae gee 
(16) cos A; = + a si + pe a im? 


Th 
a eee 
cos vj = + RB; — FoRe eo 
li ki 


wo die oberen oder die unteren Vorzeichen gelten, je nachdem die Per 
mutation i, k, 1 der Indices 1, 2, 3 gerade oder ungerade ist. Nun 
haben wir infolge der Frenet’schen Formeln: 


Relves 
= > 00, Ss 


also unter si hie uth der voraufgehenden Gleichungen und (11): 


HR) ce 
To HG, Oey ry Te 90; \T 1; 


1 


aes 


"Li 
arc tg —- 
"Ri 
Nehmen wir, was ohne weiteres erlaubt ist, die Permutation ¢k/ als 
gerade an und setzen wir: 
R, 


a 


COS cages ee a Sine ee 
vr; . Ta 
so erhalten wir: 
cos &; = cos @;X, + sinw;X,, cosy; = cosa, Y; + sina; Y;, 
cos §; = cosa@;Z, + sin a; Z; ; 
cos A; = sin; X,— cos@;,X;,,  cosu;— sin w; Y,— cosa; Y;, 
COS V;.= sin a;Z, — cos a@;Z, . 
Die geometrische Bedeutung des Winkels @, ist nach diesen Gleichungen 
die folgende: er ist der Winkel, den die positive Richtung der Nor- 
male der Curve g; mit der Curve go, bildet, und es ist: 
1 1 da, 
a ea 
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Im einzelnen haben wir also ausser den Gleichungen (13) noch die 
folgenden: 


= 1 1 1 1 1 1 1 1 i 
17 ——— = uae = : 
( ) R,? ahr © R,? j ere jee ics aie 2? 
(18) 1 e aL Aaltaay, 1 1 0 Wy 1 1 OW, 
le = = ) — a > 
f, H, 0a, T, H, 60, T; Hy, es 
YT. - *; 
(19) tang oO; — = tang 0, = =, tang 0, = Yes ‘ 
Yo4 Vs v, 


§ 275. Aquidistanzcurven und Cayley’sche Gleichung. 


Das Bogenelement der Parameterlinien 9,, 

ds, = H, dQ, 
kann auch als das unendlich kleine Stiick der Normale der Flache 9, 
zwischen dieser und der nichsten Flache derselben Schar, 9, + dog, 
angesehen werden. Auf der Flaiche 0, sind also die Curven H, = Const. 
diejenigen, lings deren dieses unendlich kleine Stiick der Normale 
constant ist; sie werden deshalb als die Aquidistanzcurven (G@leich- 
abstandslinien) der Fliche @, = Const. bezeichnet*). Da nun die 
Richtungscosinus der Tangente der Aquidistanzcurve H, = Const. pro- 
portional dx, dy, dz, d. h. proportional ae do, + ne do, u. 8. w. sind, 
andrerseits aber auch ; 


Fi; (9, oe dg, , Q2 -- dQ., 03) ae Const., 


OH, 
ae 
ist, so sind hiernach die Richtungscosinus der Tangente proportional 
den Binomen: 
OH, 0x OH, dx OH, dy GH, dy OH, 02 aH, oz 
Ae, 00, 00, 503 G0, Oe F000,’ G0, 0, Fe, Fe,” 
d. h. (§ 274) proportional cos4,, cosu,, cosv;. Daraus folgt der Satz: 
Die Normalebene in einem Punkte einer Aquidistanz- 
curve auf einer Flache 0, = Const. fallt mit der Schmie- 
gungsebene der Orthogonaltrajectorie 0, dieser Flache durch 
den betreffenden Punkt zusammen. 


ah: P 
H, 
dg, + aa de, = 0 


*) Nur im Falle, dass H, constant ware (oder von g, allein abhinge), wiirde 


jede Curve als Aquidistanzcurve aufzufassen sein. Dann wire aber: 
1 1 
i ga ean vytaest 
Tr Tos R, 
d. h. die Curven e, wiiren gerade Linien und die Flachen ge, = Const. einander 
parallel. 
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Die Gleichung (17): 


maa tolae Ge) + ale) } 


durch welche die Kriimmung dieser Orthogonaltrajectorie bestimmt 
wird, lasst sich auch, wie folgt, schreiben: 

(20) Be = VA; log H, = V4, log, 

wenn 4, den ersten Differentialparameter fiir das Quadrat des Linien- 
elements der Flache 0, == Const. und em das unendlich kleine Sttick 
der Normale der Fliche 0, = Const. bis zur nachsten Fliche bedeutet, 
wobei ¢ eine unendlich kleine Constante und » eine Function von 9, 
und @, ist. Zu beachten ist, dass sowohl der obige Satz als auch die 
Gleichung (20) allgemein fiir ein beliebiges System von Flachen und 
deren Orthogonaltrajectorien gelten *). 

In unserem Falle aber, wo es sich um dreifache Orthogonalsysteme 
handelt, muss die Function ” infolge der dritten Lamé’schen Gleichung 
(A) noch der Gleichung: 

Ok bes lal, 0% 1. 0H, On 
00,00, A, 00 0 H, 6@, 00s 


oder unter Anwendung der Bezeichnung fiir die covarianten Differen- 
tialquotienten beztiglich der Flache 0, = Const. (§ 26, S. 46, (22)) 
noch der Gleichung: 

Ny = 0 
gentigen. 

Diese Gleichung, auf die wir bereits bei verschiedenen Unter- 
suchungen, speciell bei der Frage nach den Cykelsystemen, zu denen 
eine gegebene Flache gehdrt, gestossen sind, ist in der vorliegenden Be- 
deutung von Cayley angegeben worden und mége als die Cayley’sche 
Gleichung bezeichnet werden. 

Aus den Higenschaften der covarianten Differentialquotienten (Kap. IT) 
geht sofort hervor, dass fiir eine beliebige Fliche S in einem allge- 
meinen Coordinatensystem w, v die Cayley’sche Gleichung folgender- 
massen lautet: 

My My Moy | 
(21) Ee EOWG: 
1) Dae 


= 0 


? 


Edw + 2Fdudv + Gadv?, 
Ddw* + 2D'dudv + D" de’ 


*) S. Morera, Sui sistemi di superficie e le loro traiettorie ortogonali 
(Rendiconti del Reale Istituto Lombardo, 4. Marz 1886). 
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die beiden Fundamentaldifferentialformen von S sind *). Ist nun: 
A(a »Y; Z) =A 


die Gleichung einer Schar von oo! Flachen, die einem dreifachen Ortho- 
gonalsystem angehért, so kénnen wir 


1 


Vey a ey 


setzen. Wenn wir nun dieses in (21) einsetzen, so ergiebt sich offen- 
bar fiir 2 eine partielle Differentialgleichung dritter Ordnung, und zwar 
die Darboux’sche Gleichung, von der in § 269 die Rede war. 

Hieraus lisst sich leicht folgern: 

Damit eine Schar von oo} Flachen einem dreifachen Or- 
thogonalsystem angehére, ist notwendig und hinreichend, 
dass der unendlich kleine senkrechte Abstand zwischen je 
zwei auf einander folgenden Flachen der Schar der Cayley’ 
schen Gleichung (21) geniigt. 


§ 276. Combescure’sche Transformation. 


Combescure hat eine wichtige Transformation der dreifachen 
Orthogonalsysteme angegeben**), zu der spiter unabhingig von ihm 
Darboux fiir den allgemeinen Fall der Orthogonalsysteme mit » Ver- 
inderlichen gleichfalls gelangt ist ***). 


*) Als Beispiel werde eine Fliche S betrachtet, die auf eine Rotationsfliche 
abwickelbar ist, und es sei bei ihr: 


ds? = du? + r7dv?, r=gu). 


n = [rdu 
gesetzt, so ergiebt sich sofort: 
n,, du? + 2n,,dudv + n.dv® = 1’ (du? + rdv*). 
Daraus folgt: Ftir die Fliche S ist die Function: 


n= frdu 


eine Lésung der Cayley’schen Gleichung. 

lst S im besonderen eine Schraubenfliiche, so ist die nachstfolgende Flaiche 
wieder eine Schraubenfliche mit derselben Axe und Ganghthe. Hierdurch ist die 
Existenz dreifacher Orthogonalsysteme, die eine Schar von Schraubenflichen mit 
gemeinsamer Axe und Ganghidhe enthalten, erwiesen. (Vergl. die Abhandlung des 
Verfassers: Annali di Matematica, 1. Serie, 4. Bd.) 

**) Annales de l’Kcole Normale Supérieure, 1. Serie, 4, Bd. 

***) Annales de Ecole Normale Supérieure, 2. Serie, 7. Bd. 


Wird 
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Auf unsern Fall beschriinkt, ist die Aufgabe, die auf die Com- 
bescure’sche Transformation fiihrt, die folgende: 

Gegeben ist ein dreifaches Orthogonalsystem mittels der 
Gleichungen: 


% = (01, Ox, Os)) Y= Y(O1) Oo Os), 2 = (01, 2, Os) 
es soll ein zweites: 


=H" (Q1, O25 Qs), Y= Y (Ory Cay Os), 2 —= 2 (01s Ov, Qs) 

von der Beschaffenheit gefunden werden, dass in jedem 
Raumpunkte (a, y, 2) die Normalen der drei Flachen des 
ersten Systems den entsprechenden Normalen im Punkte 
(a’, y’, 2) des zweiten Systems parallel sind. 

Da die Richtungscosinus des Haupttrieders: X,, Y,;, 2,; X,, Y¥,, 23 
X,, Y;,, Z fiir beide Systeme dieselben sein miissen, so ist infolge 
der Gleichungen (11), § 271, klar, dass dieses auch mit den Grdssen: 


1) 40H, 
A, 00; 
der Fall sein muss. Fiihren wir nun mit Darboux die Bezeichnung: 
1 OH, 
Bri cet ay 00, 
ein, sodass die Gleichungen (11) in: 
oX, 
00, = Bri Xi, 
2) 2, 
a— = — Bir Xi — Bir Xi 
C 0; 


tibergehen, so nehmen die Lamé’schen Gleichungen in den £ die fol- 


gende Gestalt an: 
0B, 


(A*) 00, =>, Bri Bri , 
OB, , OBn; 
(B*) robe ve + Bir Bu = 0, 


wo, wie gewohnlich, 7/1 eine Permutation der Indices 1,2, 3 bedeutet*). 
Die gestellte Aufgabe ist demnach mit der folgenden Frage gleich- 
bedeutend: 

Wenn die By; (¢, k =1, 2,3) drei Functionen von @,, @), 9; sind, 
die den Gleichungen (A*) und (B*) geniigen, giebt es dann ein oder 
mehrere Wertsysteme H,, H,, H,, die mit den 6 durch die Relationen: 


ror, et mae F asa ‘ : ‘ 
) Die Gleichungen (A*) ziehen sechs und die Gleichungen (B*) drei Gilei- 
chungen zwischen den # nach sich. 
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b= 1 ote My OH, oy 1008, 
(23) 4 1 00, 4 a 2 ra ae ft hey H, 0 Qs ; 
20 ie 
B _ 1 OF, _ 1 cH, B __ 1 oH, 
\ 21 ‘i 0s ? 32 ‘ Fy) in? 13 5 00, 


verbunden sind? 


Eliminieren wir aus diesen Relationen z. B. H, und H,, so erhalten 
wir fiir H, die drei simultanen Differentialgleichungen: 


0° H, aes Bie Bos oH, Bo: Bis oH, : 
0a, 00s Bis 0 0; Bss Qe 
‘OH, 0 log 6, OH, 

(24) Boel Todor is Dos Arete: 
0” A, woe é log 6., 0H, 
00s O0s14 VA 100s 00s + Bos Bgs Hs « 


Umgekehrt, ist H, eine Lésung dieses Simultansystems, so wird allen 
Gleichungen (23) Geniige geleistet, wenn 
1 od, piney ob 
HA, = 5-2 =, 7,3 
: Bis GQ,” Bes 0 Qe 
gesetzt wird. Werden aber die Gleichungen (24) beziiglich nach 9,, 05, 03 
differenziert und unter Beriicksichtigung eben dieser Gleichungen die 


Werte, die sich dabei fiir Pete ergeben, einander gleich gesetzt, so 
entstehen zufolge (A*) ebenso viele Identitiiten. Die allgemeinen Sitze 
tiber partielle Differentialgleichungen besagen nun: 

Die allgemeinste Lésung H, der Gleichungen (24) ent- 
halt drei willkiirliche Functionen von nur je einer der Ver- 
inderlichen. Demnach haben wir das Ergebnis: 

Jedem dreifachen Orthogonalsystem entsprechen unend- 
lich viele solche, die drei willkiirliche Functionen enthalten 
und bei denen in jedem Punkte die Orientierung des Haupt- 
trieders die namliche ist, wie in dem entsprechenden Punkte 
des ersten Systems. 

Von den neuen dreifachen Orthogonalsystemen mége es heissen, 
dass sie aus dem urspriinglichen mittels der Combescure’schen 
Transformation erhalten seien. Ihre analytische Bestimmung beruht 
auf der Integration des Systems (24), worauf sie sich mittels Quadra- 
turen aus den Gleichungen: 

dz’ = DH;X;do,, dy—= 2H;Y;do;, dz = 2H:Z,do: 
ergeben, wobei die X;, Y;, Z; ihre urspriinglichen Werte beibehalten. 

Ks ist klar, dass in den abgeleiteten Systemen jede einzelne 
Fliche mit der entsprechenden Flache des Ausgangssystems die sphi- 
rischen Bilder der Kriimmungslinien gemein hat. 
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Anmerkung. — Zur Aufstellung der Combescure’schen Trans- 
formation kénnen wir nach Darboux*) in folgender symmetrischer 
Weise verfahren: Hs seien W,, W,, W, die algebraischen Entfernungen 
des Punktes (a, y, 2) von den Hauptebenen des Punktes (a’ y’ 2’), sodass 


W; = 2 (x — a) X; 
ist. Hieraus folgern wir: 
W, 
(a) oatt Bix We 


oder: 


Hs wird also: 


0 7} 
ja (Wi) = ge (Hi Wi). 


Folglich kénnen wir eine neve unbekannte Function W einfihren, 
durch deren Ableitungen W,, W,, W, mittels der Gleichungen: 
il AN WGN 1 oW 
Rota ra rep Ree ace ag oar 
ausdrtickbar sind. Dann kommt aus (a): 
ow Clog H,OW dlog H, dW 
Jo,00, °C COp” Cn ae, CO 


und fiir die unbekannte Function W bekommen wir somit das sym- 
metrische Gleichungssystem: 


Oo Wee Olen OW” 20 log. on 


60, 00s id 6s 00 + 00 00, , 
OW re MO loge? Wn toehh tow, 
(6) 00,005 0 Qs 0 Qs t O Qe 005’ 
OW _ dlogH, OW , dlogH, 0W 
00s CQ, CQ 0 es 0 Qs 0g 


Die Integrabilitiitsbedingungen fiir dieses System werden identisch 
erfiillt, woraus folet, dass die alleemeime Lésung W drei willkiirliche 
Functionen enthalt, da die Werte von W lings dreier yon einem 
Punkte P ausgehender Parameterlinien @,, @,, @; ganz beliebig vorge- 
schrieben werden kénnen. Ist umgekehrt W irgend eine Lésung des 
Systems (6), so bestimmt die Gleichung: 

1 ow LO Wee 1 
Sear 7e, xy ee To, 3 AR ee 
nebst den analogen fiir y’, 2’ ein neues, durch Combescure’sche 
Transformation abgeleitetes Orthogonalsystem. 


x 


*) Darboux, Legons u.s. w., 8. 288 u. f. 


Kapitel XIX. 


Untersuchung einiger specieller dreifacher Orthogonalsysteme. 


Systeme, die eine Schar von Rotationsflichen enthalten. — Osculierende Cykel- 
systeme. — Combescure’sche Transformation der normalen Kreissysteme. — Die 
abgeleiteten Systeme sind die allgemeinsten, die eine Schar von ebenen Kriim- 
mungslinien haben. — Charakteristische Elemente dieser Systeme und ihre Be- 
stimmung mittels Quadraturen. — Dreifaches Orthogonalsystem der confocalen 
Mittelpunktsflichen zweiten Grades. — Hlliptische Coordinaten. — Geoditische 
Linien auf den Mittelpunktsflichen zweiten Grades. — Siitze von Chasles und 
Liouville. — Geoditische Linien auf dem Ellipsoid. — Satz von Joachimsthal. — 
Geoditische Linien durch die Nabelpunkte. — Die Kriimmungslinien als geodi- 
tische Ellipsen und Hyperbeln, welche die Nabelpunkte zu Brennpunkten haben. 
— Sa&tze von Roberts und Hart. 


§ 277. Dreifache Orthogonalsysteme, die eine Schar von 
Rotationsflachen enthalten. 


In diesem Kapitel wollen wir die allgemeinen Satze des vorigen 
Kapitels auf eimige einfache Klassen von dreifachen Orthogonalsystemen 
anwenden. 

Wir suchen zunichst diejenigen dreifachen Orthogonal- 
systeme, welche eine Schar von Rotationsflichen enthalten. 

Angenommen, in dem dreifachen Orthogonalsystem, das durch den. 
Ausdruck fiir das asa des Linienelements des Raumes: 


= H,’do,’ + H,' do,” + H,’ de," 


seien die Curven o, = Const. ihre Meridiancurven. Da diese Curven 
geoditische Linien sind, so ist (S. 148): 
cH, 


a= 0) 
Ces 
Die erste der Lamé’schen Gleichungen (A), 8. 485, giebt somit: 
eH, _ OH 9 
ere odex Fo, =0. 


Bianchi, Differentialgeometrie, 32 
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Im zweiten Falle wire infolge der Gleichungen (13), 8. 489: 


ee ey 


Vo4 


1 

ae = 0; 

es waren demnach die Rotationsflichen @, = Const. abwickelbare 
Flichen, und zwar Kegel oder Cylinder. Diesen Fall wollen wir aus- 
schliessen*). Hs bleiben somit nur die Bedingungen: 


pele CH. 
. 00s 7 60s 
tibrig, woraus 
1 1 
= 0) = 0 
31 39 


folet. Demnach sind die Flachen 0, = Const. Ebenen, nimlich die- 
jenigen der Meridiancurven der Flachen 0, = Const. Also: Die Rota- 
tionsflichen @, == Const. haben eine gemeinsame Drehaxe, und das 
dreifache Orthogonalsystem ergiebt sich, wenn in einer Ebene ein (be- 
liebiges) doppeltes orthogonales Curvensystem gezogen und um eine 
in dieser Ebene gelegene feste Axe gedreht wird. Das auf diese Weise 
erzeugte System von Rotationsflichen bildet zusammen mit den Meri- 
dianebenen das gesuchte dreifache System. Es ist klar (and kann auch 
aus den Lamé’schen Gleichungen gefolgert werden), dass in dem vor- 
liegenden Falle durch passende Wahl des Parameters 0, auch H, un- 
abhingig von og, gemacht werden kann. Wir kénnen also sagen: Die 
charakteristische Higenschaft der hier betrachteten drei- 
fachen Orthogonalsysteme besteht darin, dass in dem Aus- 
druck ftir das Quadrat des Linienelements, 


ds* = H,? do,” + H,?de,” + H,'de,*, 


die Coefficienten H,, H,, H, Functionen von nur zwei Ver- 
anderlichen, g, und @,, sind. 

Die Combescure’sche Transformation bietet in diesem Falle wenig 
Interesse: die abgeleiteten Systeme enthalten nimlich offenbar auch eine 
Schar von Kbenen und sind mit den in § 269 betrachteten Systemen 
identisch. 


*) Hierzu mag Folgendes bemerkt werden: Da dann H, nur von e, abhingt, 
so kann H, gleich Mins gesetzt werden, Es sind dann die Parameterlinien a, 
Gerade. Demnach sind die Fliichen o, = Const. einander parallel, und zwar 
sind es im Falle der Cylinder Ebenen, im Falle der Kegel Flichen, fiir welche 
die Kriimmungslinien der einen Schar Kreise sind. Der Leser wird leicht nach- 
weisen kénnen, dass im letzteren Falle die Drehaxen der Kegel die Tangenten 
der Ortscurve der Spitzen sind. Diese Curve kann tibrigens willktirlich gewiihlt 
werden, ebenso wie auch die Offnungen der Kegel willkiirlich bleiben, 
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§ 278. Osculierende Cykelsysteme. 


Eine bemerkenswerte Klasse von dreifachen Orthogonalsystemen 
bilden die Ribaucour’schen Cykelsysteme oder die normalen 
Kreissysteme, die wir schon in Kap. XIII behandelt und fiir die wir 
speciell in § 187, S. 354, den Ausdruck fiir das Linienelement des Rau- 
mes bestimmt haben. Hin schéner Satz von Ribaucour erméglicht 
es, aus jedem dreifachen Orthogonalsystem unendlich viele normale 
Kreissysteme abzuleiten. Er lautet: 

Werden in den Punkten einer Flache S eines dreifachen 
Orthogonalsystems die Schmiegungskreise der Orthogonal- 
trajectorien der demselben System angehérigen Flichen con- 
struiert, so gehédren diese doppelt unendlich vielen Kreise 
einem normalen Kreissystem an. 

Dieses normale Kreissystem wollen wir als das osculierende 
System des gegebenen Systems liings der Flache S bezeichnen. | 

Um diesen Satz zu beweisen, haben wir nur die Gleichungen des 
vorhergehenden Kapitels mit den Gleichungen in § 182, 8. 344, zu ver- 
gleichen, die sich auf die Bestimmung derjenigen Cykelsysteme be- 
ziehen, deren Kreise eine gegebene Fliche orthogonal schneiden. Ist 
nimlich (9,, @2, @;) ein dreifaches Orthogonalsystem, in dem das 
Quadrat des Linienelements des Raumes die Form: 


ds* => 8 dQ” 

annimmt, und betrachten wir eine bestimmte Fliche des Systems: 

| o; = Const., 
so ist die Function H, eine Lésung der Cayley’schen Gleichung: 

aH, 1 0H, 0H, , 1 OH, 0H,” 

000 Hy C0, 0a, © Hy Ca Cos 
Bedeutet R, den Radius des Schmiegungskreises einer Parameterlinie 
0, und , den Winkel, den die positive Richtung ihrer Hauptnormale 
mit der Curve o, bildet, so ist (§ 274, S. 491 und 489): 


ee a e log =i 1 (2 log He) 
Ri,” H, 2 0e H,? 0 Qs : 
R, R, ¢ log H, 
COs @, == ——> = — =* 
3 Ts Tie coda 
< Fi, R, 0 log H, 
S1In oO, = — = Seo" = < 
: To A, 00 


Diese Gleichungen beweisen, verglichen mit den Gleichungen (5) und 


(13) auf S. 345, den Ribaucour’schen Satz. 
32* 
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§ 279. Dreifache Orthogonalsysteme mit einer Schar von ebenen 
Kriummungslinien. 


Die Combescure’sche Transformation der normalen Kreissysteme 
liefert eine interessante Klasse von dreifachen Orthogonalsystemen. Hs 
ist ohne weiteres klar, dass in jedem System, das durch eine Com- 
bescure’sche Transformation aus einem normalen Kreissystem abgeleitet 
wird, diejenigen Curven, welche Kreisen entsprechen, ebene Curven 
sind, da die Tangenten einer jeden den Tangenten des entsprechenden 
Kreises parallel sind. Also: 

In den durch eine Combescure’sche Transformation aus 
normalen Kreissystemen abgeleiteten dreifachen Orthogonal- 
systemen sind die Orthogonaltrajectorien der Flichen einer 
der drei Scharen ebene Curven. 

Es liisst sich auch leicht nachweisen, dass sich umgekehrt jedes 
dreifache Orthogonalsystem, in dem die Orthogonaltrajectorien der 
Flichen einer der drei Scharen ebene Curven sind (in dem also die 
Flachen der anderen beiden Scharen eine Schar ebener Kriimmungs- 
linien besitzen), durch eine Combescure’sche Transformation aus einem 
normalen Kreissystem ableiten lisst. Hs sei naimlich (@,, @,, 03) ein 
dreifaches Orthogonalsystem, in dem die Parameterlinien @, eben seien. 
Wir betrachten eine Flache S, der Schar (0,) und das im vorher- 
gehenden Paragraphen definierte osculierende Cykelsystem lings derselben. 

Hs erhellt sofort, dass diejenigen Flachen, deren Kriimmungslinien 
die Kreise des Cykelsystems sind, dieselben sphirischen Bilder der 
Kriimmungslinien haben wie die Flachen: 


o, =="Const., 0, == Congt. 


des Ausgangssystems. Daraus folet, dass zwischen den beiden drei- 
fachen Orthogonalsystemen die durch die Combescure’sche Transfor- 
mation vermittelte Beziehung hergestellt werden kann. Also: 

x jie in einem dreifachen Orthogonalsystem (a1, @», Os) 
die Curven @, eben sind, so lassen sich die oseulierenden 
Cykelsysteme lings der Flichen 0, = Const. durch eine 
Combescure’sche Transformation aus dem Ausgangssystem 
ableiten. 

Um alle in Rede stehenden Systeme (0,, @, @,) zu finden, brauchen 
wir also nur diejenigen zu suchen, welche ein gegebenes Cykelsystem 
als osculierendes System haben. Diese Aufgabe lisst sich nun, wie 
wir jetzt beweisen wollen, lediglich durch Quadraturen lésen*), 


*) Vgl. die Abhandlung des Verfassers in den Annali di Matematica, 19, Bd, 1890. 
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Dazu miissen wir auf die Gleichungen des Kap. XIII fiir die nor- 
malen Kreissysteme, insbesondere auf die Gleichungen des § 187, 
8. 854, zuriickgehen, wo wir in der Formel (23) fiir das Quadrat des 
Linienelements des Raumes, bezogen auf ein normales Kreissystem 
(u, v, w), den Ausdruck: 

(1) ds? = h,?du? + h,?dv + hy?dw* 
gefunden haben. Hierin haben h,, h,, hs; die folgenden Werte: 


[12] | 

ay 
‘ Oo a) = F5 od 2 5 iy 

(2) \h, = 2sin > e+e cot + sin cs oie — 1 


ny 


h sin o ie 
SSS Rime, 
3 Q oor 


6 | do Ss fi te Q 2c0s 6 
h, = 2cos— | — VE tang — sin -— ——~—_— 
x 2 Lou VE t 52 i+ OA; ac ose 


wo die Gréssen HL, G, 2, 6, 0, t die in § 184, S. 347, 348, angege- 
bene Bedeutung haben. Wir erinnern daran, dass FH, G, 2 die drei 
Functionen von w und v sind, die in dem Ausdruck fiir das Quadrat 
des Linienelements der Kugel auftreten: 


ds® = Edw + 2cosQVEG dudv + Gdv?, 
das auf die Bildcurven (u,v) der abwickelbaren Flaichen desjenigen Strahlen- 


systems, dessen Strahlen die Axen der Kreise sind, bezogen ist, wihrend 


laa und pet die Christoffel’schen Symbole beziiglich des Linien- 


elements der Kugel sind. Der Winkel 6 ergiebt sich aus der Glei- 
chung (20), 8. 349, d. h. aus der Gleichung*): 


Oti2\\ @ {12} 2 shea) a 


0 ay 2 oO 
(a) cos’ > Fu | 1 | + sin” =, ee 
und geniigt daher den Gleichungen: 


(3) ee 2 (cos 6 — 1) eal a = 2 (cos 6 + 1) ee 


die zweckmissig in der nachstehenden Form geschrieben werden: 


Ologsinc _—«- 2cos6 {12) dlogsne _ 2 C08 6 12). 


(3*) Ou Pireecose \ a \% Ov a; t—cose|1 | 


*) Falls die Gleichung (a) des Textes eine Identitat, d. h.: 


Bei oe 2 | Bie ala 


ist, so muss man auf die weiterhin folgenden Gleichungen (3) oder (3*) zurtick- 
gehen, die o bis auf eine Constante bestimmen (vgl. § 185). 
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Die Function e(u,v) ist eine (beliebige) Lésung der Laplace’schen 
Gleichung (vgl. (15) auf 8. 347): 


(ane aal oe eee ee 
+ cos 2V EG | o= 0: 


Endlich ist ¢ die allgemeine Lésung der unbeschrankt integrierbaren 
totalen Differentialgleichung (vgl. (18) auf 8. 348): 


(5) dt= \VE tang < cos + ee S oe lee a sin oy du — 
—|ve cot ~ cos (4 Elen : = fee sin 2 | do. 


Diese allgemeine Lésung ¢ enthalt eine willkiirliche, mit w bezeichnete 
Grésse, die als dritte Veranderliche nur in ¢ enthalten ist. 


§ 280. Fortsetzung. 


Nachdem wir so an die friiheren Gleichungen erinnert haben, 
bilden wir fir das normale Kreissystem die Gréssen £;, des § 276, 
S. 494. Wir erhalten: 


1 Gh alt Q 
B= Ji Fan = VG sin (4 — a — cot 3 ale 


Al Q 
23 2 OD Sy Fi 31 he Ow : : 
Cos 
5*) | ; 
( ) 1 oh, 12) 
Boy = oS SAR eu sin | ¢ ive = ala tang © eos 
Q 
/G 408 (: ae = : 
p = fora 4 B St ee ee 
32 h, Ow pre ) th De sin ye 
sin ~~ 


= 


Nun wenden wir die Combescure’sche Transformation an, indem wir 
zur Bestimmung der Coefficienten H,, H,, H, des durch die Gleichung: 
ds* = H,? du? + H,?dv? + H,? dw? 
definierten transformierten Systems die Gleichungen (24), S. 495, be- 


nutzen, die zur Berechnung von #H, dienen. Fiihren wir in ihnen 
statt H, mittels der Gleichung: 


oP ee 
H;, = Rsino = 
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eine neue unbekannte Function R(w,v,;w) ein, so erhalten wir zur 
Bestimmung von & die drei simultanen Differentialgleichungen: 


OR 2008 6 oR 
ee —| VE tang > sin ep Spo eeeee 2 ee 


o7R a) 2co0s 6 OR 
Ovow —|-y@ VG cot > stale veel 1 ee 
ae 
\ 


o*R 
ere 


(6) | 


12 


joe tlaloet 
+[A1' hap sts | + cosQVEG|R=0. 


Die ersten beiden lassen sich aber infolge der Gleichungen (3*) und 
(5) so schreiben: 


6 OR 7) 
ore Sip 7, 108 (sino “*), 
0 OR 7 
AOR a 5 LOR (sin 6 i) 
Daraus folet durch Integration sofort 
oR W 
a — a ? 
ow 6 ot 
Sine 
2 ow 


wenn W eine willktirliche Function von w ist. Eine nochmalige In- 
tegration nach w liefert: 


He 
(7) ee oof "+ wu, 0); 
ow 


Wo 


_worin w, einen festen Wert von w bedeutet und die Function ~ nur 
von uw und vw abhangt. Diese Function ist so zu bestimmen, dass der 
Wert (7) von & auch der dritten der Gleichungen 6) sete Nun 


1 
lasst sich sofort nachweisen, dass die Function are pee der eben an- 


gefiihrten Gleichung geniigt, und da die Coefficienten dieser homogenen 
linearen Differentialgleichung frei von w sind, so gentigt ihr auch die 


Function: 
1 > Wad w 
sin 6 Ot 
a Ow 


Wo 


Also: Allen Bedingungen (6) wird geniigt, wenn in der 
Gleichung (7) fiir ~(u, v) eine beliebige Lésung der Laplace- 
schen Gleichung gewahlt wird: 
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6° Pro ad Bie 
rota \ 1 | Ga alae oer 
(Ait +s Ma *| 4 cos @VEG| v =0, 


ou \ 1 


von der die Bestimmung der (cyklischen) Strahlensysteme 
abhingt, welche die Curven u, v auf der Kugel zu Bildern 
ihrer abwickelbaren Flachen haben. 

Kann diese Gleichung vollstindig integriert werden, so kénnen 
auch zu dem gegebenen normalen Kreissystem alle Combescure’schen 
transformierten Systeme angegeben werden. Die Aufgabe aber, die 
wir uns in § 279 gestellt haben, naimlich, diejenigen Combescure’schen 
abgeleiteten Systeme zu bestimmen, welche das gegebene normale 
Kreissystem zum Schmiegungssystem lings der Fliche w— wy haben, 
wird, wie wir nun zeigen wollen, einfach dadurch gelést, dass in (7) 


== 
gesetzt wird. 


§ 281. Erledigung dieses Problems. 


Da H, den Wert & sing a hat, wo #& durch die. Gleichung (7) 


ow 
gegeben ist, so ergeben die Gleichungen (§ 276, 8. 494): 
1 oH, _, eH, 
Oa ae a ee 


infolge der Gleichungen (5) und (5*): 


tga 2 VB tang $ sin (¢ + = 2)R +a es fed eel 
\ 


cosa | 2 


H,=2sin | OF 4 VG cot > x sin(¢— Sy Feels (12 R|, 


1—coso | 1 


(8) 
H,= sin 6 My 
Cw 
ds* = H,? dw + H,? dv? + H,? dw’. 


Fiir die Hauptkriimmungen: 


me __ Bas 
= 5 eet 
"1s H, o3 Hi, 
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ne : oe Di ze ae 
also fiir die Gréssen 9,, @,, gr in § 274: 
8 
: 6 1 
3 = Ksine, Wey ay ae 


Aus den friiheren Gleichungen fiir 9, und w, geht, wenn auch die 
Gleichungen (8) beriicksichtigt werden, gerade die Richtigkeit unserer 
Behauptung hervor: Will man das abgeleitete System erhalten, fiir 
welches das gegebene normale Kreissystem das Schmiegungssystem 
langs der Fliche w= w, ist, so muss man in der Gleichung (7) » 
gleich @, d. h.: 


) Basia [ae te 
oe ow 

setzen. Das Auftreten der willkiirlichen Function W in dieser Glei- 

chung erméglicht es, einer der ebenen Parameterlinien w eine vorge- 

schriebene Gestalt zu geben. Aber damit ist dann die ganze Schar 

eindeutig bestimmt. Mithin haben wir den Satz gewonnen: 

Zur. Bestimmung eines dreifachen Orthogonalsystems, 
in dem die orthogonalen Trajectorien der Flachen eines der 
Systeme 2 ebene Curven C sind, kénnen die folgenden Ele- 
mente willkiirlich gegeben werden: erstens eine Flache 2) 
des Systems 2, zweitens eine Curve C, von den Curven C 
und drittens das osculierende Cykelsystem lings 2). Diese 
Elemente bestimmen das System eindeutig. Es ergiebt sich 
lediglich mittels Quadraturen, wenn die Kriimmungslinien 
von &, bekannt sind. 

Unter den vorstehenden Systemen giebt es eine Klasse, die beson- 


dere Erwihnung verdient. Der Winkel ~ giebt infolge der friiheren 


Gleichungen die Neigung der Ebenen der Curven C gegen die Flachen 
wu == Const. an. Wir suchen nun unter den betrachteten dreifachen 
Orthogonalsystemen diejenigen, fiir welche der Winkel o constant ist. 
Da dann infolge der Gleichungen (3) 

pido fi | Pr 

as elem 
ist, so sind die Curven wu, v die Bilder der Haupttangentencurven einer 
pseudosphiarischen Flaiche (S. 130). Fiir das Quadrat des Linienelements 
der Kugel ergiebt sich: 

ds’? = du? + 2cos2dudv + dv’, 


worin 2 eine Losung der Gleichung: 
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22 
aw aD + sin 2 = 0 
ist (S. 131), und die Gleichung (4) fiir R geht iiber in die Gleichung 
fiir die unendlich kleinen Verbiegungen der pseudosphiirischen Flachen 
(S. 297): saul 
ee + Reos2=0. 
Demnach hiingt also die Bestimmung dieser speciellen Systeme von 
dem Problem der unendlich Kleinen Verbiegungen der pseudosphari- 


schen Flichen ab *). 


§ 282. Confocale Flichen zweiten Grades. 


Wir wollen’ uns nun mit einem der einfachsten und wichtigsten 
dreifachen Orthogonalsysteme, dem System confocaler Flachen zweiten 
Grades, beschiftigen. Dasselbe giebt zu den elliptischen Coordinaten 
Anlass, die von Lamé in die Analysis eingefiihrt worden sind. 

Wir betrachten das System confocaler Mittelpunktsflachen zweiten 
Grades, das durch die Gleichung definiert wird: 

2 a 23 
(9) eerie erst sre arta 
worin g ein veranderlicher Parameter ist, und setzen 
a = b? > (a 
voraus. Die Flache (9) ist nur dann reell, wenn @ zwischen +c und 
— a’ liegt, und zwar ist sie insbesondere 


ein Ellipsoid . . . . . . . fir +o>e>—eé, 
ein einschaliges Hyperboloid . fiir —c? >9@ >— Bb’, 
ein zweischaliges Hyperboloid . fiir —b? > 09 >—a’®. 


Fiir @ = +o ergiebt sich eine Kugel von unendlich grossem Radius. 
Andert sich @ von +o bis —c*, so bleibt die Flache immer ein 
Ellipsoid, dessen kleine Axe Vc? + @ immerfort stetig abnimmt, bis 
sich in der Grenze fiir g@ = —c® das Ellipsoid zu dem (doppelt zu 
rechnenden) Stiick der wy-Ebene innerhalb der Focalellipse: 


Ap y* 
== | 
Ga ee Pe =e 


abflacht. Sobald g@ <— ec? wird, so wird die Flache ein einschaliges 
Hyperboloid, und setzt man @ = — c? — ¢ (e positiv) und lasst dann 
é zu Null abnehmen, so erkennt man, dass sich fiir ¢—0 das Hyper- 


*) In Betreff weiterer Bemerkungen siehe die vorhin (8. 500) angefiihrte Ab- 
handlung des Verfassers. 
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boloid zu dem ausserhalb der Focalellipse gelegenen Stiick der xy-Ebene 
abflacht. Diese Ellipse stellt somit den Ubergang von der Schar der 
Ellipsoide zu derjenigen der einschaligen Hyperboloide dar. 

In derselben Weise lisst sich zeigen, dass der Ubergang von 
dieser Schar von Hyperboloiden zur Schar der zweischaligen Hyper- 
boloide durch Uberschreiten der Focalhyperbel: 


x zg? 1 
a? — bP b? — @ = 


bewerkstelligt wird. / 
Durch jeden Raumpunkt (€, 7, €) gehen drei Flichen des Systems 
(1), die den drei Wurzelwerten der in 9 cubischen Gleichung: 


Ss 


fe)=@ + G+ + e)—U + e+ oe)? — 
— (© + e)(@ + @)n? — (@ + 0) + 0)o? = 0 

entsprechen. Da nun 

Aiton fhrs 02) Op ila") > 0)! f(a 
ist, so hat die Gleichung drei reelle Wurzeln 0,, 9,, 93, die beztiglich 
in den Intervallen: 

pee Oe, SAP EM Fe ell ip 0 

liegen. Die drei zugehérigen Flichen des Systems (9): 


x? a y? a g? i 1 
a* + 9 b> + @, c+ Oy i 
a? y* a? or 
(10) a? + 0 WapR an peLpaeni ee 


me? aD y* us as nen ae 1 
Beg ED? He Og ICP Og 
die durch den Punkt (&, 7, €) hindurchgehen, sind beziiglich ein Ellip- 
soid, ein einschaliges und ein zweischaliges Hyperboloid. 

Wir kénnen die Lage eines Raumpunktes (#, y, 2) mit Hilfe der 
Parameter 9,, 0,, 0, der drei Flichen zweiten Grades des Systems (9), 
die durch den Punkt hindurchgehen, bestimmen. In diesem Falle wer- 
den 0,, Q, 0, die elliptischen Coordinaten des Punktes P genannt. 
Sie haingen mit den Cartesischen Coordinaten x, y, 2 des Punktes 
mittels der Relationen (10) zusammen. 


§ 283. Elliptische Coordinaten. 


Zur Berechnung des Linienelements des Raumes in elliptischen 
Coordinaten @,, 0,, @; bemerken wir*), dass, da 0,, 92, 9, die Wurzeln 
der in g cubischen Gleichung: 


*) 8S. Kirchhoff, Mechanik, 17. Vorlesung. 
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a” mul eS EAS 
aie eT te A c + @ : ) 
sind, fiir alle Werte von @ die Identitit besteht: 

2? C=OG— 0) (es val) ha 
oy arete aS (a? + @) (0? + @)(c? + @) 
Wenn wir nun beiderseits mit 

(@ + 0)? + e)( + @) 
multiplicieren und dann der Reihe nach 


2 i2 


Oe CO ee 


setzen, so erhalten wir: 


(12) eae ana FO ea oe ei pep pes Cc fo me a 
(a? 


a? — ¢) or EG ees 


po (6? + @) (67 + eo)(6? + es) | 
aT (ce? — a*)(c? — b?) 


Diese Gleichungen geben die Cartesischen Coordinaten, ausgedriickt 
durch die elliptischen. Aus ihnen ergeben sich durch logarithmische 
Differentiation nach @,, @,, @; die weiteren Gleichungen: 


Ox a cy y 
3 Se eS a ae 
(13) de, | Bey” op 26M ey” 
02 Z : 
00, a 2 (3 2p e,) @ i. LY 2, 3), 


und aus den Gleichungen (10) folgt durch Subtraction von je zweien 
und unter Beriicksichtigung der Gleichungen (13): 
Ce ee Ce one a 
OG OD 70, ie Ce: 4 ue os iO, 0, 
wo die Summenzeichen andeuten, dass noch die entsprechenden Glieder 
in y und z hinzukommen. Hieraus folgt bereits: 
Das System (9) von confocalen Mittelpunktsflichen zwei- 
ter Ordnung ist ein dreifaches Orthogonalsystem. 
Wird nun (11) nach @ differenziert und dann o der Reihe nach 
gleich 9,, Q2, 9; gesetzt, so ergiebt sich wegen der Gleichungen (13): 


> (2 (@, Ce &) 
60, 4 (a? + 0,)(b? + @,)(c? + @,)’ 

ss Cu 2 (@2 — 0s) (Qe = en) 
(13*) Ge 4(a® + @.)(b? + 0,)(e? + @,)’ 


Hea! (@s — 01)(@5 — ez) 
00s 4(a® + Q5)(b® + 05) (c? + @)’ 


folglich fiir das Quadrat des Linienelements des Raumes in elliptischen 
Coordinaten der Ausdruck: 
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ee aa el ts (Ope Dee Oy), 2 2 
ie ie cl we ee re a as 
) 

| 


9 — Os) (Os —. @,) 
| (@ 05) (@s 5 do," ae 


oe @+ ae +e re 


_(@ Ft O ay) Me, 2) 
T GE og) G? + ee de ‘| 


Mieraus ersehen wir, dass in dem vorliegenden dreifachen Orthogonal- 
system die Kriimmungslinien auf jeder Fliche eines der drei Systeme 


ein Isothermensystem bilden. Hs giebt jedoch ein allgemeineres, von 
Darboux*) gefundenes dreifaches Orthogonalsystem, dem dieselbe 
Higenschaft zukommt. Die Flichen dieses Systems sind ebenfalls 
algebraisch, aber von der vierten Ordnung. 


§ 284. Satz von Chasles. 


Das Isothermensystem der Kriimmungslinien auf einer Fiche zweiten 
Grades besitzt ferner die Higenschaft, aus geoditischen Ellipsen 
und Hyperbeln zu bestehen, wie aus dem Ausdruck (14) fiir das 
Quadrat des Linienelements erhellt (vgl. § 88, 8. 172, 173). Die Flachen 
zweiten Grades geh6ren nimlich zur Klasse der Liouville’schen Flichen, 
auf denen sich die geodiitischen Linien mittels Quadraturen ergeben. 
Wir wollen nun gerade die Higenschaften der geoditischen Linien auf 
den Mittelpunktsfliichen zweiten Grades, insbesondere auf dem Ellipsoid, 
untersuchen. Anstatt aber von den allgemeinen Higenschaften der 
Liouville’schen Flichen auszugehen, wollen wir einen directen geome- 
trischen Weg einschlagen, auf dem wir die Higenschaften der con- 
focalen Flachen zweiten Grades verwerten, und wollen dann die so 
erhaltenen Ergebnisse mit denjenigen vergleichen, welche aus den 
alloemeinen Gleichungen in § 88, Kap. VI, folgen**). 

Der grundlegende, von Chasles herriihrende Satz, der geome- 
trisch zur Bestimmung der geoditischen Linien fiihrt, ist der folgende: 

Das Strahlensystem, das von den gemeinschaftlichen 
Tangenten zweier confocaler Flichen zweiten Grades gebil- 
det wird, ist ein Normalensystem. 

Es seien nimlich 9’, 9” die Werte des Parameters @ in der Glei- 
chung (9) fiir die beiden in Rede stehenden confocalen Flichen zweiten 
Grades und a’, y’, 23 a”, y”, 2” die Coordinaten der beiden Beriih- 
rungspunkte eines Strahles jenes Strahlensystems mit den Flachen 0’ 
bez. o”. Dann haben wir: 


*) Annales u. s. W., 3, Ba., 1886. 
) S. Darboux, 2. Bae Sa 295 uw, fF, 
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a’? y? ae poe 1 
. Jase tire + ore 
( 5) | 2 Be ee 1 


(a?+ er | Paw 4 Cees 
Da die Richtungscosinus der Normalen der beiden Flichen 9’ und 9” 
in den Punkten (a’, y’, 2’), (x, y”, 2”) wegen der Gleichungen (13) bez. 


yi? 


, , , 


46 

BE spiehek Uaioe Titi ere 
a” y” Pad 

@ +20" (0 to” ee 


proportional sind, so folet hieraus nach Voraussetzung: 


2" (= x’) as y (y— y’) er Oe z’) ae 0 


a® + Q be + @ eae! ; 
oe eh tool Dae A 
ra ae a a Te pier 
oder wegen (15): 
wa” y y ; Bape a 
Serine poner ae 


ab 
GE 


xe ae 
Eek poe ne Graig ea 


Durch Subtraction ergiebt sich aus den letzten beiden Gleichungen: 


mak yy” ee 

wpe aeyt wore + Pere A 
Daraus folgt, dass die betrachteten beiden Normalen auf einander 
senkrecht stehen, und es ist somit der obige Satz bewiesen (vgl. § 143, 
S. 269). 

Nach dieser Vorbemerkung bilden die auf der ersten Brennfliche 
*o’ von den Strahlen umhiillten Curven eine Schar von cot geoditischen 
Linien auf dieser Fliche zweiten Grades. Wenn wir ferner die Flache 
o fest und die andere Flaiche @” sich andern lassen, so erhalten wir 
alle geoditischen Linien auf der ersten Fliche. 


§ 285. Gemeinsame Evolutenflichen. 


Liouville hat den Wee angegeben, auf dem sich in den ellip- 
tischen Coordinaten @,, @,, @; die Gleichung der Schar paralleler 
Flachen, deren Normalen die Strahlen des vorhin betrachteten Strahlen- 
systems und deren Brennflichen die Fliichen zweiten Grades 9’ und 9” 
sind oe wirklich bilden lisst. 


*) Diese beiden confocalen Flichen zweiten Grades sind also die beiden 
Mantel der Evolutenfliiche der Flichen 2, 
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Um das Ergebnis Liouvilles abzuleiten, bemerken wir zuniichst, 
dass, wenn die Function O(a, y, z) der Gleichung: 


ZA Oia (eahers ee (2) 1 (s.8. 41, oben) 


Ox oy Cz 
gentigt, die Flachen: 
O(x, y, 2) = Const. 


eine Schar von Parallelflichen sind (§ 275, Gl. (20)). Nun geht die 


Gleichune: 
4,90=1 


in krummlinigen Coordinaten @,, @,, @,, In denen das Quadrat des 
Linienelements des Raumes die Orthogonalform: 


ds" a0, 4H, de,” a de, 
annimmt, tiber in (vgl. 8. 41): 
(16) 3 ier) + a (Ge) + a Ge) =} 
Wir fiihren jetzt elliptische Coordinaten ein, wobei wir der Kiirze 
halber 
(17) f(e) =4@ + G+ eC + @); 
(18) (0) = (@ — ar)(@ — @2)(@ — 0s) 
setzen. Dann lautet Gleichung (14): 

0; 
(19) — — “ Tah de? 
und Gleichung (16) geht tiber in: 
> f(@:) (22) — 
(0) \29; 

Dieser Gleichung wird gentigt durch: 


Se ear EEN 
(20) O= 2; / ee - Le, 


wo « und # willktirliche Constanten sind, denn es ist identisch: 


(Cas) Cat ae 
> nC aa 


wie aus den bekannten Formeln fiir die Zerlegung des Bruches: 
SGSviGg=) 
(@ — e)(@ — @2)(@ — @s) 
in Partialbriiche hervorgeht. 
Die Gleichung: 


O(o,, Q2; 0;) oo: Const., 
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in der @ den durch die Gleichung (20) gegebenen Wert hat, stellt 
demnach eine Schar von Parallelfichen dar. Wir wollen nun nach- 
weisen, dass die beiden Mantel der Evolutenfliche dieser Mlichen eben 
die beiden Parameterflachen sind, die den Werten 9 =a und 9 = 8 
entsprechen. 


§ 286. Geodatische Linien auf Mittelpunktsflachen zweiten Grades. 


Da die Gleichung: 
A, O-== | 


fiir beliebige Werte der Gréssen o und £ gilt, so kénnen wir sie nach 
« und nach £ differenzieren. So erhalten wir: 

00 00 2 
wo V das Symbol fiir den gemischten Differentialparameter ist (vgl. 
S. 41, (16)). Andrerseits ist infolge der Identitat: 


> a o 
auch: ; a 
(b) V (5s) = 0. 


Die drei Relationen (a) und (b) besagen nach § 275, dass die Flachen- 


) 
scharen: 


(21) - == Const., 


inp) 
ce) 


= Const. 


Q 
ass) 


zusammen mit den Parallelflachen: 
@ = Const. 


ein dreifaches Orthogonalsystem bilden. Demnach sind die Flichen 
(21) die abwickelbaren Ortsfliichen der Normalen der Flichen © = Const. 
(§ 269, Schlusssatz). 

Wenn wir jetzt nur noch beachten, dass die erste der Gleichungen 
(21) differenziert giebt: 


(e:— #) fe) 


dass demnach daraus, wenn @,; gleich w gesetzt wird, 


do; = 0 
folgt, so kénnen wir schliessen, dass die abwickelbaren Flichen: 
00 


~— = Const. 
(ome 
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die Flache des confocalen Systems mit dem Parameter « beriihren. Des- 
gleichen beriihren die abwickelbaren Flichen: 

o@ + Const. 

cB 
die Flache zweiten Grades mit dem Parameter B. Also sind die beiden 
Flachen zweiten Grades mit den Parametern a und fp die beiden 
Mantel der Evolutenflachen der Flichen: 

® = Const. 

Wir kénnen nun die Gleichung der geoditischen Linien auf der 
Flache zweiten Grades mit dem Parameter « leicht angeben. Dabei 
wollen wir, um etwas bestimmtes vor Augen zu haben, voraussetzen, 
dass die Fliche etwa ein Hllipsoid sei*). Setzen wir in: 


10) 
6 Const. 


0, gleich a, so erhalten wir als gesuchte rte Hes 


(22) ih Vow je Bre) 1 +f V ate “SH Fie 1s = Const. 


Sie stellt auf dem Hllipsoid ge, = a@ diejenigen geodatischen Linien dar, 
welche von den gemeinsamen Tangenten dieses Ellipsoids und der 
Flache zweiten Grades mit dem Parameter 6 umbiillt werden. Sollen 
diese geoditischen Linien reell sein, so muss # der Parameter eines 
ein- oder eines zweischaligen Hyperboloids sein. Wird im ersten Falle 
in (22) @, gleich B, im zweiten g, gleich 6 gesetzt, so ergiebt sich 
beztighch: 

do, = 0, do; = 0. 
Demnach beriihren die geoditischen Linien (22), die sich ergeben, 
wenn 6 fest bleibt und die Grésse rechts sich dndert, simmtlich die 
Kriimmungslinie: 

0, =P bez e=—6 
des Ellipsoids. Lasst man dann in (22) auch noch die Grésse p sich 
indern, so ergeben sich alle geoditischen Linien auf dem Ellipsoid. 


287. Geodatische Linien auf dem Ellipsoid. 


Indem wir die allgemeinen Formeln der voraufgehenden Para- 
graphen auf den Fall des ag 0, =0 mit der Gleichung: 


ne += 


*) Die Bestimmung der geoditischen Linien suf dem Ellipsoid ist zum ersten 
Male von Jacobi durchgefiihrt worden (Crelles Journal, Bd. 19). 


Bianchi, Differentialgeometrie, 33 
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anwenden, wahlen wir als Parameter wu, v der Kriimmungslinien die 
Langen der Hauptaxen der confocalen ein- bez. zweischaligen Hyper- 
boloide, die das Ellipsoid eben in den Kriimmungslinien schneiden. 
Wir setzen also: 

uP —= a" + Qo, v= a? + Qs 
sowie ferner der Kiirze halber: 

a? — b= hh, a eh. 
Die Parameter w,v variieren innerhalb der durch die Ungleichungen: 


2 2 Ee 2 


angegebenen Grenzen. Das Quadrat des Linienelements lautet hier 
(nach 8. 509, (14)): 


(23) ds? = (u? — v?) le SRNene a — 5 du? + Ge eo a Ear i dv? | 


und geht mittels der Substitutionen : 


a? — u? 
V du =u, 
Va? — 4 (? — u?) : 
a? = v3 
VA du=» 
V (h? — 0) (kh? — v9) 


unmittelbar in die Liouville’sche Form (§ 88, 8. 172, (22)) iiber. Die 
endliche Gleichung (22) der geoditischen Linien ist somit: 


‘ Gu 
ce i Va —O@= mew" = 


+f Vy (C — wae re = v?) dv = Const., 


wie sich auch aus den oe des soeben angefiihrten Paragra- 
phen ergeben wiirde. Fiir den Bogen 6 der geoditischen Linien (24), 
gerechnet von einer festen Orthogonaltrajectorie an, erhalten wir nach 
§ 88, 8. 172, (23), den Wert: 


a —a\(u? — OC) (a® =a 
(20) 0 = a — h*) (k? — 4%) 5 du aE E (h? — 0”) (k? — 0%) ae 


worin sich das ened nach dem Vorzeichen in (24) richtet. 
Bedeutet ferner y den Winkel, den die geodiitischen Linien (24) mit 
den Kriimmungslinien » = Const. bilden, so haben wir die intermediire 
Integralgleichung erster Ordnung: 
(26) w sin? y + v7 cos? yw = Const. . 

Die Gleichungen (25) und (26) sind tibrigens einfache F olgerungen 
aus (24), 
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Die Gleichung (26) gestattet eine elezante geometrische Deutung, 
die von Joachimsthal herriihrt. Wir wollen sie nun entwickeln, 
wobei wir darauf hinweisen, dass dieser Gleichung nicht nur die geo- 
datischen Linien, sondern auch die Kriimmungslinien gentigen. 

Wir bemerken noch, dass wir bei den reellen geoditischen Linien 
auf dem Hllipsoid drei Arten unterscheiden kénnen, je nach dem Wert 
der Constanten in der Gleichung (24). Damit eine solche geodiitische 
Linie (24) reell sei, muss diese Constante C in dem Intervall: 


| meas Bia 1) 


liegen. Wird nun C ein fester Wert zwischen k? und h? erteilt, so 
beriihren (8. 513) siimtliche geodiitische Linien die Kriimmungslinie: 


uz = CO. 


Diese Kriimmungslinie besteht aus zwei geschlossenen Teilen, die ein- 
ander diametral gegeniiberliegen und um je zwei Nabelpunkte des Hllip- 
soids geschlungen sind, abnlich wie eine Hllipse um die beiden Brenn- 
punkte (vgl. den folgenden Paragraphen). Die geoditischen Linien 
verlaufen ganz innerhalb der Ellipsoidzone zwischen diesen beiden ge- 
schlossenen Curven, welche sie beim Riickgange auf die Zone beriihren, 
auf der sie sich im allgemeinen unzihlig viele Male herumwinden, ohne 
sich zu schliessen. Liegt die Constante C in dem Intervall zwischen h? 
und Null, so tritt dasselbe beziiglich der Kriimmungslinie: 


v= C 


ein. Ist endlich C gleich h?, so liegt der bemerkenswerte Fall vor, 
dass wir es mit geoditischen Linien zu thun haben, die von einem 
Nabelpunkt aus- und durch den diametral gegeniiberliegenden hindurch- 
gehen. Dieses erhellt schon daraus, dass die Fliche des confocalen 
Systems, die von den Tangenten der geodiitischen Linien (24) fiir 
C =/ berthrt wird, den Parameter 9 = — 0b? hat, sich also auf die 
Focalhyperbel reduciert, die somit die genannten Tangenten schneiden. 
Die naimliche Higenschaft ergiebt sich auch aus den folgenden Hrérte- 
rungen. 


§ 288. Satz von Joachimsthal. 


Um den vorhin erwahnten Joachimsthal’schen Satz abzuleiten, 
stellen wir zuniichst die folgenden Betrachtungen an: In einem belie- 
bigen Punkte (a, y, 2) des Ellipsoids legen wir die Tangentialebene und 
durch den Mittelpunkt die dazu parallele Ebene; dann hat die Schnitt- 
ellipse zu Axen die Durchmesser, die den Richtungen der von («, y, 4) 


ausgehenden Kriimmungslinien parallel sind. Bedeuten nimlich cos «, 
33* 
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cos B, cosy; cosa’, cosp’, cosy’ die Richtungscosinus dieser Durch- 
messer, So haben wir: 
Cn Oye 08 ue y z 
cosa :cosB : cosy == -— iat 5 == : , 
p v 00; 003; Cs a® + 9, ° 0? Qs, C7 + Qs 
0% ~ OY C2 A Rn 
Ges 60, Oes a es oe 


Hiernach folgt, wenn wir die beiden Gleichungen (§ 283): 


la 
cos a’ : cos B’: cosy’ = 


f we? y? zg? 
@ |e Teri h Gare Foe) ah 
a? y? Zig 


at Outta eet eee) 


in denen 9, gleich Null zu setzen ist, von einander subtrahieren, sofort: 


COS @ COS a’ cos B cos B’ COS y COS y’ 
sgrreesttieony gern cat Sega areal 
Diese Gleichung besagt, dass die beiden in Rede stehenden Durch- 
messer einander conjugiert sind, und da sie auch auf einander senk- 
recht stehen, so fallen sie eben mit den Axen des Centralschnittes zu 
sammen. 

Bedeuten nun weiter R, und R, die Langen der Halbaxen, die 
den Tangenten der Curven wu = Const. bez. v = Const. parallel sind, 
so haben wir nach bekannten Formeln der analytischen Geometrie: 


2 
ae oe lis cos - 43 cos” ee 
eo sim see oe cng ar cst 
oder wegen der Gleichungen weiter oben: 
een eee sees eee ee 
p=- aa + es) b*( Cas ESE 
wrt @ ret eer 


: is 1 ; 
nebst einem analogen Ausdruck fiir Rs Nun folgt aus der ersten 
2 
der Gleichungen (a) : 


Hae Loma wr pied! Senay, oe. ey 
a*(a* + Qs) b?(b? + Q3) ECT Octane 


also ist: 


ae iy Os 
Goth GE ee ee ee 


x” Os 2 
olawrart Foret + ager 
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Folglich ist: 

ae R,* = —9;, analog R,? = — , 

(27) RY? = a? — v?, Ri = a? — w’. 

Diese Gleichungen zeigen uns, dass R, die Liinge der grossen und R, 
die der kleinen Halbaxe ist. 

Im Centralschnitt ziehen wir nun den Halbmesser parallel der- 
jenigen Tangente im Punkte (x, y, z) des Ellipsoids, welche mit den 
Curven v = Const. den Winkel » bildet, und bezeichnen mit R seine 
Lange; dann haben wir bekanntlich: 

pa es) sin® 

Res ay a op i 
Bedeutet ferner 0 die Entfernung des Mittelpunkts von der Tangen- 
tialebene im Punkte (x, y, 2), so ist: 

1 pd TE: g2 

‘S20 om iF: - ate _ ? 
d. h. wegen der Gleichungen (13) und (13*), S. 508, in denen g, 
gleich Null zu setzen ist: 


depan reas = wa hile #) 
O2 ae a2b2¢?2 corn yD 
Daraus folgern wir: 
2h2 aa 
(27*) as = a — (w’ sin’? y + v? cos? y). 


Wenn wir dieses mit (26), der intermediaren Integralgleichung der geo- 
datischen Linien, vergleichen, so erhalten wir den Joachimsthal’schen 
Satz: 

Bei jeder geodiatischen Linie auf einem Ellipsoid ist das 
Product aus der Entfernung des Mittelpunktes von der Tan- 
gentialebene, die in einem Punkte der geodatischen Linie 
gelegt wird, und der Linge des Durchmessers, welcher der 


*) An diese Gleichung kann die folgende Bemerkung gekniipft werden: Das 
Kriimmungsmass in einem Punkte des Ellipsoids ist gegeben durch: 
a? be? 


iG (a? — wey? Gn v2” 


daraus folet: 
64 
R= Bp 
Also: Die Ortscurven der Punkte constanten Kriimmungsmasses auf 
dem Ellipsoid sind diejenigen Curven, welche von den gemein- 
samen Tangentialebenen des Ellipsoids und der concentrischen Ku- 


geln umhillt werden. 
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Tangente der geodatischen Linie in demselben Punkte paral- 
lel ist, constant. 

Nach dem in § 287 Gesagten kommt dieselbe Higenschaft ausser 
den geoditischen auch den Kriimmungslinien zu. Daraus folgt wieder, 
dass fiir die geoditischen Linien, die ein und dieselbe Kriimmungs- 
linie beriihren, die Constante dR oder auch die Constante C in der 
Gleichung (24) ein und denselben Wert hat. 


§ 289. Geodiatische Linien durch die Nabelpunkte. 


Wir betrachten nun die vier reellen Nabelpunkte des Ellipsoids. 
Sie liegen auf der Hauptellipse, die die grésste und die kleinste Axe 
des Ellipsoids zu’ Axen hat, und ihre Coordinaten sind: 


= ah 
t=—=-+ 04 ARENT Bee P=, 


Bet i eae 
Peer i elec cy. Pe 


Qo — 67 k 


Die Tangentialebene in jedem Nabelpunkt ist vom Mittelpunkt um die 
Strecke d = > entfernt, und jeder Halbmesser des durch eine zu ihr 


parallele Ebene erzeugten Centralschnitts ist gleich 6. Also: 

Bei jeder geodatischen Linie, die von einem Nabelpunkt 
ausgeht, hat das Product OR den constanten Wert ac. Der 
entsprechende Wert der Constanten auf der rechten Seite von (24) ist 
somit nach (27*) gleich h?, wie wir bereits in § 287 bemerkt haben. 

Aus dieser Thatsache ergeben sich bemerkenswerte Folgerungen, 
die zuerst von Roberts gezogen worden sind. Wir betrachten einen 
Ellipsoidpunkt M und 
verbinden ihn mit zwei 
nicht diametral einander 
gegentiberliegenden Na- 
belpunkten FF und F, 
durch geoditische Bogen 
MF und MI’,. Die Con- 
stante 0h hat fiir beide 
geoditische Linien den- 
selben Wert; da in M 
auch 0 gemeinsam ist, so 
miissen die beiden Durchmesser, die den Tangenten der beiden geodiitischen 
Linien in Mf parallel gezogen werden, gleiche Linge haben. Sie bilden 
folglich mit den Axen des Centralschnitts gleiche Winkel. Da nun 


Vig. 17. 
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diese Axen den Richtungen der Kriimmungslinien parallel sind, so 
folgt hieraus: 

Die Richtungen der Kriimmungslinien in M halbieren 
die Winkel zwischen den geoditischen Bogen MF und MF,. 

Daraus folgt weiter, dass der geoditische Bogen MF,, der M 
mit dem F' diametral gegeniiberliegenden Nabelpunkt F” verbindet, die 
Verlaingerung des geoditischen Bogens FM ist. Also: 

Jede von einem Nabelpunkt ausgehende geoditische 
Linie geht durch den diametral gegenitiberliegenden Nabel- 
punkt. Wie zwei einander diametral gegeniiberliegende Punkte auf 
der Kugel, ebenso k6nnen auch zwei solche Nabelpunkte auf dem 
Ellipsoid durch unzihlig viele geoditische Bogen verbunden werden, 
die alle von gleicher Lange sein miissen, da ja schon infolge der 
Definition der geoditischen Linie beim Ubergange von einer dieser 
Linien zur unendlich nahe benachbarten die erste Variation der Linge 
verschwindet. 

Schon aus diesen Satzen folgt, dass die Kriimmungslinien auf dem 
Ellipsoid geoditische Ellipsen und Hyperbeln sind, deren Brennpunkte 
die Nabelpunkte des Ellipsoids sind. Doch wird dieses noch klarer 
aus den folgenden Paragraphen hervorgehen. 


§ 290. Hinfithrung elliptischer Functionen. 


Die endliche Gleichung (24) der geodiatischen Linien und die end- 
liche Gleichung (25), die ihren Bogen giebt, gehen fiir den Fall, dass 
die geoditischen Linien von den Nabelpunkten ausgehen (also C gleich 
h? ist), beziiglich tiber in: 


wits 2 ae AA Sena: di 
(28) {Ves oe ata Ties “3+ rape ae - he? = AL. —— Const., 
71 /q? — y? ] la? — vy? 


Die Quadraturen in den allgemeinen Gleichungen (24) und (25) fiihren 
offenbar auf hyperelliptische Integrale, die jetzt vorliegenden dagegen 
auf elliptische. Um sie auszufiihren, setzen wir der Hinfachheit halber 
die grésste Halbaxe des Ellipsoids gleich der Langeneinheit (a = 1) 
und kénnen dann die Grosse k = Y1— ce? <1 als Modul einer Klasse 
Jacobi’scher elliptischer Functionen wihlen, fiir welche die Gréssen K 
und K’ reell sind. Statt der Parameter w und v fiihren wir neue, t 
und 1,, ein mittels der Gleichungen: 


u=keut, v=kanty. 
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Da h kleiner als & ist, setzen wir noch: 
h=ksno, 
wo o eine reelle Grésse zwischen Null und XK ist. Demnach haben wir: 
Q=1, b=dne, ¢=hk, h—=—ksne, 
Es ergeben somit die Gleichungen (12), S. 508, fiir die Coordinaten 
der Ellipsoidpunkte die Werte: 


‘ d 
(30) «=> — 4 y= a a Y (sn? c — sn? «) (sn? « — sn? t,), 
gee ky’ cnt cn Uy 


cn @ 


worin wir bei Wahl des positiven Vorzeichens der Quadratwurzel und 
in Anbetracht des Umstandes, dass 


Peed iz oa, 
bere 12 sn?t= sn?a, sn?a = sn?r, 20 
bleiben muss, t und r, in den Intervallen: 

0 SS 2S ee OE 
variieren lassen miissen. Die Gleichungen (30) geben uns dann die 
Punkte des Halbellipsoids y > 0, und die vier Nabelpunkte: 

F=( sne, 0, kena), F’=(—sna, 0, —k’ ena), 
F.=(—sne, 0, k’ ena), F/=( sna, 0, —k’ena), 
haben die krummlinigen Coordinaten + und 1,: 
Es 0, 03. Bs 2K 603 Os a, oy eee 
Die Gleichung (28) der see Linien wird: 


e 
dn? t dn?t 
3 sa dt + : == Const. 
-) sn?z — sn?o@ sn* « — sn? 1, 


Thr Bogen ist gegeben durch: 
C= [odn? cde an fan? x, at: 


Nehmen wir einen Punkt M auf dem Halbellipsoid y > 0 an und be- 
nutzen wir die Gleichungen fiir den geodiitischen Bogen /-M, wobei 
wir berticksichtigen, dass t, abnimmt, wenn + wiichst, so sehen wir, 
dass wir die unteren Vorzeichen wihlen miissen. Es ist daher 


6 = f dn?ede — fan 0%; 
die Linge des geoditischen Bogens FM, gerechnet von F' an, d. h.: 
‘ i 
(31) ae K (« i: T,) =f Z(t) — 4%), 
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wo Z(t) die bekannte Jacobi’sche Function und EF die Linge eines 
Quadranten der Hauptellipse in der xz- Ebene ist. 

Fiir den geoditischen Bogen I’, M dagegen gelten die entgegen- 
gesetzten Vorzeichen. Also ist seine Liinge gegeben durch: 


EH Feu Pe , 

(31*) 6—=F7(t+%u)+ 4(t) + Zu). 
Setzen wir in (31) 

t= 2K —a, %1=—« 
oder in (31*) 

£2 Oy = Oy 
so erhellt, dass alle geoditischen Bogen FF” oder FF’ dieselbe 
Linge 2H haben. Durch Addition und Subtraction folgt weiter: 


2H 

Aa | is Oy 
28 

6,— 6 = 1, + 22(%,). 


Die Kriimmungslinien + = Const., +, Const. sind also geodiitische 
Ellipsen bez. Hyperbeln mit den Brennpunkten #’ und F. Wird aber 
einer der Brennpunkte durch den diametral entgegengesetzten, z. B. F, 
durch F,’, ersetzt, so werden die Curven rt, = Const. geodiitische Ellip- 
sen und die Curven +t = Const. geodiitische Hyperbeln mit den Brenn- 
punkten # und I’. Jede Kriimmungslinie auf einem Ellipsoid kann 
daher in der Weise beschrieben werden, dass man die beiden Enden 
eines Fadens von constanter Linge in zwei nicht diametral gegentiber- 
liegenden Brennpunkten befestigt und ihn mittels eines Stiftes in D 
auf dem Hllipsoid straff zieht; dann beschreibt die Spitze MW des Stiftes 
eine Kriimmungslinie. 


§ 291. Linienelement auf dem Ellipsoid. 

Wir wollen nun den Ausdruck fiir das Linienelement des EHllip- 
soids suchen, wenn die von einem Nabelpunkt ausgehenden geoditi- 
schen Linien und ihre orthogonalen Trajectorien zu Grunde gelegt 
werden. Wahlen wir z. B. die vom Nabelpunkt /' ausgehenden geo- 
ditischen Linien und gehen wir auf die Gleichungen (28) und (29) 
zurtick, wobei wir setzen: 


a 3 ie Melo 
(28*) ab i an" SNPs 2p? y? — ye 


(29*) IVe= aa du ie LT ae 
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so sind die Curven © = Const. die geoditischen Linien und die Cur- 
ven 6 = Const. ihre orthogonalen Trajectorien. Nun ist nach 8. 67, 
(14), (15), (16), und 8. 514, (23): 
1 

A Sr 
Demnach nimmt das Quadrat des Linienelements des Ellipsoids in den 
Coordinaten 6, ® die Form an (§ 36, S. 68 und 69 oben): 

(32) ds? = do* + (u? — h?)(? — v*)d@’. 

Die Grésse auf der rechten Seite in der Gleichung (28*) der 
von F' ausgehenden geoditischen Linien hingt lediglich von der Rich- 
tung der geoditischen Linie in F ab. Bezeichnen wir mit w den 
Winkel, den der geodiitische Bogen zwischen F und M mit der Rich- 
tung FF, der Hauptellipse y = 0 bildet, so ist ® eine Function von 
o, fiir die der wirkliche Ausdruck gesucht werden muss. Hierzu_be- 
stimmen wir die additive Constante von ® in der Weise, dass wir setzen: 


4,0 = 


4o=1, V(G,6)=0. 


he 2 ae (ee dv 
(33) o—[ jane she al 2 ep? he 

k 0 
Verbinden wir nun M mit F, und bezeichnen wir mit gm den Aussen- 
winkel FMF” des geoditischen Dreiecks MEF, bei M, so ist @ offen- 
bar der Grenzwert von g, der hervorgeht, wenn sich M bei der Ver- 


riickung auf dem betrachteten geoditischen Bogen MF’ dem Punkte F 
ohne Ende nihert. 


Fi(a,-«) 


P(2K-«;-a) ~ 


Fig. 18. 


Nun halbiert nach §. 519 die von M ausgehende Kriimmungslinie 
v == Const. den Winkel F MF und bildet mit dem geoditischen Bogen 
FM den Winkel y, der durch die Gleichung (26) bestimmt wird, in 
der C gleich h? ist. Folglich ist 

p=nr— 2y, 


also: 
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a Pie Doel ae. ai 
. tg daticey an iene 
und somit: 
(34) te? — ojlinn Lh ae een 


i ] Ge =] Ja? — h? du 
aa ( [eA ie = - = 9 
a? — vy? Ve —= fh? dv 
yaa ( P= ILS 2) vy? — h? a 
0 
wu 0 

GQ? ne Sate eo) hae 

as = w—h” yt hi] 

k 0 


so sehen wir, dass, wenn sich w und v dem Wert h nahern, die 
Differenz der beiden ersten Integrale gegen einen bestimmten und end- 
lichen Grenzwert convergiert, der nur von den Constanten a, k, h ab- 
hangt, wahrend der zweite Teil von ® in der Form: 


14 ja — Fb (u — h)(v + h) pes x 
2h | i? — he log Sih — v)(u +h) log iy 
geschrieben werden kann und in der Grenze fiir w=h, v=h infolge 


von (34) gegen 


1 easy t ES ie Li 
h bear aS Bis, nV mw 8 ELA 


convergiert. Hs ist also: 


1 
ee 77 M log tg 5 + A, 


wo A eine Constante ist. Wird nun in der Gleichung (82) @ statt ® 
als Parameter eingeftihrt, so geht sie tiber in: 


(a? — h?)(u? — h4)(h? — 0) 
ds? = do* + h?(k? — h?) sin? o poe 
oder: © 
(35) 8 Sea ee eal tae 


worin y nach § 283, (12), 8. 508, die Entfernung des Punktes MZ von 
der xz-Ebene, in der die Nabelpunkte legen, bedeutet. Dieses ist die 
bemerkenswerte Gleichung, die von Roberts herriihrt, 
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§ 292. Verlauf der geodatischen Linien. 


Verbinden wir denselben Punkt M mit dem Nabelpunkt /', und 
bezeichnen wir mit 6, den geoditischen Bogen M/,, mit , den 
Winkel MF,F' (siehe Fig. 18, 8. 522), so haben wir eben gemiss 
obiger Gleichung: j 
ds? = do? + ne do,?. 


Daraus folgt: 
Lo, do do, da 
Ge “dade de) yi = || eee 


SIN @, sin @ S1n @, 


Langs der Kriimmungslinien: 
wm == Const., vo == Const: 
ist beziiglich (vgl. § 290, 8. 521): 
do +do,—0, do—do,=—0, 
folglich: 


@ 
tg > 


tgs tg 2 3 = Const., bez. = Const. *). 


a2 

Verlingern wir nun den geodiatischen Bogen FM, bis er durch den 
gegentiberliegenden Nabelpunkt geht, und ist w’ der Winkel, den der 
geoditische Bogen F’ M zwischen I” und M mit dem Bogen I” F/ 
der Hauptellipse bildet, wihrend o’ die Linge des Bogens F’M be- 
zeichnet (siehe Fig. 18), so haben wir wegen (35): 


2 
do? + ee do® = do” + —*, da” 
Da ja 
do? — de 
ist, folgt also: 
da? da’? 
sin?@ sin?@’ 


Mit Riicksicht darauf, dass @’ mit wachsendem @ abnimmt, ergiebt 
sich hieraus: 


somit: 
tg > tg °. — Const. 
Der Wert der Constanten rechts lisst sich leicht durch den Winkel 


“) Von der Kichtigkeit dieser Zusammengehorigkeit tiberzeugen wir uns leicht, 
wenn wir berticksichtigen, dass lings der (Kriimmungs-)Ellipse = 0 @ mit abneh- 
mendem o, wiichst, dagegen lings der Ellipse «0 o@ und o, gleichzeitig 
wachsen oder abnehmen. 
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8 ausdriicken, der zu dem geoditischen Bogen gehirt, der /' mit dem 
HEndpunkt der mittleren Axe verbindet. Es ist niimlich in diesem Falle: 


oO —= oO 2, 


daher: 
(36) te ; te dares te? e : 


Im Anschluss an diese Gleichung kénnen wir leicht den weiteren Verlauf 
der geoditischen Linien verfolgen. Der geoditische Bogen MF’ 
durchdringt in #” die xz-Kbene, setzt sich in einen neuen Bogen 
F’ NF auf dem anderen Halbellipsoid y <0 fort und kehrt so nach I’ 
zurtick. Hier schliesst er sich jedoch nicht, wie im Falle der Kugel; 
er bildet vielmehr, indem er von neuem von F' ausgeht, mit dem 
Bogen FF’, einen neuen Winkel ow), der von @ verschieden ist. Wenn 
wir nimlich auf den neuen Bogen #’ NF’ die Gleichung (36) anwenden 
und dabei beriicksichtigen, dass die neuen Werte von a und w’ bez. 
a — oo) und —w’ sind, so erhalten wir: 
cot“ cot = tg? 2. 
Aus der Verbindung dieser Gleichung mit (36) ergiebt sich: 


oo) 7) 4 a) 
tg > Seed ie (4 = cot om 
Da der Winkel 8 spitz, demnach 4 > 1 ist, so folgt daraus: 
ao!) > w. 
Bedeutet allgemein w”) den Wert von w nach » Umlaufen der geoda- 
tischen Linie auf dem Ellipsoid, so haben wir: 


a”) @ 
ie ea 


Es nihert sich also der Winkel w™ mit wachsendem » immer mehr 
einem gestreckten, und die geoditische Linie schmiegt sich immer 
inniger der Hauptellipse an, die durch die Nabelpunkte geht. 


> 


Kapitel XX. 


Dreifache pseudosphirische Orthogonalsysteme. 


Ausdruck fiir das Quadrat des Linienelements des Raumes unter Zugrundelegung 
eines dreifachen pseudosphirischen Orthogonalsystems. — Entsprechen der Haupt- 
tangentencurven. — Beispiele. — Die Bicklund’sche Transformation der pseudo- 
sphiirischen Flichen. — Vertauschbarkeitssatz und Folgerungen daraus. — Wein- 
garten’sche Systeme (pseudosphiirische Systeme mit constantem Kriimmungsmass). 
— Die Aquidistanzcurven sind parallele geoditische Kreise. — Weingarten’sche 
Systeme mit constanter Flexion. — Cykelsysteme. — Dreifaches System von 
Schraubenflichen, — Invarianz des Ausdrucks: 


1 ( 070 ie 1 ( 0° @ y Gay 
cos? @ \C0, 005 sin? @ \Ce, 6 ey ey 


bei einer Bicklund’schen Transformation. — Complementiirtransformation der 
Weingarten’schen Systeme. — Allgemeiner Satz von der Existenz der Weingar- 
ten’schen Systeme. — Pseudosphiirische Systeme vom Radius Eins, die eine Kugel 
vom Radius Eins enthalten. — Weingarten’sche Systeme mit positivem 
Kriimmungsmass. 


§ 293. Linienelement des Raumes unter Zugrundelegung eines 
dreifachen pseudosphiarischen Orthogonalsystems. 


Die Ribaucour’schen Cykelsysteme mit constantem Radius (vel. 
8. 351 und 457) liefern uns bereits ein Beispiel von dreifachen Ortho- 
gonalsystemen, in denen die Flaichen eines der drei Systeme constantes 
Kriimmungsmass haben. In diesem Kapitel wollen wir nun allgemein 
diejenigen dreifachen Orthogonalsysteme untersuchen, welche eine Schar 
von Flichen constanten Kriimmungsmasses enthalten. Dabei wollen 
wir vor allem den Fall in Betracht ziehen, in dem diese Flichen pseu- 
dosphirische Flachen von constantem oder verinderlichem Radius sind, 
da uns eben nur in diesem Falle in der Backlund’schen Transformation 
ein geometrisches Verfahren zu Gebote steht, mittels dessen wir eine 
unbegrenzte Anzahl solcher Systeme finden kénnen. 

Wir schliessen von vornherein den Fall aus, in dem die Flachen 
constanten Kriimmungsmasses in dem dreifachen System Rotations- 
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flachen sind. Dieser Fall ist nimlich wohlbekannt (§ 277), auch wiir- 
den fiir die zugehdrigen dreifachen Orthogonalsysteme die Gleichungen, 
die wir nun ableiten wollen, allgemein nicht gelten. 
Wir setzen voraus, es seien in dem dreifachen Orthogonalsystem, 
das durch den Ausdruck fiir das Quadrat des Linienelements: 
: ds* = H,? do,’ + H,?do,” + H,’do,” 
definiert ist, die Flaichen @, = Const. pseudosphirische Flichen, deren 
Radius F& nur von eg, abhiinge. Aus den Gleichungen (8. 489): 
1 Teron; 1 i Get 
1s, HH, Hy 00, i T 30 H, H, 60, 
und aus der Annahme: 


ae 2 
31 "59 k 


folet, dass wir setzen k6nnen: 


ee i: en 

HH, 300,92 Te 

(1) ln, Olek cot @ 
H,H, G0, ae 


worin der Winkel 2@ die Neigung der beiden Haupttangentencurven, 
die von eimem Punkte der betreffenden pseudosphirischen Fiche 


0, = Const. ausgehen, gegen einander angiebt. Durch LHinsetzen 
ee Ouak : 5 : , 
der Werte fiir OG: und nt, die sich aus den obigen Gleichungen 
by Qs 


ergeben, in den ersten batden Lamé’schen Gleichungen der Gruppe (A), 
8. 485, folet: 


POE deny ae Site Le Ted. cos @ 0a | 
Pee, a8 CONG. 00, ».H, 00; sin @ 60,” 


und hieraus durch Integration: 


(2) H, = 608 @- (9, 03), Hy = sin @ - 9(Q,, Qs), 
wo w nur von g, und g,, m nur von g, und e, abhingt. 

Wir wollen nun beweisen, was fiir unsere Untersuchung wesent- 
lich ist, dass gm und wy von oe, unabhingig sind, d. h., dass 


Op Oe AE: 
(3) Fos 0, 7, 0) 
ist. Zu diesem Zwecke leiten wir aus (1) und (2) ab: 
fs Clog p\ _ 
(3*) H, = — Reota(—tga <° + 7e) — 


0 log p 
= Rtg (coto < -+ Zs ). 
Daraus folgt: 


C wee oS Y _. 
tg @ ne Ob ee 
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Bestinden nun die Gleichungen (3) nicht, so wiirde sich hieraus ergeben: 


M(e15 Qs) 
oe tg = 17 Os 
S ane NV (@2, @s) ; 
wo M von e, und N von ge, unabhingig wire. Betrachten wir nun 


eine specielle pseudosphirische Fliche @, == c¢ und ersetzen wir die 
Parameter @,, 0, beziiglich durch: 


={v, ¢) dQ, , oo = [ ¥ (2, 0) doz, 


so erhalten wir fiir das Quadrat des 
wegen der Gleichungen (2) den Ausdruck: 


(5) ds® = cos*ado,/* + sin’?ado,’? 
Darin ist wegen (4) 

oe EG) 
(6) te (i) = aed) ? 


wo U nur von og, und V nur von @o,’ abhingt. Da aber (5) das 
Quadrat des Linienelements einer pseudosphirischen Flache vom Radius 
fi ist, so muss w, wie sich analog wie in § 264 fiir die Flachen mit 
positivem constantem Kriimmungsmass nachweisen lisst, der partiellen 
Differentialeleichung: 
G* Ca 6? sin @ COS @ 
( ) a U2: 7 Cel ae 2 

0 0. ft 


gentigen. Wegen der Gleichung (6) ist dieses nur dann méglich, 
wenn sich U oder V auf eme Constante reduciert. In diesem Falle 
waren aber die Flachen eg, = ¢ Rotationsflichen, was der Voraussetzung 
widerspricht *). 


*) Aus den Gleichungen (6) und (6*) wiirde sich nimlich ergeben: 


(a eee ors ee 


wobei die Striche Ditferentiationen mane 
Wird diese Gleichung nach g,’, die dann entstehende nach og,’ differenziert, 


pag aleve, 


so kommt: 
a (ay ae 
( Uy VV'+ aa CU 0, 
also: 
ie r ? 1k , : 
Th) OMG a oa as kVV (& = Const.). 
Durch Integration folet: 
UU? ; Ve kV? 
Ca ee juve 
See uN ie Aichi 
2 St 20.0? Or. 2 ts — — ah eC VV? Oe 
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Es gelten somit die Gleichungen (3), und wenn wir die Parameter 


0,;, @, durch Jv do, bez. Je do, ersetzen, so erhalten wir aus (2) 
und>(3*).: 


(7) H,=coswo, H,=sing, H, = Re. 
3 


§ 294. Fortsetzung. 


Durch diese Werte fiir H,, H,, H, werden die ersten beiden 
Lamé’schen Gleichungen (A), 8S. 485, identisch erfiillt; die vier tibrigen 
gehen in die folgenden iiber: 


ee Rh ee ia OO ere 
0 01 602 00s 001 002 0Qs 2 005 001005” 
07 @ 0? @ sin @ COS @ 
OPES eet (as 

(8) 0 ( il 070 ) ne ( ) 1 do 0a 
Opghbinin Cos d0s/- to --ROOGy N UR COS @ 00; 00; 005° 
0 ( 1 070 )= il 9 teas) iC ol O20 
do, \cosm 00, 00,/ $=%RoQ,\ R - Sin © 00, 00, 605” 


von denen die dritte als einfache Folge der zweiten und vierten weg- 
gelassen werden kann. Die erste kann tibrigens zweckmiissig in einer 
der beiden nachstehenden Formen geschrieben werden: 


0 ( 1 0*@ )= 1) aorto20 
x Jee, SIN ® 00, 005/ COS @ OQ, 00: 005° 
(8*) a) ( 1 070 )= 1 doa 0a 
00, \COS@00,00,/ sin@ 0Q, 00,005 


Wir haben somit das Ergebnis: 

Das Quadrat des Linienelements des Raumes lasst sich 
bei Zugrundelegung eines dreifachen pseudosphirischen Or- 
thogonalsystems (9,, @,, @3) in die Form: 


(9) ds* = cos’a do,” + sin?a do,” + Re (Fe ~) do,” 
bringen, wo # nur von go, abhangt und der Radius der pseu- 
dospharischen Flichen og, = Const. ist und die Function 


(0;, Q2, 03) dem Gleichungssystem (8) geniigt. 
Umgekehrt gehiért zu jeder Lisung @(@,, @, 0;) dieses 


wo C, C’, C,, G,’ neue Constanten sind. Somit geht (a) tiber in: 
oe aS (omsore a)Vi= 6, uve 
und diese Gleichung kann nur dann erfiillt sein, wenn U oder V constant ist, 
wie zu beweisen war. 
Bianchi, Differentialgeometrie, 34 
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Systems ein dreifaches pseudospharisches Orthogonalsystem, 
in dem das Quadrat des Linienelements des Raumes die Form 
(9) annimmt. 

Wir werden spater sehen, dass es unzihlig viele Loésungen des 
Systems (8) giebt, die von fiinf willkiirlichen Functionen abhingen, 
und werden den Weg angeben, auf dem sich beliebig viele wirklich 
finden lassen. Indem wir fiir jetzt diese Orthogonalsysteme als that- 
sichlich vorhanden annehmen, wollen wir sogleich auf eine wichtige 
Higenschaft derselben hinweisen. Ls sind nimlich die Gleichungen der 
Haupttangentencurven auf allen pseudosphiarischen Flachen 9, = Const. 


die folgenden: 
0, — 0, = Const., 0, + 0, = Const., 


und wenn 
O1— Og = 20, Oo +o = 28 
gesetzt wird, so geht (9) iiber in: ; 
(9%) ds? = de®? + 2cos2 dadp + dp? + FR? (52) do,’ 


Fassen wir also als entsprechende Punkte auf zwei pseudosphirischen 
Flichen des Systems o, ihre beiden Schnittpunkte mit einer Para- 
meterlinie @, auf, so haben wir das Ergebnis: 

Auf zwei pseudosphirischen Flaichen des Systems ent- 
sprechen einander ausser den Kriimmungslinien auch die 
Haupttangentencurven, und die entsprechenden Bogen sind 
gleich lang*). 

Daraus folgt, dass auf den Ortsfliichen der entsprechenden Haupt- 
tangentencurven diese Linien geodatische Linien sind. Dieses ergiebt 
sich auch unmittelbar aus (9*), denn wenn darin z. B. 6 = Const. 
gesetzt wird, so folgt: 


ds? = de? + FP (2) do,’ (vgl. 8. 158, (12)). 
3 


Die Flachen der beiden Systeme « == Const., 6 = Const. besitzen dem- 
nach eine Schar geodatischer Linien mit constanter Torsion **). 


§ 295. Beispiele. 


Wir geben zuniichst einige Beispiele von dreifachen pseudosphiri- 
schen Orthogonalsystemen. 


*) Offenbar laisst sich auch aussagen, dass auf zwei pseudosphirischen 
Flachen des Systems die conjugierten Curvensysteme einander entsprechen. In 
dieser Fassung ist der Satz auch auf den Fall anwendbar, in dem die Flachen 
@, = Const. positives constantes Kriimmungsmass besitzen. 

**) Die hier beiliiufig erwihnten Flichen sind direct von Fibbi in seiner 
Habilitationsschrift untersucht worden. (Annali della Reale Scuola Normale Su- 
periore di Pisa, 10. Bd., 1888.) 


§ 295. Beispiele. Epil 


1) Wir suchen diejenigen Lésungen des Systems (8), welche von 
0, unabhingig sind. In diesem Falle reduciert sich das System (8) 
auf die eine Gleichung: 
pe te oe Const a) 
00 i? Nite 
Integriert wird sie durch elliptische Functionen mit verinderlichem 
Modul / mittels der Gleichungen: 


(10) cos@ = sn(t,k), sinw = en(z, k), 
worin 
(10*) c= 24 4(0,), b=, 


4 eine willktirliche Constante und w(o;), R(e,) willkiirliche Functionen 
von g, sind. Die pseudosphiirischen Flichen @, = Const. sind Rota- 
tionsflachen. 

2) Wir betrachten ein System von oo! Dini’schen pseudosphiri- 
schen Schraubenflachen (8. 467), die dieselbe Axe und dieselbe Tractrix 
zur Meridiancurve haben, aber hinsichtlich der Ganghéhe und also auch 
des Kriimmungsmasses unter einander verschieden sind. Da hier die 
Kugeln, deren Radius gleich dem von der Asymptote abgeschnittenen 
constanten Stiick der Tractrixtangente ist und deren Mittelpunkte die 
Axe erfiillen, die Dini’schen Schraubenflachen orthogonal in Kriimmungs- 
linien schneiden (s. ebenda), so folgt nach dem Darboux’schen Satze 
(S. 480), dass den beiden Systemen von oot Schraubenflachen und Kugeln 
ein drittes Flachensystem zugeordnet werden kann, das zu beiden Systemen 
orthogonal ist; wir haben somit ein dreifaches pseudosphirisches Ortho- 
gonalsystem. 

Setzen wir der Hinfachheit halber das constante Tangentenstiick 
zwischen Tractrix und Asymptote gleich Hins, so ergeben sich zur Be- 
stimmung des zugehérigen dreifachen pseudosphirischen Orthogonal- 
systems leicht die Gleichungen: 


(11) cos @ = tght, sino =) 

worin 

(11*) T= 0, +  tgh os + ¥(Qs), 

#(03) eine willktirliche Function von g, und F& gleich cosh @, ist. 
Anmerkung. — Das soeben betrachtete pseudosphirische System, 

dessen Bestimmungsgleichungen leicht explicite anzugeben sind, ist 


_ *) Die erste der Gleichungen (8) ist offenbar eine Identitat. Die dritte und 
die vierte Gleichung ergeben unter Beriicksichtigung der modificierten Gleichung 


iibereinstimmend die Gleichung des Textes. 
34* 
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nur ein besonderer Fall von solchen, die eine Schar Enneper’scher 
_ pseudosphirischer Flichen enthalten. Diese Flichen, die allgemeiner 
sind als die Dini’schen Schraubenflachen, besitzen namlich, wie bereits 
S. 471 bemerkt worden ist, eine Schar von Kriimmungslinien auf 
Kugeln, welche die Flachen orthogonal schneiden und deren Mittel- 
punkte auf einer Geraden liegen. Wir kénnen demnach bei ihnen die- 
selben geometrischen Uberlegungen wie bei den Dini’schen Schrauben- 
flichen anstellen. 


§ 296. Anwendung der Backlund’schen Transformation. 


Wir wollen nun nachweisen, dass wir in der gleichzeitig auf die 
co! pseudosphirischen Flichen eines bekannten dreifachen pseudosphi- 
rischen Orthogonalsystems angewandten Bicklund’schen Transformation 
ein Mittel besitzen, aus diesem System co? neue dreifache pseudosphi- 
rische Orthogonalsysteme derselben Gattung abzuleiten. 

Zu diesem Zwecke miissen wir vor allen Dingen den analytischen 
Ausdruck fiir die Baicklund’sche Transformation aufstellen, angewandt 
auf eine pseudosphirische Fliche @,—=¢ des Systems vom Radius R(c). 
Wir bezeichnen mit / die unverinderliche Entfernung der Brennpunkte 
in der zugehérigen pseudosphirischen Congruenz, mit o das Comple- 
ment des Neigungswinkels der Brennebenen (§ 251 u. f.), sodass 

k= KR cos¢ 
ist. Hs sei ferner m der Neigungswinkel eines Congruenzstrahls gegen 
die Kriimmungslinien 9, = Const. Transformieren wir die Fundamen- 
talgleichungen (16), 8. 453, aus den auf die Haupttangentencurven be- 
zogenen Coordinaten: 
01 — = 2, 0 +O = 20 

in die jetzt vorliegenden, o, und g,, denen die Kriimmungslinien zu 
Grunde liegen, so erhalten wir die Gleichungen: 


{0 do —- sing cos@ + sino cos @ sin w 

(12) 2a Fe ee | 
[poe Co _ __ Cos P Sinw + sing sing cosa 
(6 Qe 00 k 


Nach dieser Vorbemerkung wenden wir auf jede pseudosphirische 
Miche e, des Systems eine durch die Gleichungen (12) bestimmte 
Bicklund’sche Transformation an, wobei wir & einen willkiirlichen 
festen Wert erteilen und o mittels der Gleichung: 


(13) cos 6 = 
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als Function von g, auffassen. Wir wihlen dann eine bestimmte 
Function (0,, @2, 93), die den Gleichungen (11) gentigt, und fragen: 

Welchen weiteren Bedingungen miissen wir die Function 
P(01, Q2, @;) unterwerfen, damit die oo! abgeleiteten pseudo- 
spharischen Flachen wieder einem dreifachen Orthogonal- 
system angehoéren? 

Da bei der Backlund’schen Transformation die Kriimmungslinien 
wieder in Kriimmungslinien tibergehen, so ist nach dem Darboux- 
Dupin’schen Satze hierzu notwendig und hinreichend, dass die neuen 
Curven @; die Orthogonaltrajectorien der abgeleiteten pseudosphiarischen 
Flichen sind*). 

Es seien «, y, 2 die Coordinaten eines Raumpunktes, bezogen auf 
das urspriingliche System, wx’, y’, z’ die des Punktes, der aus ihm durch 
die Transformation hervorgeht. Dann haben wir (8. 452, (14)): 


x =a+k(cosy X, + sing X,), 
(14) y =y+k(cosp Y, + sing ¥,), 
2=2+k(cospZ, + sing Z), 
wo X,, Y,;, 4; X,, Y,, 4% die Richtungscosinus der Tangenten der 
Parameterlinien o, und g, sind. 


‘§ 297, Fortsetzung. 
Aus den Gleichungen (12), 8. 485 und 486, erhalten wir im vor- 
liegenden Falle: 


OX cy Co Sina 0X, wd Oo 
We E en R Xs, thee ti Pe ee 

0X, Fk Gea X,, 

00s cos@ 00,00, ° 
xg) Vide 0X a x com y 
TS Nae io ne ee 


gx, le Regie 
00s SIN @ OQ. 00s 
nebst analogen Gleichungen in Y und Z. Hiernach finden wir durch 
Differentiation der Gleichungen (14) und unter Beriicksichtigung der 
Gleichungen (12): 
Oa 


= (cos @ cos’? — sino sing cosy sin a) X, + 
O1 


3 


: ‘ : k cos p sin w 
+ cosy (sing cos @-+ sing cosp sin aw) X, + _—— tele 


*) Es ist ersichtlich, dass die Strecke & constant sein muss, wenn diese 
Uberlegungen giltig sein sollen. Es miissen naimlich eine Parameterlinie e, und 
ihre transformierte Curve Orthogonaltrajectorien der Strecken / sein, die ent- 
sprechende Punkte derselben verbinden. 
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Fe, = sin p(cos y sin@ + sing sing cos @) X, 
mer 3 ; 4 k sin gm cos @ 
Uy) + (sin w sin? — sin 6 sin @ Cos @ Cos @) X, — Rk et 
Ox : Op a 
= — khsing — X. k cos m = X. 
00s Pp 005 : c P 0s Z a 


ee Cr @ ae eo) sy 
“ COS@ 00; O03 SIN® 00, 00, C Qs 


dazu analoge Gleichungen in y’ und z’. Aus ihnen folgt: 


an’ Oa! 

0% 00 ° 
Riyliss ‘ : Op kcosm 07o ksngp @?o 0@ 
=k cosy sina (sino (? + Sis ba eh siege Fee. ae) 
Onna: 
002 02, 


kcos~ 6? 


Og ksng 6?o ay 
= —k sing cos@ (sino £4 ue eos 206, 06: a Siw 06. Ck + 5, 


Wir brauchen somit gm nur ae weiteren Bedingung: 
. k cos 67 @ k sin 070 0@ 

(5) sino 52 aP va eae am Qs 6 Qs isa onan 
za unterwerfen, damit die Gleichungen (14) die Coordinaten x’, y’ 2’ 
eines Raumpunktes, ausgedriickt durch die Parameter 9,, 0,, 0, eines 
neuen dreifachen (pseudosphirischen) Orthogonalsystems, definieren. 
Unter der Voraussetzung, dass g thatsichlich den Gleichungen (12) 
und (15) geniigt, lasst sich der Nachweis hierfiir ohne Schwierigkeit 
fiihren. 

Die Gleichungen (14*) lassen sich nimlich so schreiben: 


1 : : : : 
are i = (cos @ cos p — siné sing sinw) X, + 
1 . . . . 
+ (sin gy cos @ + sin6 cos p sin w) X, + cos6 sina X,, 
1 
ce —— = (cos g sin@w + sino sing cos@) X, + 
+ (sin y sin @ — sin 6 cos » cos w) X, — cos cosa Xz, 
Hon: ‘ é 
Pc Je, = 008 6 Sin p X, + cos 6 cos mp X, —- sine X, (wegen (15)). 
8 
Rae, 


Aus ihnen ergiebt sich unmittelbar die Gleichung: 
(16) da? + dy” + dz” = cos*g do,” + sin? do? + Be (se zy d 0," 


aus der ersichtlich ist, dass das Linienelement des Raumes auf ein 
dreifaches pseudosphirisches Orthogonalsystem bezogen ist, wobei der 
Winkel o des urspriinglichen Systems durch den Winkels  ersetzt ist. 
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§ 298. Abschluss. 

Wir haben nun noch zu zeigen, wie durch passend gewahlte Func- 
tionen (9, @,@;) den drei simultanen Gleichungen (12) und (15) 
geniigt werden kann. Wir kénnen diese Gleichungen zu einer einzigen 
totalen Differentialgleichung fiir die unbekannte Function gm zusammen- 
fassen, nimlich*): 


sin 9 cos w + sino cos@ sin w 0 
(17) dy = ( re eae i *. s-) dQ, 
c 2 
__ (COS sinw + sinc sin g Cos @ ao) ) 
( k af 00, 40s 


ksng 0? 


Pibeoette ea, 


sin @ 0 Qs 0 Qs 


1 (“ cosm ¢6?0 
sino \ cos@ 00, 003 
Diese Gleichung oder das iiquivalente System der Gleichungen (12) 
und (15) ist unbeschrinkt integrierbar, da ja die Integrabilitits- 
bedingungen wegen der Gleichungen (8) bez. (8*), denen  geniigt, 
und wegen der Relation: 


k 
cos 6 = R 


identisch erfiillt sind. Ist also der Wert von k fest angenommen, so 
hat die Gleichung (17) eine allgemeine Lésung gm mit einer willkiir- 
lichen Constanten C. Um den Wert von C festzulegen, haben wir nur 
die Backlund’sche Transformierte einer der pseudosphirischen Flichen 
03, von denen wir ausgegangen sind, oder die Richtung einer der 
Strecken k fest zu bestimmen, die tibrigens willkiirlich, wofern nur 
normal zur Parameterlinie g,, gegeben werden kann. 


Wir bemerken, dass die Gleichung (17), 
tg _ == A 


gesetzt, fiir 4 eine totale Differentialgleichung vom Riccati’schen Typus 
liefert, von der wir also nur eine particulare Lésung zu kennen brau- 
chen, um das allgemeine Integral mittels Quadraturen zu erhalten. Fir 
die neu abgeleiteten pseudosphirischen Systeme kennen wir bereits 
eine particulire Lésung der zugehérigen Gleichung (17), namlich die 
yon dem pseudosphirischen Ausgangssystem gelieferte; wenn wir also 
den Wert der Constanten / ungeindert lassen, gentigen schon succes- 
sive Quadraturen zur unbeschrankt oftmaligen Ausfiihrung der Bick- 


*) Wenn wir die Gleichung fiir g in der Form des Textes schreiben, so 
schliessen wir natiirlich den Wert o—0 aus, der in dem allgemeinen Falle eines 
veriinderlichen R nicht auftreten kann. Fiir constantes R dagegen ist der Wert 
o=0 zulissig, und zwar giebt er zur Complementirtransformation der pseudo- 
sphirischen Flichen Anlass, die weiterhin (§ 306) betrachtet werden wird, 
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lund’schen Transformation. Aber wie fiir eine einzelne pseudosphari- 
sche Flache, so kann auch in dem vorliegenden Falle das Verfahren 
merklich vereinfacht werden, wenn wir den Vertauschbarkeitssatz be- 
nutzen, der, wie wir nun nachweisen wollen, auch auf dreifache pseudo- 
sphirische Orthogonalsysteme anwendbar ist. 


§ 299. Anwendung des Vertauschbarkeitssatzes. 


Indem wir die fiir eine einzelne pseudosphirische Flache ange- 
wandte Bezeichnungsweise (Kap. XVII) etwas andern, verstehen wir 
symbolisch unter B, die auf ein dreifaches pseudosphirisches Ortho- 
gonalsystem 2 angewandte Biacklund’sche Transformation, wenn die 
constante Entfernung zwischen einem Punkte von o und dem ent- 
sprechenden Punkte des abgeleiteten Systems 2” gleich k ist. Wir 
beweisen nun die Gultigkeit des Vertauschbarkeitssatzes: 

Sind 2 und &” zwei dreifache pseudosphiarische Ortho- 
gonalsysteme, die mit ein und demselben System ZX mittels 
zweier Backlund’scher Transformationen DB, bez. By, mit ver- 
schiedenen Constanten k und k’, zusammenhingen, so giebt es 
ein viertes pseudosphiarisches System 2”, das mit 2” und 2” 
mittels Backlund’scher Transformationen mit vertauschten 
Constanten k’ bez. k zusammenhinet. 

Es seien S, S’, S” drei entsprechende pseudosphirische Flachen 
in den drei Systemen. Nach dem fiir einzelne pseudosphirische Flachen 
giltigen Vertauschbarkeitssatze (§ 257) giebt es eine vierte, vollkommen 
bestimmte, pseudosphirische Fliche S”’, die mit S’ und S” durch die 
Backlund’schen Transformationen B, bez. By, mit vertauschten Con- 
stanten, zusammenhingt. Wir haben jetzt nur zu beweisen, dass die 
oot pseudosphirischen Flichen 8” einem vierten dreifachen Ortho- 
gonalsystem 2%” angehéren. Sind nun P, P’, P”, PP” vier ent- 
sprechende Punkte auf S, 8’, S”, 8’”, und lassen wir P eine von den 
orthogonalen Trajectorien C der Flichen S im System 2 beschreiben, 
so werden infolge der in den voraufgehenden Paragraphen entwickelten 
Higenschaften der Bicklund’schen Transformation P’ und P” zwei 
Orthogonaltrajectorien der Schar S’ bez. S” beschreiben. Bedeutet C’” 
die von P’” beschriebene Curve, so brauchen wir nur zu berticksich- 
tigen, dass die Strecken P’ P” und P” P” constant und zu C’ bez. 
C” normal sind, und kénnen dann daraus schliessen, dass sie zu O’” 
in P” normal sind. Diese beiden Strecken sind aber Tangenten von 
S’” in P’”, daher sind die Curven C’” Orthogonaltrajectorien der 
pseudospharischen Flichen 8”. Erinnern wir uns endlich daran, dass 


§ 299 Anwendung des Vertauschbarkeitssatzes. BS 


bei der Biacklund’schen Transformation die Kriimmungslinien Kriim- 
mungslinien bleiben, so sehen wir, dass die Flachen S” in der That, 
wie behauptet wurde, wieder einem dreifachen pseudosphirischen Ortho- 
gonalsystem angehéren. 

Sind die drei Systeme XY, &”, ©” bekannt, die durch die Quadrate 
ihrer Linienelemente definiert sein mégen: 


ds? =cos’m do,? + sin’w do,? + R (F2)' des’, 
3 


(ona eed 2 : D) Ow 2 
ds" == cos’w’ do,” + sin?o’ de,? + R(se) a0," ; 
3 


rds 


ds’? = cos*o” doe,* + sin?” de,? + FR? ee ) des’, 
7 Qs 
so ergiebt sich das vierte System 2”, fiir das wir den zugehdrigen 
Wert von @ mit w”” bezeichnen wollen, durch algebraische Operationen 
aus der Gleichung (33), 8. 463: 


6 , 
, 0” cos zi a! ; a 
18 tang rae eye Eves ag arm aa 
( ) g ae eee tang 5 ) 
sin 
2 
wo 
k : k’ 
CcOs.6 — oso = — 
ine. R 


ist (vgl. 8. 532, (18)). 

Stellen wir die Uberlegungen in § 259 an, so erhalten wir demnach 
die wichtige Folgerung: 

Kennen wir von einem pseudosphirischen System & alle 
oo? abgeleiteten Bicklund’schen Systeme, so kénnen wir fiir 
jedes von letzteren Systemen lediglich durch algebraische 
Rechnungen und Differentiationen die neuen abgeleiteten 
Systeme bestimmen. 

Mit anderen Worten: Wir brauchen nur die Gleichung (17) fiir 
alle Werte von / integrieren zu kénnen, dann sind die bei der unbe- 
grenzt oftmaligen Anwendung der Biicklund’schen Transformation nach 
einander auftretenden Gleichungen vom Riccati’schen Typus ohne wei- 
teres gleichzeitig mit dieser integriert. 

Den Bedingungen des soeben ausgesprochenen Satzes gentigen nun 
eben die aus Dini’schen Schraubenflichen bestehenden, der Gleichung (11), 
S. 531, entsprechenden dreifachen pseudosphirischen Systeme. Ohne die 
diesbeziiglichen Rechnungen durchzufiihren, wollen wir dieses kurz 
folgendermassen nachweisen: Das System (8) besitzt die evidente Lésung 
co 0. Wenden wir auf sie die Backlund’sche Transformation mit 
der Constanten / an, um eine neve Liésung p zu erhalten, so sehen 
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wir leicht ein, dass gm nur den beiden Gleichungen (12) zu geniigen 
braucht. Dieselben lauten in unserem Falle: 


Op sin @ OM sin 6 sin p 
00, En © oe. k 


und geben integriert: 


@ et W (0s) 
tg oy é ? 


wo w eine willkiirliche Function von @, ist. Hierin brauchen wir nur 
k=1, sino = — igho, 


zu setzen, dann erhalten wir sofort die Gleichungen (11). Zu der 
Lésung o==0 kennen wir demnach alle Bicklund’schen Transformier- 
ten und kénnen somit den obigen Satz anwenden. Daraus folgt auch 
hier das Vorhandensein einer unendlichen Schar von dreifachen pseudo- 
sphirischen Systemen, die von gewodhnlichen Functionen abhangen 


(vgl. § 261). 


§ 300. Weingarten’sche Systeme. 


Wir wollen uns nun mit dem besonderen Falle beschaftigen, in 
dem die pseudospharischen Flachen des dreifachen Orthogonalsystems 
alle denselben Radius haben. Der erste, der das Vorhandensein dieser 
pseudospharischen Systeme erkannt hat, ist Weingarten gewesen, der 
auf die Méglichkeit des Uberganges von einer Fliche mit constantem 
Kriimmungsmass zu einer unendlich nahe benachbarten Fliche mit 
demselben Kriimmungsmass hingewiesen hat, und zwar eines derartigen 
Uberganges, dass der unendlich kleine normale Abstand zwischen den 
beiden Flachen eine Lésung der Cayley’schen Gleichung ist. Diese be- 
sonderen pseudosphirischen Systeme sollen deswegen, wie in den friiher 
angefiihrten Abhandlungen des Verfassers, Weingarten’sche Systeme 
genannt werden. 

Fiir diese Systeme setzen wir einfach R gleich Hins. Dann gehen 
die Fundamentalgleichungen (8), denen @ gentigen muss, tiber in: 


C20 260 ; 
30,8 — Be,2 = s1n @ COS OO, 
B(sdes ma) ) = cosw 22 db i 0@ Oo ' 
(19) 00, \cos a 00s) Oe sin « 00, 0 Qs 65 
@ ( 1 oe) ; Co 1 00 Co 
OQ, \SIn @ Oe, 6 ey eG, cos @ OQ, OQ, 005” 
Oo 0a 0a Co 07a 


AG Aho % == oS @ a ° 
001 00s 0s 00, 00s Ces 21" Ges 0, Oe, 
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Da das Linienelement des Raumes unter Zugrundelegung des Wein- 
garten’schen Systems durch 


ds® = cos’@dg,? + sin? do,? + (<2) do? 


00s 
gegeben ist, so sind auf den pseudosphirischen Flichen e, die Curven: 
7) te eae 
oe = Const. die Aquidistanzcurven (§ 275). Nun stellen wir zu- 
8 


nachst den Satz auf: 

In einem dreifachen orthogonalen Weingarten’schen 
System sind die Aquidistanzcurven auf den pseudosphari- 
schen Flaichen parallele geoditische Kreise. 

Setzen wir fiir den Augenblick: 


etal be eo \2 1 070 \? 0w\2 
# (sss o 00, Fa af (= a) ita) ya (52) ; 
so ergiebt sich aus den Gleichungen (19) und (8*): 


ge oO 


Ce, BEGG; 


(= o on) a, (3 @ sta) ei (52) ss F'(9;) ’ 


wo J? nur von g, abhingt. Setzen wir dann: 


also: 


so erhalten wir (8. 67): 
1 on\? 1 (on \? 
0M cos*?@ (5) 4 sin2@ (*) : 
wenn 4,” der erste Differentialparameter von n beziiglich des Quadrats 
des Linienelements der pseudosphirischen Fliche 9, = Const., 


ds? = cos*a@ do,? + sin?a de,”, 
ist. Da also 
(20) An = Fos) + 0 
ist, so folgt (§ 81), dass die Aquidistanzcurven: = Const. auf der 
pseudosphirischen Fliche 9, = Const. geoditisch parallel sind. Berech- 
nen wir nun nach der Bonnet’schen Formel (4), 8. 149, die geodati- 


se 1 Kacy 
sche Kriimmung a der Aquidistanzcurven : 
nN 


1 1 00 (Si Ow Eon cosa 1 On 
oe (ste Aon) 4 (one 4 ony) 
@,  sinw cosa|de, \V4,n cosa 09, V4,n sin @ OQ, 


unter Benutzung der Gleichungen: 


0 1 On 1 dn do 
jo (scan Be) = OOO te ae Be 
ee) ys 
Co, \SIN@ CQ, cos @ 0e, 0Q, 
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die aus (19) folgen, und der sich aus (20) pl meee 
0A, 9 en 04, Bey) 


i we 00, ; 6 Qs ie 
so erhalten wir: 
(21) 1 iach Nine ” ’ 
en V4,n V Fees) ae 


Es sind demnach die Aquidistanzcurven: » == Const. auch Curven 
constanter geoditischer Kriimmung und deshalb geodatische Kreise. 

Daraus folgt (§ 39): 

Auf den pseudosphirischen Flachen eines gegebenen Wein- 
garten’schen Systems lassen sich die geoditischen Linien 
mittels Quadraturen bestimmen. 


§ 301. Fortsetzung. 


Wir bemerken, dass im vorliegenden Falle das System (19) 
véllig aquivalent ist dem folgenden: 


(ee CS eas Sin @ COS 0 
Co OA ae ? 
(A) ids eS 
1 0° 0 y 1 ( 62a \2 (<2)' = 
lame Goo diate an) Fo) = FCs): 


Wir haben in der That gesehen, dass dieses aus dem System (19) folgt; 
aber umgekehrt folgt auch aus dem System (A) das System (19). Man 


setze namlich: 
se! 0? 0 il Co 


FLBUs ES : see 
COS @ CQ; OQ, SIN @ CQ, OQ5 


und differenziere die erste der Gleichungen (A) nach @,, die zweite 
das erste Mal nach o,, das zweite Mal nach o9,. Die drei neu ent- 
standenen Gleichungen, zusammen mit der vierten: 
0 (MM cos @) __ O(N sin @) 
00 dain 


lése man nach den Differentialquotienten ols AM SOE auf, 


de, Ge, Ga’ Oe, 
so ergeben sich genau die Gleichungen (19). Ein Ausnahmefall wiirde 
dann eintreten, wenn die Determinante: 


COS 0 @) — sin @ 
0 cos @ —sina 0 . : 
= N? cos?@ — M? sin? @ 
M 0) N 0 
L. 40 M 0) N 


gleich Null ware. In diesem Falle wiirde aber hieraus und aus (20) 
folgen: 


§ 301. Fortsetzung. 541 


co ee E cos? V/ F (04) + (52) («= +1), 


00, 00s 
Pies eae sin?o V/ F(0,) ++ (ey (¢= +1) 
0s 00s x 0 Qs ge : 


Wiirde dann die erste dieser Gleichungen nach g, und die zweite nach 
0, differenziert, so ergibe sich: 


do 0@ 

ee ee, 
i 00, OQs 
also: eae an 

00,° =a Oe,7 


was der ersten Gleichung (A) widerspricht. 

Nach dieser Vorbemerkung haben wir nun drei Falle zu unter- 
scheiden, je nachdem die parallelen geoditischen Kreise » — Const. 
einen imaginaren oder einen reellen, im Endlichen gelegenen, Mittel- 
punkt haben oder Grenzkreise sind. Dementsprechend ist: 

a ae 
Wegen (21) werden diese drei Fille durch das Vorzeichen von F'(@,) 
unterschieden; es ist niimlich beziiglich: 

F(@s)>9, F(@s)<9, F(@) =09. 
Durch geeignete Anderung des Parameters g, kénnen wir in den ersten 
beiden Fallen . 
P(e) tpl shen FQ) —=—11 

machen. Nun haben wir, unter ® den Winkel verstanden, den die 
positive Richtung der Hauptnormale der Parameterlinie @,; auf der 
pseudosphiarischen Fliche mit der Curve oe, = Const. bildet, nach den 
Gleichungen in § 274, 8. 490: 
(22) cos = — =, sin = — 7, 
wo R, der Radius der ersten Kriimmung dieser Curven ist, die durch 


1 apr ett Veit 
a Tele ass a 


R, re n = Qn 


T3s 
gegeben ist. Die Flexion & der Orthogonaltrajectorien der pseudo- 
sphirischen Flichen soll der Kiirze halber die Flexion des Wein- 
garten’schen Systems in dem betreffenden Raumpunkte genannt 
werden. Wir haben also das Ergebnis: 

Die charakteristischen Gleichungen fiir die Function 
in einem Weingarten’schen System kénnen wie folgt ge- 
schrieben werden: 


542 Kap. 20. Dreifache pseudosphiirische Orthogonalsysteme. 
ue o"@. __ sin@ cos @ 
a hoe ge 8, 

(A*) OO 0Qs 


1 /( Oo \2 Li, (Ota Nee OO x, 
cos*.@ Gs oe oy sin? o (5 rn) Ga aS, 
je nachdem die Flexion des Systems grésser oder kleiner als 
Hins ist. 


§ 302. Weingarten’sche Systeme mit der Flexion Eins. 


Der in der Mitte liegende Fall, in dem die Flexion des Systems 
gleich Kins ist, ist besonders interessant. Dazu braucht nur eine 
der Curven 0, constante Flexion (gleich Hins) zu besitzen, so sind auf 
jeder pseudosphirischen Flaiche des Systems infolge der Gleichungen 
(21) und (23) die Aquidistanzeurven: » = Const. parallele Grenzkreise, 
und es besitzen demnach alle iibrigen Curven @, ebenfalls die constante 
Flexion Eins. In diesem Falle bezeichnen wir das Weingarten’sche 
System als ein solches mit constanter Flexion. Dasselbe ist durch 
den Wert /’(o,) = 0 und somit durch die folgenden Gleichungen fiir 
o charakterisiert: 


020 0? @ 


: Fe dig, Tn COs a, 
( ) 1 20 yee 1 ( 020 y (gai 
cos*w \Ce, 00, sin?w Ge, 0es/ — \0 as 


Fiihren wir den durch die Gleichungen (22) bestimmten Winkel ® 
ein, so kénnen wir, da R, gleich Eins ist, fiir das System (B) das 
nachstehende setzen: 


DY Pa Ch OF EL 
50,2 Be,? = Sin @ cosw, 
oe? e 
(B*) ——-— == — cos # cos @ —> 
00, 00s 0 Qs 
0? 0 : : C@ 
a, — =| SI OSI) 7: 
0 Q2 00s €Qs 
Die Gleichungen (19), die aus diesen folgen, geben dann: 
(oo 0 . 
a ee sin # cos @ , 
es ‘phi 
@ . 
Bas + Aa Pe — cos > sin 0 , 


aus denen durch Elimination von o folgt: 

on. 07a 2 , 

(25) soe okey = sindcosd. 
OQ 0 Qo” 


Durch Differentiation der Gleichungen (24) nach g ergiebt sich: 
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oer oe 
Des Oe == COS 7 COS @ Fee 
(26) ge es 
Ber aoe aa sin & sina Ber? 
also ist: 
1 O27 \2 1 ote \2 oo 
(27) cos?@ (5° i) aR sin? (, Qs a) = (2 oY 


Aus (25) und (27) folgt, dass ® dem System (B) geniigt. Hs bestimmt 
somit # ein Weingarten’sches System mit constanter Flexion, das zur 


Gleichung: 
ds? = cos’ do,? + sin?@ do,? + (‘* Z a dos? 


gehért. Der geometrische Zusammenhang: zwischen diesem neuen Wein- 
garten’schen System mit constanter Flexion und dem alten wird spiter 


(§ 306) klar zu Tage treten. 


§ 303. Ableitung der Ribaucour’schen Cykelsysteme. 


Als Beispiele von Weingarten’schen Systemen mit constanter 
Flexion kennen wir bereits die Ribaucour’schen Cykelsysteme von con- 
stantem Radius. Um zu sehen, ob sich das Vorhandensein derselben 
auch aus den allgemeinen Gleichungen des vorhergehenden Paragraphen 


ergiebt, bemerken wir, dass wir ftir die Torsion ;,- der Curven o, in 


Z. 
einem Weingarten’schen System mit constanter Flexion den Wert (§ 274): 
oe 
patie 0 OQs 
T, 500 
005 3 


haben. Ist also # von 9, unabhangig, so ist 7- * gleich Null, d. h. die 


Curven 9, sind Kreise vom Radius Kins. Um “die Systeme zu erhal- 
ten, brauchen wir nach dem vorhergehenden Paragraphen nur von einer 
beliebigen pseudosphirischen Fliche S auszugehen, ftir das unter Zu- 
grundelegung der Kriimmungslinien 

ds? = cos* do,” + sin?# do,” 


ist, und @ aus dem unbeschrankt integrierbaren System: 


0@ 08 ‘ 
aes iy aren sin @ , 
Kc) Ov : 

Bee + ee sin D Cos 00 


za bestimmen; dann erhalten wir, unter g, die in  enthaltene will- 
kiirliche Constante verstanden, gerade die Gleichungen (B), die offenbar 
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ein Ribaucour’sches Cykelsystem charakterisieren. Dasselbe wird von 
den oo! pseudosphiirischen Complementirflachen von S gebildet (vgl. 
§ 186). 

Es mag noch bemerkt werden, dass aus der Combination der all- 
gemeinen Gleichungen (26) im vorhergehenden Paragraphen und der 
letzten beiden Gleichungen (B) 


Oe 0a 
ine W (Qs) 


folgt, wo W(o,) nur von 9; abhangt, dass also, wenn ee fiir ein be- 
sonderes Wertepaar 0,, Q, (was auch g, sein mag), gleich Null ist, es 
auch fiir alle gleich Null ist. Also: 

Wenn in einem Weingarten’schen System mit der con- 
stanten Flexion Hins eine von den Orthogonaltrajectorien 
der pseudospharischen Flaichen ein Kreis vom Radius Hins 
ist, so sind es auch alle anderen, und das System ist mit 
einem Ribaucour’schen Cykelsystem identisch. 


§ 304. Dreifaches System von Schraubenflichen. 


Um an einem wirklichen Beispiel das Vorhandensein Weingarten’scher 
Systeme mit constanter Flexion, abgesehen von den Cykelsystemen, zu 
erkennen, sehen wir zu, ob wir dem Fundamentalsystem (A) dadurch 


gentigen kénnen, dass wir w als Function einer linearen Combination 
der Variabeln: 


C= os + _ +o, (a, b= Const.) 
annehmen. Setzen wir: 
o = f(t), 
so ergiebt sich aus der ersten Gleichung (A): 


Ve 0 USI COSI: 
if jan Fie 


und hieraus durch Integration: 
oy C a? b? * 9 
= C sin?f. 
li a? — 6? f 


Die zweite Gleichung (A) stellt sich dann als identisch erfiillt heraus. 
Wahlen wir 


a>), Cased 


? 


T a mun ? 
a is i 
& Vi-= pi n't 


so haben wir: 
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demnach: 


a? — 3) 
Fiir das Quadrat des Linienelements des Raumes ergiebt sich der be- 
merkenswerte Ausdruck: 


ds* = cn’r do,” + sn?tdo,* + dn?rdo,”, 


sinj =sn(r,k), cosw = cn(t, k) (i = Te =) 


wo 
(es = a3 “ + Qs 
ist, der Modul & und die Constante a willkiirlich bleiben und 
1 dank) 
s—Vatp 
ist. Fiir die reciproken Werte der Hauptkriimmungsradien der F lichen 
der drei Systeme finden wir die Ausdriicke (§ 274, (13)): 


1 1 dnt 1 hee cure 1 sn t 
= ? = = sh = 9 
The a nt Tes b dnt iB cnt 

1 k? sn t 1 1 dnt 1 cn t 
ee —— os y) = > —— ) 
Pgs a dnt Tan b cut ae sn t 


mithin fiir die Kriimmungsmasse beziiglich: 


k? k? 
UO Te es, K,=—1. 


His lisst sich leicht einsehen, dass die Flichen der drei Systeme Schrauben- 
flichen mit derselben Axe sind, sowie dass die Fliichen jedes Systems 
einander congruent sind. Diejenigen des ersten und des dritten Systems 
haben negatives, diejenigen des zweiten Systems positives constantes 
Kriimmungsmass*). Jede beliebige Schraubenfliche mit constantem 
Kriimmungsmass fiihrt auf ein Weingarten’sches System der obigen 
Gattung. 


: : : u : 
Ferner erhalten wir fiir die Flexion =- der Curven ge; den Wert: 
3 


1 1 1 [le 
R,; a Ts" me Tos” =1 IE b2 dn2r 7 


Setzen wir daher insbesondere: 


Ga i? 

woraus 
2 
l= “ee 


folgt, so haben wir ein Weingarten’sches System mit constanter Flexion. 

*) Es liegt somit hier gleichzeitig ein Beispiel fiir Weingarten’sche Systeme 
mit positivem Kriimmungsmass vor, die wir am Schlusse dieses Kapitels (§ 314) 
behandeln werden. 


Bianchi, Differentialgeometrie, 35 
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Dasselbe artet aber nicht in ein Ribaucour’sches Cykelsystem aus, denn 
fiir die Torsion der Curven @, erhalten wir den Wert: 
i! k’ 
TE ae 
der von Null verschieden ist. 


§ 305. Anwendung der Backlund’schen Transformation auf 
Weingarten’sche Systeme. 

Wenn wir auf ein Weingarten’sches System die Backlund’sche 
Transformation anwenden (§ 296 u. f.), so erhalten wir neue Wein- 
garten’sche Systeme. Die Gleichung (17) hefert in dem vorliegenden 
Falle fiir k = cose, R= 1 das Gleichungssystem: 


Og 0@ sin p cos@ -+ sine cos sina 


00, ain - 7 COS 6 - 
(28) ee A +e eee? sino + sine sing Eee 
ea COS 6 


cose cosm 07a cososng 0? Ow 
COS@ 00, 00s sin ® 00, 00, Ges = 


* ino 22 + 


Die Function g, die das transformierte System bestimmt, geniigt den 


Gleichungen: 
arp 0? 
00," «0 Q,” 


1 (ap \?, 1 ( ao \2_ (ap\2_ 
cos? (5 z) i sin? p (<< a) (52) = f(@s)- 

Nun ist hervorzuheben, dass der Wert der Function f(@;) mit 
dem ihnlich gebildeten von F(@,) in den Gleichungen (A), denen 
gentigt, genau iibereinstimmt. Aus (28) folgen nimlich unter Beritick- 
sichtigung von (19) die Gleichungen: 


= snp cosy, 


coso 60° 


Cp Ow 
ORR Deak Coe a sin 6 COs @ 
COS M OQ, CQ, Ayal 005 oF 
2 
— cos 6 cosy oo, 


+ Pete Des Os O05” 


(28*) 


coso 6 
SIN Y 00, 00s 


A @ : . 0@ 
= sin@ _— sino sin @ ~=— — 
00s 45 0 Qs 


; 070 07 @ 
— cos 6 sin p 5-7 1 C08 6 cos p Cor sae 
at 3 8 
Aus ihnen ergiebt sich durch Quadrieren und Addieren mit Riicksicht 
auf die dritte der Gleichungen (28) die Bezichung: 


29) wait Ga, bail tare Gone ae 


1 (ae ie il ( 070 ‘ es) 
~~ cos?w \Ge, 6, sin?a \6e, 0e,/  \de,/ — 
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Hiernach ist die Flexion des abgeleiteten Systems grésser oder gleich 
oder kleiner als Kins, je nachdem einer der drei Fille fiir das urspriing- 
liche System zutrifft. Insbesondere gilt der Satz: 

Jedes Weingarten’sche System mit constanter Flexion 
geht durch eine Backlund’sche Transformation in Systeme 
der naimlichen Art iiber. 

Setzen wir weiter in diesem Falle (§ 301): 


O70 070 
. Be, ; Fon de 
cos & = — Ss, sind = — ties, 
cos @ ~— sin @ ae) 
0Qs 0 Qs 
0p 0? 
00; 005 ; Bor ae: 
cos y = — mC Csi sin p = 00s ‘e , 
cos gy ~— sin m@ —— 
0 Qs Bes 


so geht das System (28*) unter Benutzung der dritten Gleichung 
(28) tiber in: ° 
COS w COS (p — #) — sino sinw sin (gm — #) — cosa COS 

1 — cose cos (gp — ®) 


cosy = 


sin o cos(@ — 200 iste sin 6 COS @ sin (p — 9) — cose sin @ 
1 — cos 6 cos(gm — @) 


sin wy = 


Daraus folgt durch Differentiation nach g,: 


Ow sin 6 Co 
00s ar och esas =! 


Ist also 2 = 0, so ist auch + =—0, dh (§ 303): 
3 


Die Ribaucour’schen at ree ay gehen durch eine Back- 
lund’sche Transformation wieder in Cykelsysteme tiber*). 


*) Der Beweis dieses und des vorigen Satzes kann geometrisch gefiihrt wer- 
den auf Grund des geometrischen Gesetzes, nach dem die Backlund’sche Trans- 
formation eine Orthogonaltrajectorie C der pseudospharischen Flachen eines Wein- 
garten’schen Systems in die entsprechende Curve C’ des transformierten Systems 
tiberfiihrt. Die Strecke PP’, die zwei entsprechende Punkte P auf C und P’ auf 
C’ verbindet, ist constant gleich coso, und der Winkel, den die Tangenten in P 
an C und in P’ an ©’ mit einander bilden, ist das Complement zu co. Bei der 
directen Behandlung einer solchen Transformation fiir eine beliebige Curve C er- 
giebt sich, wenn mit & der Neigungswinkel der Strecke PP’ gegen die Haupt- 
normale von C in P bezeichnet wird, in den iiblichen Bezeichnungen: 

dae 1 COS 6 Cos B 

ds Te Te sin ~( Q ce 1) i 
Besitzt die Curve C die constante Flexion Eins, so gilt dasselbe von der Curve C’. 
Ist noch specieller C ein Kreis, so ist es auch C’. 


Wir bemerken noch, dass, wenn C auf einer Kugel vom Radius cose liegt, 
35* 
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Nach diesen Satzen und nach den Ergebnissen des vorigen Para- 
graphen ist ersichtlich, dass es unendlich viele Weingarten’sche Systeme 
mit constanter Flexion giebt, die keine Ribaucour’schen Cykelsysteme 
sind. 


§ 306. Die Complementirtransformation. 


Bei der Anwendung der Biicklund’schen Transformation auf Wein- 
garten’sche Systeme ist der bemerkenswerte besondere Fall denkbar, 
in dem der Winkel o gleich Null ist und die Backlund’sche Transfor- 
mation somit in die Complementirtransformation tibergeht (§ 255), 
was in dem allgemeinen Falle pseudosphirischer Systeme von ver- 
inderlichem Radius Ff nicht eintreten konnte. 

Dann geht die dritte der Gleichungen (28) tiber in: 


a9 ; ae 
(30) cos@m 07a 4 sng 0*%o Coa 


COS@ 00; OQ, sin @ 00,00, | Gos 
Da 
070 00 
i 1 00 03, te ee, Ces 
th, cOSo 0 ° 1, sino Go 
0.03 0s 


ist, so kann sie wegen der Gleichungen (22), 8. 541, auch wie folgt 
geschrieben werden: 


(30*) cos(g — &) = BR. 
Hieraus ergeben sich somit zwei verschiedene reelle Werte von fiir 


Weingarten’sche Systeme mit der Flexion => 1, und der einzige 
8 
Wert go = @ fiir Systeme mit der constanten Flexion = == 1. Nun 
‘3 

brauchen wir nur die Gleichung (30) das erste Mal nach @,, das zweite 
Mal nach e, zu differenzieren und die Gleichungen (19) zu _beriick- 
sichtigen, um uns zu tiberzeugen, dass die so bestimmten Werte fiir p 
den beiden ersten Gleichungen (28) wirklich geniigen. 

Um dieses Ergebnis geometrisch zu deuten, wihlen wir als Para- 
meterlinien o = Const., B= Const. auf einer pseudosphirischen Flache 


: if . & . : 

des Systems, dessen Flexion 7 Wir grésser als Kins annehmen, die 
3 

geodatischen Aquidistanzkreise und die zu ihnen orthogonalen geodi- 


C” sich auf einen Punkt, den Kugelmittelpunkt, zusammenzieht, wie hervorgeht, 
wenn 


gesetzt wird, 
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tischen Linien. Das Quadrat des Linienelements der Fliche nimmt 
dann die hyperbolische Form an (vgl. 8. 190): 

ds* = do? + cosh?a dp. 
Bezeichnen wir nun mit 8 den Winkel, den die durch (30) bestimmte 
Richtung mit der geoditischen Linie 6 = Const. bildet, so haben wir: 


2—g—F, 
und da wegen (23), 8. 541, 


= == On = Coth # 
3 


ist, so geht (30*) iiber in: 
cos 2 = tgha, 

wo « die geodiitische Entfernung des betreffenden Flichenpunktes P 
von der geoditischen Linie « = Const. ist. Aber zufolge der Gleichung 
fiir den Parallelitatswinkel auf pseudosphirischen Flichen (8S. 430) 
ist $2 nichts anderes als der Parallelitiitswinkel beziiglich des Punktes 
P und der geoditischen Linie « = 0. 

Wir haben somit das folgende Ergebnis: 

Gegeben sei ein Weingarten’sches System X mit der 


Flexion Bias Man betrachte auf jeder pseudosphiarischen 
8 


Flaiche S des Systems diejenige bestimmte geodiatische Linie 
g, welche zu den Aquidistanzeurven gehirt, und ziehe die 
geoditischen Parallelen zu g in einer der beiden méglichen 
Richtungen. Wird zu S die Complementirflache S® oder S(-”) 
bezitiglich einer der beiden Scharen von geodiatischen Paral- 
lelen genommen, so bilden die oot Flichen S® oder SW» zwei 
neue Weingarten’sche Systeme 2® und S(-%, 

Dieselben mogen als die Complementarsysteme von & bezeich- 
net werden. Nach dem vorigen Paragraphen ist ihre Flexion, ebenso 
wie die von & selbst, grésser als Hins. 

Wir kénnen nun sowohl auf 2, als auch auf ©‘ wieder die 
Complementirtransformation anwenden. Da aber eins der beiden neuen 
Complementirsysteme jedenfalls das Ausgangssystem 2 ist, so erhellt, 
dass das gegebene System 2 lediglich vermittelst Differentia- 
tionen eine Reihe Weingarten’scher Systeme: 

UE LSS ds Saat A 2 CU ia 0 a 
liefert, die sich nach beiden Seiten bis ins Unendliche fortsetzt und 
in der jedes System die beiden Nebensysteme zu Complementirsyste- 
men hat. , 
Hat aber das System die constante Flexion Bart 1, so giebt 
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es ein einziges Complementirsystem 2) ebenfalls mit constanter Flexion. 
Infolge der Higenschaften der Complementirtransformation ist klar, 
dass in diesem Falle die Orthogonaltrajectorien der pseudospharischen 
Flichen von X® die Ortscurven der Kriimmungsmittelpunkte der ent- 
sprechenden Orthogonaltrajectorien im Ausgangssystem 2 sind, 


§ 307. Einleitung zum Beweise des Existenztheorems. 


Bisher ergab sich fiir uns das Vorhandensein unendlich vieler 
dreifacher pseudosphirischer Orthogonalsysteme lediglich aus der An- 
wendung der Bicklund’schen Transformation auf gegebene pseudosphia- 
rische Ausgangssysteme. Diese Methode aber erméglicht es uns nicht, 
den Freiheitsgrad fiir die Systeme festzustellen; auch kénnen wir sie 
nicht auf solche dreifache Orthogonalsysteme anwenden, die eine Schar 
von Flachen mit positivem constanten Krimmungsmass enthalten. 
Solche Orthogonalsysteme giebt es naémlich auch, wie wir am Schlusse 
dieses Kapitels entwickeln werden, und zwar von demselben Freiheitsgrade. 

Wir wollen nun eben in den letzten Paragraphen dieses Kapitels 
den allgemeinen Beweis des Satzes von der Hxistenz unserer Systeme 
behandeln, und zwar leiten wir ihn aus den allgemeinen Satzen von 
Cauchy tiber die Reihenentwickelungen der Integrale partieller Diffe- 
rentialgleichungen ab. Der Kiirze halber beschranken wir uns auf den 
Fall der Weingarten’schen Systeme, d.h. auf den Fall, in dem das 
Kriimmungsmass fiir alle Flichen des Systems 0, = Const. dasselbe 
ist; doch wird der Leser sehen, dass das Verfahren allgemein anwend- 
bar ist. 

Zu Grunde legen wir unseren Untersuchungen folgende Thatsache: 
Hin Weingarten’sches System (0,, 02, @3), in dem die Flachen constan- 
ten Kriimmungsmasses die lichen e, = Const. sein mégen, ist véllig 
bestimmt, sobald eine Fliche eines der Systeme 0, = Const. oder 
0, = Const. gegeben ist. Ist niimlich z. B. eine Fliche S, des Systems 
0, = Const. gegeben, so muss jede pseudosphirische Flaiche vom Radius 
Kins des Systems g, durch eine Kriimmungslinie e, = Const. auf S, 
gelegt werden und S, orthogonal schneiden, wodurch sie eindeutig be- 
stimmt ist (vel. S. 442). 

Nach dieser Vorbemerkung ist der Weg, den wir zur Entschei- 
dung der Frage einschlagen, der folgende: Zunichst untersuchen wir 
die charakteristischen Higenschaften der genannten Flichen, deren Be- 
stimmung im allgemeinen von einer einzigen partiellen Differential- 
gleichung vierter Ordnung fiir eine unbekannte Function zweier Ver- 
anderlichen abhingt. Dann weisen wir umgekehrt nach, dass jede 
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Flache, die diese Higenschaften besitzt, ein Weingarten’sches System 
eindeutig bestimmt. Der Freiheitsgrad der Weingarten’schen Systeme 
ist demnach derselbe wie im Integral der erwihnten Gleichung, das 
vier willkiirliche Functionen enthilt. 


§ 308. Die zugehdrige partielle Differentialgleichung vierter Ordnung. 


In einem pseudosphirischen Weingarten’schen System (9,, @, 05) 
betrachten wir eine Fiche S, des Systems 0,, z. B. 0, =0. Setzen wir: 


a (0, Q2, oy) > y(Q2, Qs), 
so nimmt das Quadrat ihres Linienelements unter Zugrundelegung der 
Kriimmungslinien g,, 9, den Ausdruck an (vgl. (9), 8S. 529): 
(31) ds,” = sin?a, do,” + (522)" des’. 
Setzen wir ferner: 
0@ 
(5=) pee ens Yo, 


so erhalten wir fiir die reciproken Werte der Hauptkriimmungsradien 
R,, RB, von S, beziiglich der Curven 0, = Const., 0, = Const. die 
Ausdriicke (vgl. § 274): 


O% 
1 “ar! 00s 1 ae Wo 
(32) R Mon 0, z Re "SiN @, ‘ 
cos @y 00s 
3 


Die beiden letzten Gleichungen (19), S. 538, geben uns dann die fol- 
genden Beziehungen zwischen den beiden Functionen a), W) von @, 


und 5: 


0°, fe - 2 0% rt A 0% 00) O70 
2 ee SIN* ae tang @- Wp Des + cot aor ope! ) 
OR ae wv oes 2 tin ep ULEAD 

Dede 1 0:¥0 59,9 oe Gen Bes 


Umgekehrt ist als wichtig zu bemerken: Gentigen die Functionen 
@), YW) Von g, und e, den Gleichungen (33), so giebt es eine 
Flache S,, die unter Zugrundelegung der Kriimmungslinien 
g, und ge, das Linienelement (31) besitzt und deren Haupt- 
kriimmungsradien durch die Gleichungen (32) gegeben sind. 
Es gehen namlich in diesem Falle wegen (31) und (32) die Gaussischen 
und Codazzi’schen Gleichungen gerade in die Gleichungen (38) tiber. 
Wir bemerken weiter, dass die Gleichungen (33) die folgende: 


(33%) (corm: a) uy (am Bc) ay Cal Se FQ) D 
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wo F(,) eine Function von g, allein bezeichnet, nach sich ziehen. 
Umgekehrt kénnen wir fiir das System (33) die erste Gleichung des- 
selben in Verbindung mit (33%) als iiquivalentes System setzen *). 

Lassen wir nun den Fall: F'(9,) = 0, den wir im niichsten Para- 
graphen behandeln werden, beiseite, so kénnen wir durch passende 
Anderung des Parameters 9, 


F'(93) = +1 


machen. Dann hangt die Bestimmung unserer Flachen S) von folgen- 
dem simultanen System ab: 


ana sin?@, ~— — tang @)- ae cot wy = 5 
(34) 002” 00s mae GREE © 00, Os 6 Qs 
Le CG \7 1 07a, \? O@\ __ 
t (= oy a) ae Ca 0 Qy -) aR (52°) = cla 


Die Elimination von w, aus diesen beiden Gleichungen fiihrt offenbar 
auf eine einzige partielle Differentialgleichung vierter Ordnung fiir die 
unbekannte Function w,. Unsere Flichen S, hiingen somit von vier 
willkiirlichen Functionen ab. 


§ 309. Flachen mit einer Schar Kriimmungslinien constanter 
Flexion. 


Wir untersuchen nun den ausgeschlossenen Fall: 
FQ) = 0, 
in dem wir die Flachen S, vollkommen durch die geometrische Higen- 
schaft charakterisieren kénnen, dass ihre Kriimmungslinien 9, = Const. 


Curven mit der constanten Flexion Eins sind. Da nimlich die Kriim- 
mung des Normalschnitts lings einer solchen Curve 


ist, wahrend die geoditische Kriimmung nach §. 148 durch 


07, 
ee 02s 00s 
2g sin «, Oa 

eg ea, 0 Qs 
Ow 


*) Kine Ausnahme wiirde der Fall: ——* = 0 bilden. Dann aber wiirde aus 


03 
0 ; i ; 
(33) auch ra = 0 folgen und die Fliche S, sich auf eine Curve zusammenziehen. 
8 
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gegeben ist, so ergiebt sich in der That (vgl. § 274): 
1 iL 
a3 t+ y= 1. 
1 ce Q,° 


Bezeichnen wir mit # den Winkel, den die Hauptnormale der Curve 
0, = Const. mit der Flichennormale bildet, so haben wir (S. 147): 


1 1 ‘ 

B= cst, —— == sind: 
1 Og 

oder: 

0 Oo 0 : - 6 

we = cost cos@_—) xn = sin sin Ogres 
Qs 00; 00 O@s 0s 


EHliminieren wir mittels dieser Gleichungen y, aus den Gleichungen 
(34), so ergeben sich fiir # und @, die charakteristischen Gleichungen: 


: 2 
ee ==. sind sin w, Oa ? 
(35) feta ols OQs 
Pee eae beet Aha 
(0 Q. 00s ? 00s 


Jedem Functionspaar #, @,, das diesen beiden simultanen Gleichungen 
geniigt, entspricht umgekehrt eine Fliche S,, deren Kriimmungslinien 
0, = Const. die Flexion Hins haben. Hs liisst sich leicht nachweisen, 
dass die diesen Gleichungen entsprechenden Flachen S, die allgemein- 
sten mit einer Schar Kriimmungslinien constanter Flexion Hins sind; 
es mag jedoch hier in Betreff des Beweises auf die Abhandlung des 
Verfassers im 13. Bande der Annali di Matematica verwiesen werden. 

Aus den Gleichungen (35) folet, wie wir noch bemerken wollen: 


Gos Ge, Bee) 


Durch Anderung des Parameters 9, kénnen wir einfach 


ri OW, 


(Re) 00s 00s few 


machen, und diese Gleichung kann an Stelle der zweiten Gleichung 
(35) gesetzt werden. 

Durch Elimination von # ergiebt sich zur Bestimmung von @, 
offenbar eine partielle Differentialgleichung dritter Ordnung. Auf 
eine solche werden wir auch gefiihrt, wenn wir die Gleichung dieser 
Flachen in der gewohnlichen Form: 


amt | (a, y) 
schreiben. 
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§ 310. Construction eines Weingarten’schen Systems. 


Wir wollen nun das nachstehende Theorem beweisen, das eben 
das erwahnte Existenztheorem ist: 

Wird durch jede Krimmungslinie 9, Const. einer Flache 
S,, die den Gleichungen (31), (32) und (83) gentigt, die pseu- 
dosphirische Fliche vom Radius Hins gelegt, die S, ortho- 
gonal schneidet, so gehéren die so construierten pseudospha- 
rischen Flachen einem Weingarten’schen System an. 

Zum Beweise gehen wir auf die Fundamentalgleichungen (19), 
S. 538, zurtick, denen die charakteristische Function (@,, @,, @3) eines 
Weingarten’schen Systems geniigen muss, und zwar schreiben wir sie 
hier in der folgenden Weise: 


C20 0? : 
(A) 60,2 == Oe? == $1n @ COS @, 
0° @ Oo 0?a Oo 0’?a 0 
= - a t ee 1) os = 
e200, ane ON Ceudes 7 Cee ee 
Oro 0o 07a 0a C'o 
y oe; ee Fh ees 
> 00; 60s € 0s poo OQ, 00; Os a witeont 00, CQ, 005° 
hae ive Ow OP @ Co 07a “ie 0a. 
002° 00s a ote 00, 00; 00s wn ue 002 OQ. 0 Qs RE cet he 0Q5 


Unser Theorem ist bewiesen, sobald wir das Vorhandensein einer 
Lésung w des simultanen Systems (A), (B) nachweisen, die den An- 
fangsbedingungen: 

(0) om, 5° —%, (fir e,—0) 
geniigt. 

Nun giebt es nach dem Cauchy’schen Satze sicherlich eine Lésung 
von (A), die den Anfangsbedingungen (C), welche eben die Lésung fest 
bestimmen, gentigt*). Hs kommt daher alles auf den Nachweis hinaus, 
dass die so bestimmte Lésung @ von (A) auch dem System (B) geniigt. 
Wir bemerken nun zuniichst, dass fiir 9,0 das System (B) sicher- 
lich erfiillt ist, denn wegen (C) gehen die letzten beiden Gleichungen 
in die Gleichungen (33), die wir als erfiillt voraussetzen, tiber, und 
ferner ergiebt sich die erste Gleichung (B) aus der Combination der 
letzten mit der nach. @, differenzierten Gleichung (A). Wenn wir nun 
nachweisen, dass fiir @, = 0 auch alle Gleichungen erfiillt sind, die 
sich aus den Gleichungen (B) durch beliebig oftmalige Differentiation 
nach e, ergeben, so ist unsere Behauptung vollstandig bewiesen. 


*) 8. z. B. Goursat, Vorlesungen u. s. w. (8. 23 des Originals). 
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§ 311. Charakteristische Eigenschaft des Linienelements einer 
Flache mit constantem Kriimmungsmass. 

Die Higenschaft, die wir jetzt noch zu beweisen haben, hiingt 
enge mit einer allgemeinen Higenschaft des Linienelements einer Fliche 
mit constantem Kriimmungsmass zusammen, auf die Weingarten zuerst 
hingewiesen hat und die wir hier kurz ableiten wollen. 

Hs sei 


(36) 04,02," + Qaida, diy + Ayg dx," 
eine quadratische Differentialform mit nicht verschwindender Discri- 
minante, deren Kriimmung mit K bezeichnet werden mdge. Wir unter- 
suchen, ob es eine Function 7~(x,, 7) giebt, die den simultanen Glei- 
chungen: 

$+ Kay,b=0, e+ Kanpb=—0, y+ Kany =0 
gentigt, wenn %,,, Wy, Yeo die covarianten zweiten Differentialquotienten 
von w sind. 

Ausfihrlich geschrieben lauten diese drei Gleichungen (vgl.S. 46, (22)): 


| a2p (4 | an ace Sage 


CEs ee, Baty 
D Oy fizhoy eas | 
(D) Om, Oe an Oe Dit, Kav, 


op . f22) dy f22, op 
foe = (Et la ae — Rome 

Orn 
OX,* 0X, 
ergeben, wenn die erste Gleichung nach x, und die zweite nach 2, 


Wir setzen nun die Werte einander gleich, die sich fiir 


a3 
. F 6 5 ei Ow ° 
differenziert werden, desgleichen die beiden Werte fiir an Ou»? die 
1 2 


aus der Differentiation der zweiten Gleichung nach a, und der dritten 
nach 2, folgen. Gehen wir auf die Formeln (II), 8. 52, zuriick und 
berticksichtigen wir die Gleichungen (vgl. (V), S. 56): 


0 0 12 12 iLal 11 ; 

ae ats a + ({0} — (fae — {af ae, 
12 12 22 22 

Fas — Fi LN aoe + (140 | — [a fae — [ef 


so erhalten wir unter Ausschluss der Lésung py = 0: 


bi Moa, 
Poe Og, = 
0K 0K =o 


——— —— Ol, _ 
“2 Ga, “2? On, 
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Daraus folgt: 
K = Const. 


In diesem Falle ist das System (D) unbeschrankt integrierbar 
und besitzt demnach drei linear von einander unabhingige Lésungen. 
Also: Damit das System (D) eine von Null verschiedene Lé- 
sung w besitze, ist notwendig und hinreichend, dass die Dif- 
ferentialform (36) constante Kriimmung hat. Dann ist das 
System (D) unbeschrankt integrierbar. 

Ist die Form (36) definit, so stellt sie das Quadrat des Linien- 
elements einer Flache S mit constantem Kriimmungsmass K dar, und 
die Anmerkung in § 275, S. 493, lisst uns erkennen, dass, wenn das 
Quadrat des Linienelements auf S in die fiir eine Rotationsflache 
charakteristische Form: 

ds? = de +rde. (r= p@)) 
gebracht wird, 


== J rdec 


die allgemeine Loésung des Systems (D) ist. 

Differenzieren wir die Gleichungen (D), so kénnen wir offenbar 
die dritten, vierten u. s. w. Differentialquotienten qw linear durch 
ads oe und w ausdriicken. Wegen der unbeschrinkten Integrabilitit 

2 
des Systems kénnen auch die auf einander folgenden Differentiationen 
nie zu einer Beziehung zwischen w und seimen ersten Differential- 
quotienten fiihren, d. h.: Wie auch ein Differentialquotient hdherer 
Ordnung geet oa mag, stets ergiebt sich ein und derselbe 


Ausdruck in re se und w. 


§ 312. Abschluss des Beweises des Existenztheorems. 


Nach dieser Vorbemerkung kehren wir zum System (B) zuriick, 
das fiir e, 0, wie wir gesehen haben, erfiillt ist, und beweisen, dass 
es auch noch erfiillt ist, wenn wir jede Gleichung » Mal nach g, diffe- 
renzieren und dann g, gleich Null setzen. Ist nimlich (@,, 04, 9) 
eine Lésung von (A), und gehért demnach das Quadrat des Linien- 
elements: 


ds? = 


7 + sin?@ do,” 
zu einer pseudosphirischen Flache (AK ——1), so kann das System (B), 
wenn in ihm statt oa ® gesetzt wird, .in der Form des Systems (D) 


8 
im vorigen Paragraphen geschrieben werden: 
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POR A UL O® 11| 0® 2 
00,” ead — + @ cos*w, 


00s 
OAD iy 6 Se ae 
00, 00, A Wr 2 J 0a, 
Od ues ee — 
00,” a he! ae 2 Fpl Coe 


Daraus folgt, dass, wie auch aus den Gleichungen (B) ein Differential- 
quotient héherer Ordnung gebildet werden mag, stets das Ergebnis ein 
und dasselbe ist. 
Setzen wir nun voraus, dass die zu beweisende Higenschaft bis 
mr n—1-ten Differentiation nach g,, d. h. bis 
Ort @ gone @ Ort 2 


37 ? ? = 
( ) 00," 11 de, 00," 60s 00s Doi Ode" Ons 


gutrifft, so gilt dasselbe auch fiir eine nochmalige Differentiation, 
d. h. fiir 


(37*) 


ant3 oy ar t3 arts oy 

Bert? de, Ger” *1de,00, De” de0e, 

Der erste der Differentialquotienten (37*) lasst sich aber mittels der 
Gleichung (A) durch den letzten ausdriicken; demnach haben wir 
unsere Behauptung nur fiir den zweiten und dritten zu beweisen. Der 
é ( art? 
Ae, \de,"** de, 
, den ersten der Differentialquotienten (37), 


zweite kann nun in der Form 


) geschrieben werden, und 
art? oy 
de." ** bes 
die Behauptung als richtig voraussetzen, so brauchen wir die betref- 
fende Gleichung nur nach g, zu differenzieren, um die Behauptung 
arts a 
Deut es 002 OQs 


da wir eben fiir 


auch fiir bestatigt zu finden. Analog ist: 


arts w oe? ettle 
aa ? 
00," 0027 005 00,7 00," O05 


d. h. die bereits fiir LE als richtig vorausgesetzte Behauptung 
Or Os: 


; ot @ 
hifftjauch: fir-——— zu. 
0.0," 002" 00s 
Somit ist der in § 310 ausgesprochene Satz vollstindig bewiesen. 
Es diirfte nicht tiberfliissig sein, einige erginzende Betrachtungen 
daran anzuschliessen. 
Die aus dem Cauchy’schen Satze sich ergebende Liésung des 


Fundamentalsystems (A), (B) ist eine analytische Function der Argu- 
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mente Q;, @), @3; sie kann daher in eine nach Potenzen von g, fort- 
schreitende Reihe: 


O = Oy + 105 + 03° + ++ + On Qs" + °° 


entwickelt werden, wo die Coefficienten a), @,,--+@,,--+* nur Von Q, 
und g, abhingen. Der erste Coefficient «, ist eine Losung der Gleichung: 
alos 6" __ sin a, cos @ 
09,” OQ.” ° - 


und hingt von der pseudosphirischen Ausgangsfliche e, 0 ab. Die 
folgenden Coefficienten @,, @,,:-+@,,--- sind vollig bestimmt, wenn 
eine von den Orthogonaltrajectorien der pseudosphirischen F'lachen ge- 
geben ist. Hin Weingarten’sches pseudosphirisches System ist daher 
eindeutig bestimmt, sobald eine pseudosphirische Fliche des Systems 
und eine von den Orthogonaltrajectorien der pseudosphirischen Flachen 
gegeben sind*). 


§ 313. Weingarten’sche Systeme, die eine Kugel enthalten. 


Wir wollen nun vom Existenztheorem einige Anwendungen machen, 
und zwar wollen wir diejenigen Weingarten’schen pseudosphiarischen 
Systeme vom Kriimmungsmass K = — 1 suchen, bei denen sich unter 
den Flaichen des Systems 0, oder des Systems o, eine Kugel vom 
Radius Eins befindet. 

Hierzu miissen wir zusehen, wann die Fliche S, in § 308 eine 
Kugel vom Radius Eins sein kann. 

Nach den Gleichungen (32) miissen wir in diesem Falle 7%, gleich 
sin @) setzen, worauf die Gleichungen (33) sich auf die eine Gleichung: 
erm == I’ (0,) Sin a 
reducieren. Ist F'(g,) gleich Null, so kann durch Anderung des Para- 

meters Q, 
@ = 03 + P(Q2) 
gemacht werden. Das Quadrat (31) des Linienelements: 


dy" = sin* [Qs + (2)] dea® + dos" 
gehért dann zur Kugel vom Radius Eins und hat die allgemeinste 
geodatische Form, d. h., die Curven e, = Const. bilden auf der Kugel 
ein System geodiatischer Parallelen. 


Ist F(@;) grésser oder kleiner als Null, so kann durch Anderung 
des Parameters eg, (93) gleich Eins, also 


*) Vgl. die Abhandlung des Verfassers in den Atti della Reale Accademia 
dei Lincei, 4, Serie, 4. Bd., 1887. 
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: Gia, \? 4 -¢ 
(38) ds,” = sin? @, do,” + (52°) do,” 
gemacht werden, wenn w, eine Lésung der Gleichung: 
Can AAO @ 
a y 


ist. Nach dem Ergebnis in § 245, 8. 444, ergeben sich die Curven 
0, = Const. auf der Kugel, die dem Linienelement (38) zu Grunde 
hegen, als spharische Indicatricen der Tangenten fiir die eine Schar 
Haupttangentencurven einer pseudosphiirischen Fliche. Also haben wir 


gefunden: 
Die Weingarten’schen pseudosphirischen Systeme vom 
Krimmungsmass K=W—1, unter deren Orthogonalflichen 


sich eine Kugel vom Radius Hins befindet, zerfallen in zwei 
verschiedene Klassen, die sich mittels folgender Construc- 
tionen ergeben: 

1) Man ziehe auf der Kugel eine beliebige Schar geodi- 
tischer Parallelen Z und lege durch jede derselben eine pseu- 
dosphirische Flaiche (K = — 1) orthogonal zur Kugel; 

2) Zu einer Schar Haupttangentencurven einer pseudo- 
spharischen Flache construiere man die sphiarischen Indi- 
catricen L’ der Tangenten und ersetze die Curven L der 
vorigen Construction durch die Orthogonaltrajectorien der 
Curven L’. 

Die erste Klasse besteht aus Ribaucour’schen Cykelsystemen, da 
die Kugelcurven 9, = Const. Kreise vom Radius Eins sind. Ihr Vor- 
handensein hatte auch aus den Higenschaften dieser Cykelsysteme ge- 
folgert werden kénnen. Bei den Systemen der zweiten Klasse dagegen 
ist die Flexion grésser als Kins; auf sie ist daher die Complementir- 
transformation anwendbar. 


Soll allgemeiner die Fliche S, eine Kugel vom Radius & sein, so 


miissen wir in den Gleichungen (33) yw, gleich = setzen. Dann 


erhalten wir zur Bestimmung von , die partielle Differentialgleichung 


zweiter Ordnung: 


( xg, 50* a; hae ee la 1) ((e)" = Const. 


Sin ©) 00 0s 08s 
Als besonderen Fall kénnen wir auch als Fliche S, eine Ebene neh- 


: eel : 
men, indem wir = gleich Null setzen “a 


*) Ist der Kugelradius kleiner als Kins, so kann eine solche Bicklund’sche 
Transformation vorgenommen werden, dass eine der Orthogonaltrajectorien C des 
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§ 314. Weingarten’sche Systeme mit positivem constanten 
Kriimmungsmass. 


Die in den letzten Paragraphen entwickelten Untersuchungen tiber 
das Existenztheorem kénnen auch auf dreifache Orthogonalsysteme, die 
eine Schar von Flichen mit positivem constanten Krimmungs- 
mass enthalten, angewandt werden, wie wir noch in Ktirze nachweisen 
wollen. 

Wir beschranken uns auf den Fall, dass das Krtimmungsmass der 
Flachen oe, = Const. in dem dreifachen Orthogonalsystem ftir alle diese 
Flachen dasselbe ist, und setzen der Kinfachheit halber K = - 1%). 
Als ausgeschlossen von unseren Untersuchungen betrachten wir die- 
jenigen Systeme, bei denen die Flichen g,—= Const. Rotationsflachen 
oder Kugeln yom Radius Eins sind. 

Verfahren wir dann wie in § 293, so sehen wir, dass das Quadrat des 
Linienelements des Raumes unter Zugrundelegung des Weingarten’schen 
Systems (@,, 0, Q;) in die Form: 


(39) ds® = cosh? a do,? + sinh? do,? + (<< =) do,? 


gebracht werden kann, wo w eine Function von Q,, Q,, @3 ist, die 
folgenden SNe set 


(o) a ees © + sinh @ cosho = 0, 
set on = tgho re itn — coth w a io ba, — cosh? @ o 
3 
Olanzcte — 8° Fe, dare + cotho 20 5a, ba’ 
Fate = —tgha hee Fate a, T coth @ ie 2 a sinh? a 


Dieselben sind nichts anderes als die Lameé’schen Gleichungen fiir das 
Linienelement (39). Wenden wir dann auf das System (a), (8) die 
Ergebnisse des § 311 an, wie wir es vorhin fiir das System (A), (B) 
gethan haben, so sehen wir: 

Ks giebt unendlich viele Lésungen ao des Systems (a), 
(8), die von vier willktirlichen Functionen abhingen. Zu 


Weingarten’schen Systems den Kugelmittelpunkt zur Transformierten hat (vgl. die 
Anmerkung auf 8. 547). Daraus folgt: Es giebt unendlich viele Weingar- 
Ne ~ os Ly - . 
ten’sche Systeme, deren pseudosphiarische Flichen durch einen festen 
Punkt des Raumes gehen. 
*) Wie schon in § 307 bemerkt worden ist, lisst sich dieselbe Methode auch 
in dem allgemeineren Falle anwenden, wenn K mit @, veriinderlich ist. 
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jeder solchen Lésung w gehért ein Weingarten’sches System 
(39) mit dem Kriimmungsmass K= +1. 
Aus den Gleichungen (8) folgt, dass der Ausdruck: 


1 070 \2 1 070 \2 w\? 
(7) (sare 55 Ga) an (cara = a) sg (52) 
nur von g, abhiingt und also durch Anderung des Parameters 0, gleich 
Kins gemacht werden kann. Umgekehrt ergeben sich hieraus die drei 
Gleichungen (8) (vgl. § 301), die somit dasselbe aussagen. 

Verfahren wir wie in § 300, so ergiebt sich der Satz: 

Auf den Flachen positiven constanten Krimmungsmasses 
in einem Weingarten’schen System sind die Aquidistanz- 
curven parallele geodatische Kreise. 

Betrachten wir auf zwei Flichen e, = Const. die Punkte als ent- 
sprechend, in denen die Flachen von ein und derselben Parameterlinie 
0; geschnitten werden, so ergiebt sich wie in § 294, dass die (imagi- 
niren) Haupttangentencurven auf den beiden Flachen einander ent- 
sprechen. In reeller Fassung kénnen wir dieses Ergebnis wie folgt aus- 
sprechen: Auf zwei Flichen e,—= Const. eines Weingarten’schen 
Systems entsprechen einander die conjugierten Systeme*). 

Schliesslich weisen wir auf eine Higenschaft der Parameterlinien 0, 
des Weingarten’schen Systems hin, die unmittelbar aus (y) folgt. Ziehen 
wir die Tangenten an einer solchen Curve und tragen wir auf diesen 
vom Beriihrungspunkt aus in der einen oder anderen Richtung die 
Langeneinheit ab, so ist der Ort der Endpunkte eine Curve, deren 
Bogen gerade gleich @, ist. Hs entsprechen sich demnach die Orts- 
curven der Endpunkte durch gleiche Bogen. 

Zugleich bemerken wir: Aus der Combination dieser Higenschaft 
und des Bonnet’schen Satzes ergiebt sich (S. 473) eine besondere Higen- 
schaft der oot Schar von Flichen &” mit constanter mittlerer Kriim- 
mung, die den Flaichen o, = Const. des Weingarten’schen Systems 
parallel und von ihnen um die Lingeneinheit im positiven oder nega- 
tiven Sinne entfernt sind. Bezeichnen wir namlich mit w’, y’, 2’ die 
Coordinaten eines Punktes einer Oberflaiche &”, der dem Punkte (a, y, 2) 
der Fliche mit dem Kriimmungsmass K = -+ 1 entspricht, so haben wir: 


w—2t+X,, y=yth, =e+%, 


Wahlen wir z. B. das obere Vorzeichen und bilden wir dxv?-+- dy”?-+ dz”, 
so erhalten wir: 


*) Diese zweite Eigenschaft gilt allgemein, auch wenn K mit e@, veriinder- 
lich ist (vgl. 8. 530). 


Bianchi, Differentialgoometrie, 36 
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12 19 12 2 e 0? 
dc? + dy? + dz” = 2° (do, + des") — Tare Te bay 101 402 — 
“ i do,dQ, + dg,’ 
Qs 


~~ sinh @ 00, 


Betrachten wir die Flache +” von constanter, aber mit 9, verander- 
licher mittlerer Kriimmung, so sehen wir, dass sie sich so dndert, dass 
Ahnlichkeit in den kleinsten Teilen besteht, wahrend alle ihre Punkte 
Bogen von gleicher Linge beschreiben. 


Kapitel XXT. 


n-dimensionale Riume constanten Kriimmungsmasses. 


n-dimensionale Riiume. — Messung von Lingen und Winkeln. — Geodiitische 
Linien. — Geodiitisch parallele Hyperflichen. — Geoditische Flichen. — Begriff 
des Kriimmungsmasses nach Riemann. — Riume mit constantem Kriimmungs- 
mass. — Abwickelbarkeit zweier Raume mit demselben constanten Kriimmungs- 
mass aufeinander. — Conforme Abbildung des hyperbolischen Raumes auf den 
euklidischen, — Darstellung der Bewegungen des dreidimensionalen hyperbolischen 
Raumes durch lineare Substitutionen beziiglich einer complexen Veriinderlichen 
nach Poincaré. — Geodiitische Abbildung des hyperbolischen Raumes auf den 
euklidischen. — Metrik von Cayley. — Elliptischer Raum. — Bewegungen des 
dreidimensionalen elliptischen Raumes. — Schiebungen. 


§ 315. n-dimensionale Riume. 


Wir betrachten » reelle unabhangige Verinderliche: 
Deland ae A, 
von denen jede alle Werte zwischen — co und + o annehmen kann. 
Die Gesamtheit von m besonderen Werten der Veranderlichen: 


0 0 
2, 2, . 


en) 
heisse ein Punkt, und die Werte a! (¢ = 1,2,...m) mégen die Co- 
ordinaten des Punktes genannt werden. Haufig werden wir uns zur 


Bezeichnung des Punktes der abkiirzenden Schreibweise: 
a (@=1,2,...n) 

bedienen. Die Gesamtheit der Punkte mége als ein n-dimensionaler 
Raum 8S, bezeichnet werden. Sind die x; nicht unbeschrankt, sondern 
nur innerhalb gewisser Bereiche veranderlich, so sprechen wir von 
einem Gebiete von S,. 

Wir betrachten nun in S, die Gesamtheit derjenigen Punkte, 
welche sich ergeben, wenn die Coordinaten 2, %,... %» gleich be- 
stimmten Functionen von m Verinderlichen 


PEG Ung yas ellen 
36* 
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m kleiner als » vorausgesetzt, gesetzt werden, d. h. wir setzen: 


(1) Bi == Oy, Uys + Um) Gee es le 

Diese durch die Gleichungen (1) bestimmte Punktmenge mége ein 
Unterraum von S, oder eine in 8, enthaltene Mannigfaltigkeit 
und zwar, wenn sich die g; nicht durch weniger als m Verdnderliche 
ausdriicken lassen*), eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit Vi, 
genannt werden. Insbesondere heisse fiir m= 1 die Mannigfaltigkeit 
eine Curve, fiir m= 2 eine Fliche, fiir m—mn—1 eine Hyper- 
flache. 

Sind die Gleichungen (1) in den wu; linear, so wollen wir V,, einen 
linearen Raum nennen und denselben mit S,, bezeichnen. Insbeson- 
dere soll der umgebende Raum S, selbst als linear angesehen werden**). 

Zu Grunde legen wir der Metrik in unserem Raume S, eine qua- 
dratische Differentialform: 


> aixdadn (, k=1,2...n), 
tk 
‘von der wir voraussetzen, dass sie in dem ganzen in Betracht kom- 
menden Raumgebiet definit und positiv sei und dass ihre Determi- 
nante a == |a;,| nicht verschwinde. Ferner setzen wir voraus, dass die 
Coefficienten a;, endliche und stetige Functionen der @ seien 
und ebenfalls endliche und stetige erste und zweite partielle 
Differentialquotienten besitzen. 

Als Entfernung ds zweier unendlich naher Punkte x; und «; + da; 
bezeichnen wir den durch die Gleichung: 


(2) Os peak Aj, AX; AX, 
tk 


*) Damit eine derartige Reduction nicht méglich sei, muss bekanntlich die 
Matrix: 


Op, Oy Cv: 
OU, OUsy Ou, | 
CP, Os OW, | 
OU OU, Cu, | 
OP, Oy OP, 
OU OU, OU, 


die Charakteristik m besitzen, d. h. es diirfen nicht alle Unterdeterminanten yon 
der Ordnung m verschwinden. 


**) Higentlich ist der lineare Raum der Synthetiker hier fiir uns nur ein 
Bildraum. 
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gegebenen Ausdruck und nennen ds auch das Linienelement des 
Raumes. Betrachten wir demnach in S,, eine Curve: 


t= %,(t), % =a), ... t= 4,(t), 
so ist ihr Bogen von tf, bis ¢= ¢, durch das bestimmte Integral: 


dz, dx, 
af Vd 00 Ga at 


gegeben. Eerojahiteh wir als Parameterlinie 2; diejenige Curve, 
lings welcher sich nur der Parameter ; andert, und mit ds; das Bo- 
genelement derselben, so haben wir offenbar: 


as; = V 4; AD; . 


§ 316. Messung von Strecken und Winkeln. 


Nach Hrledigung der Liingenmessung in S, gehen wir nun zur 
Winkelmessung iiber. Hierzu betrachten wir zwei Linienelemente ds 
und ds, die von einem Punkte 2; nach zwei unendlich nahen Punkten 
x; + dx; und x;-+ 0x; ausgehen, sodass 


dst = os Ax AL; dx, OS? = > agp OL; OLR 
ist. Da der absolute Betrag des Ausdrucks: 
dx, 0%, 
SS OT dgh os 


kleiner als Eins ist*), so giebt es emen vollkommen bestimmten, zwi- 
schen 0 und w gelegenen reellen Winkel , fiir den 


dx, 0x, 
cos @ == > kids Bs. 


*) Um uns hiervon in einfacher Weise zu tiberzeugen, haben wir nur 2u be- 


achten, dass, wenn die quadratische Form: > a,,,§;§, definit ist, die quadra- 


tische Gleichung fiir = 


D> as, + wn) CE + uy = 0 
imaginare Wurzeln haben und also 
> 0; 48; nx) << > a,,£,£) > a; 5,7) 
sein muss, Setzen wir 


Siemon Pee ermal ot 


so ergiebt sich die obige Behauptung. a 
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ist. Diesen Winkel bezeichnen wir als den von den beiden Linien- 
elementen ds und és oder ihren Richtungen gebildeten Winkel *). 
Bezeichnen wir insbesondere mit @.g den von den (positiven) Rich- 
tungen der betreffenden Parameterlinien 2, % gebildeten Winkel, 
so ist: 
Cee oe 

V%ea 3p 
Bemerkt werde hierzu, dass bei Hinfiihrung neuer Verinderlicher y an 
Stelle der x und entsprechender Transformation der quadratischen 
Fundamentalform die vorstehend definierten Lingen und Winkel keine 
Anderung erleiden. 

Betrachten wir ferner in S, eine Mannigfaltigkeit V,, und setzen 
wir in (2) fiir die z ihre Werte in den wu ein, so erhalten wir fiir das 
Quadrat des Linienelements in V,, den Ausdruck: 


(3) ds? = >) bap dads ; 
ap 


die in V,, gemessenen Langen und Winkel stimmen hiernach mit den 


im umgebenden Raume S, gelegenen iiberein. 


Eine von einem Punkte 2 ausgehende Richtung wird durch die 


Werte der » Constanten: 
dx, , 
i= 7, (Gi 1p?) swarn)y 


die wir die Richtungsconstanten nennen wollen, bestimmt. Sie 


sind durch die Identitat: 
>, Win &; Ex ea & 


mit einander verkniipft. Betrachten wir zwei von demselben Punkte 
ausgehende Richtungen &” und £,**) so erhalten wir ftir ihren 
Winkel w die Bestimmungsgleichung: 


at 2 
COS @ = » Ont 


*) Zur Rechtfertigung dieser Definition des Winkels o weist Beltrami 
(Parametri differenziali, S. 14) darauf hin, dass die Entfernung Ds zweier 
unendlich naher Punkte x,-+ da, und x, + 6, (bis auf unendlich kleine Glieder 
héherer Ordnung) durch die Gleichung: 


Ds = ey) a;, (du, — dx,)\(da, — d2,), 


Ds* = ds? + 8s? — 2dsJ0s cos @, 
gegeben ist, also genau so, als wenn es sich um den gewdéhnlichen Raum handelte. 
™*) Der Kiirze wegen nennen wir Richtung E, diejenige, welche die Richtungs- 
constanten &, &,... &, hat. 


Oc8 


Gah: 
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Sind £{?, €®, ... &” m Richtungen, die von einem Punkte 2” 
ausgehen und unter einander unabhingig sind (d. h. nicht in einem 
Raume S,, 7 <m, liegen), so bestimmen sie einen Raum S,,, der sie 
enthalt. Die Coordinaten der Punkte desselben sind durch die Aus- 
driicke: 

ae? + Eat, EP tty oe + EPP ttm (= 1, 2...) 


PEs Die Richtungsconstanten einer beliebigen von i ausgehen- 


den Richtung in diesem Raume S,, haben dann folgende Werte: 
E; —— (ee + ee + Spee, + Ames” (i —— i 2, HD n), 


wo, unter «,; den Winkel der beiden Richtungen Ee £) verstanden, 
die 4 durch die quadratische Identitit: 


Ay? Ag? ves An? + 2d Ag COS Og v0 = 

mit einander verkntipft sind. Bemerkt werde, dass durch einen (ge- 
wohnlichen) Punkt P einer Mannigfaltigkeit V,, m von einander un- 
abhingige Richtungen gezogen werden kénnen, die die Tangential- 
mannigfaltigkeit S,, bestimmen. Jede Richtung durch P, die normal 
zu diesen m Richtungen ist, ist es auch zu allen von P ausgehenden 
Richtungen in S,, und soll als normal zu S,, bezeichnet werden. Die 
in P zu S§, normalen Richtungen bilden eine Mannigfaltigkeit S,—,. 
Ist V,, eine Hyperflache, so giebt es eine einzige solche normale 
Richtung. 

Haben zwei Hyperflichen den Punkt P gemein, so verstehen wir 
unter dem von ihnen gebildeten Winkel denjenigen der beiden nor- 
malen Richtungen. Insbesondere finden wir im Falle der beiden 
Parameterflichen x., #3 fiir den von den normalen Richtungen einge- 
schlossenen Winkel Q, 5: 

a aa Ae a 

V4caApe 


be VGaa%s) 
“Pp VA12q Ax, 


cos Q 


oder 


’ 


cos Q 


wo A, und V die bekannten Symbole fiir die Differentialparameter 
sind (Kap. II, 8. 41). Hieraus folgt, dass die Bedingung dafiir, dass 
die beiden Hyperflachen: 

U = Const., V = Const. 
zu einander orthogonal sind, durch das Verschwinden von V(U, V) 
ausgedriickt wird. 
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§ 317. Geoditische Linien. 


Gleichzeitig mit der Messung der Liingen ist auch der Begriff 
der geoditischen Linien in S, festgelegt. Es sind dieses namlich 
diejenigen Curven, welche zwischen zwei beliebigen, gentigend nahe 
angenommenen Punkten A, B von S, den kiirzesten Weg angeben, 
auf dem man in S, von A nach B gelangen kann. 

Betrachten wir eine geoditische Linie G und driicken wir die 
Coordinaten eines beweglichen Punktes derselben als Functionen des 
von einem festen Punkte ab gerechneten Bogens ¢ von G aus, so 
haben wir: 


daz, dx, 
(4) a> Ope pag ak 


Nun betrachen wir den Bogen der geodiitischen Linie G zwischen den 
beiden Punkten A und B, die den Werten ¢ =f, t+, entsprechen 
moégen, und bringen nach den Regeln. der Variationsrechnung zum 
Ausdruck, dass, wenn statt der geodiitischen Linie G eine andere, un- 
endlich nahe benachbarte Curve mit denselben Endpunkten A und B 
genommen wird, die Variation des Bogens gleich Null ist. 


Aus 
dt?? = es Ain dx, AX, 


tk 
folet unter Anwendung des Symbols 0 fiir die Variationen: 


{ 00,, Ax, da, dx, 
dat sD on, a ai M80 + D du Gy 8a, 


Integrieren wir beiderseits und nehmen wir auf der rechten Seite mit 


dem Integral 
4 
1, - a XY 
is ‘ 


eine partielle Integration vor, wobei wir beriicksichtigen, dass nach der 
Voraussetzung die Variationen da, in den Grenzen ¢, und ¢, verschwin- 
den, so erhalten wir: 


t) t 
N11 24, Ie, de, d dx, 
ofa rhe Phar rs ft pet 
t ‘ i ; 7; 2 Ox, dt at dt a Ait dt dtd a, . 
o 0 “ 7 


Demnach sind die Differentialgleichungen, die das Verschwinden von 


4 
0 Jf ds ausdriicken, d. h. die Differentialgleichungen der geodiitischen 
to 


Linien, die folgenden: 
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1 dx, 1 04,, dx, dx 
A a ca See la poe ik “i k 
) dtd dt ~ 2 as Ga, dt at tee 


Unter Hinfiihrung der Christoffel’schen Symbole kénnen wir sie in 
der folgenden iiquivalenten Form schreiben: 


aa » Ly | dx, dx, 
(B) > tae -- - | ee = () (==, ay ae n) 
iv lad 


oder, wenn wir nach den zweiten Differentialquotienten auflésen, auch 
in der Form: 


a’ x, » au) dx, dx 
* d & Ae 3 
(B*) dé + 7 | s ee (Gel. ei) 


i) 
Integrieren wir die Gleichungen (B) oder (B*) so, dass fiir t= t 


. : : : ; du; 
die a; gegebene Werte « und die ersten Differentialquotienten “5 
ebenfalls beliebig gegebene, aber der Bedingung: 


>) OnE EE == 1 


tk 
gentigende Anfangswerte & annehmen, so ist die Bedingung (4) stets 
erfiillt, weil infolge der Gleichungen (B) 


d dx, dx, 

di 2 Oh aaaan que 
ist. Die entsprechende Curve ist somit eine geoditische Linie und ¢ 
ihr Bogen. Hs ist demnach klar, dass eine geoditische Linie von os 


bestimmt ist, wenn ein Punkt «*) derselben und die Richtung &;, in 
der sie von ihm ausgeht, gegeben sind. 

Es mag bemerkt werden, dass, wenn eine Mannigfaltigkeit V,, in 
8, eine geoditische Linie von 8, enthalt, diese auch geodatische Linie 
von V,, ist. Dieses erhellt schon aus der Definition der geodiatischen 
Linie, kann aber auch leicht direct auf Grund der Differentialgleichungen 
nachgewiesen werden. 


§ 318. Geoditisch parallele Hyperflachen. 


Wir setzen voraus, es waren die Parameterlinien 2, geodiatische 
Linien, und es wire ferner der Parameter x, ihr Bogen, gerechnet von 
dem entsprechenden Schnittpunkte mit einer bestimmten Parameter- 
hyperfliche des Systems x, = Const., z. B. mit 7,0, sodass die 
anderen Hyperflichen dieses Systems die Orter der Endpunkte gleicher 


570 n-dimensionale Riiume constanten Kriimmungsmasses. 


Bogen sind, die auf den geoditischen Linien von 2,0 aus abge- 
tragen werden. 

Wenden wir die Differentialgleichungen (A) auf unsere geoda- 
tischen Linien 2, an, so erhalten wir wegen a, = 1 sofort: 


Ody, 


(5) Te 9 U=1,2,... 7). 


Nehmen wir also an, dass die geoditischen Linien x, zu der Ausgangs- 
hyperfliche x, = 0 orthogonal seien, so folgt daraus, da fiir 7, = 0 


= 0 (U== 2,3, 2.20) 


und andrerseits wegen (5) ay, von «, unabhingig ist, dass a, tiber- 
haupt gleich Null ist, d. h. dass auch alle tibrigen Hyperflachen 
x, = Const. normal zu den geodatischen Linien x, sind. Somit erhalten 
wir folgende Verallgemeinerung des bekannten Gaussischen Satzes auf 
aloo: 

Werden durch jeden Punkt einer Hyperflache 2 die zu 
derselben normalen geoditischen Linien gezogen und auf 
diesen von X aus gleiche Bogen abgetragen, so ist der Ort 
der Endpunkte wieder eine Hyperflache &", die zu den geo- 
ditischen Linien orthogonal ist. 

Die so erhaltenen Hyperflichen &” werden geoditisch parallel 
zu &' genannt. 

Der obige Satz lasst sich tibrigens unmittelbar aus dem Gaussischen 
Satze fiir zweidimensionale Flaichen ableiten. Dabei ist nur zu _be- 
riicksichtigen, dass, wenn auf 2 eine beliebige Curve | gezogen wird 
und die von den Punkten von / ausgehenden, zu 2 orthogonalen geo- 
ditischen Linien g gezogen werden, diese eine zweidimensionale Flache 
bilden, deren geoditische Linien sie eben sind, und dass somit der Ort 
l’ der Endpunkte gleicher, von 7 aus auf den g abgetragener Bogen 
wieder eine zu den g orthogonale Curve ist. 

Wenden wir uns nun zu dem Ausdruck, den unter der obigen 
Voraussetzung das Quadrat des Linienelements annimmt, so erhalten 
wir, da 

@y4=1, az=0 (=—2,3,... 0) 
ist: 


(6) ds? = da? + >) a,sda,da, (r,s = 2,8, ... 0). 


Dieser Ausdruck soll die geoditische Form des Linienelementqua- 
drats heissen. Wird mit dem Symbol A, der erste Differentialpara- 
meter bezeichnet, so ist, wie wir bemerken wollen: 


Aj#, = 4, = 1. 
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Gentigt umgekehrt eine Function (a, ,...%,) der Gleichung: 
(7) A,e = 1, 
. so erhellt sofort, dass die Hyperflachen & = Const. einander geodiitisch 
parallel sind und dass ferner die geodiitische Entfernung zwischen zwei 
Hyperflachen # = 9, und =, gerade durch #, — 4, angegeben 
wird. Allgemein lautet die Bedingung fiir die Parallelitit der Hyper- 
flichen 
U = Const., 
dass A,U eine Function von U allein: 
AYU = FU) 
sein muss. In diesem Falle brauchen wir statt U nur 
ue dU 
VF) 
als Parameter einzufiihren, so erhalten wir Gleichung (7). 
Wir setzen nun voraus, wir kennen von der partiellen Differen- 
tialgleichung (7) eine vollstindige Lésung @, die also ausser der 
additiven Constanten in # noch » — 1 willkiirliche Constanten 


Ay, Ag, - ++ An—-1 
enthalt. Da sich durch Differentiation von (7) nach der Constanten a; 
v(o, va () 
a; 
ergiebt, so ist klar, dass die Hyperflichen 


oe == Const. 
Ca 


za den Hyperflachen # = Const. orthogonal sind. 

Bedeuten 0,, b,, ... 0,1 m—1 neue willkiirliche Constanten, so 
haben wir die allgemeine Lésung der Differentialgleichung der geoda- 
tischen Linien in der Form (vgl. S. 170): 


Oo in ot 
(8) Bie Cate 1) jae es = bn. 


§ 319. Geoditische Flichen. Riemann’sches Kriimmungsmass. 
Wir wollen nun den wichtigen Begriff des Krimmungsmasses 
des Raumes nach Riemann entwickeln. Hierzu betrachten wir einen 
Punkt M,(2) von 8, und zwei von ihm ausgehende Richtungen (§'”) 
und (£); dieselben bestimmen ein Biischel von Richtungen: 


é = aki? + pe, 
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die in einem S, legen. Der Ort der yon M, lings der Richtungen 
des Btischels ausgehenden geoditischen Linien ist eine Flache o, die 
eine geoditische Fliche genannt werden médge. Wir stellen uns 
nun die Aufgabe, das Kritimmungsmass K dieser geodatischen Flache o 
im Punkte I), d. h. die Kriimmung zu berechnen, die der biniren Diffe- 
rentialform zukommt, welche das Quadrat des Linienelements von 4@, 
in S, berechnet, darstellt. 

Diese Kriimmung K heisst auch das Kriimmungsmass des 
Raumes S, im Punkte M, beziiglich der angegebenen Orientation der 
betrachteten Fliche S,. 

Werden fiir eine beliebige der betrachteten geodatischen Linien 
die Coordinaten x; eines beweglichen Punktes derselben nach Potenzen 
des Bogens ¢, den wir von M), ab rechnen wollen, entwickelt, so er- 
giebt sich wegen der Differentialgleichungen (B*), 8. 569, 


naa +t — Stel ng + 


qn 
+ CST] ee ee |) B&B to 


Auf der geoditischen Fliche 6 wihlen wir als verinderliche Coordi- 
naten: 


(9) 


U=ta, utp, 


und es sel: 

(10) ds? = Dy, du? + 2d, du duty + dyy duty? 
das Quadrat des Linienelements von 6, sodass wir haben: 
7 Oly OX, 

(11) ty 2 tes Fae Bae (B= 1,2%...M). 


Durch Beifiigen des Index 6 bezeichnen wir die beztiglich der 
binaren Form (10) gebildeten Drei- und Vier-Indices-Symbole und ver- 
sehen der grésseren Klarheit wegen auch die fiir die Form 


> Mrs dt, Ax; 


gebildeten mit dem Index a. Aus (11) folgt dann sogleich: 


iy OL, OX, OX, Ox Ox" 
ined |= E tiene i 
tld) I te 2 OU, OU, Ou, a D4 ee Ou, OU, Fou 
Um nun das Kriimmungsmass yon 6 in M, (vgl. S. 52), 


(12#) jp 
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berechnen zu kénnen, brauchen wir die Werte der Symbole ae und 


ihrer Differentialquotienten in WM); wir versehen sie mit dem oberen 
Index (0). Aus (9) ergeben sich sofort die Gleichungen: 


0.x, \(0) 07x, \(0) 
7\ (A)* ff a i vi h 
(13) (=) si 4 (ac) pak gi &, ME 
we 


und setzen wir diese Werte in (12) ein, so erhalten wir: 


tk |O 
ple 


Nach Gleichung (32), 8. 51, bleibt somit: 


00) a [41 @ f12]\% 
aa = (Z[2)-AL |)”, 


und wenn wir die Gleichungen (12) und (13) heranziehen, so finden 
wir nach einigen leichten Umformungen: 


(14) (12% 12). = > (iy, pr eo ee ©) (2) 


Aurve 


wo sich die Summe rechts tiber alle Combinationen der vier Zahlen 
A, wu, v, t von 1 bis m erstreckt. Beriicksichtigen wir aber die be- 
kannten Higenschaften der Vier-Indices-Symbole, die in den Relationen 
(a) und (b), 8. 51: 

(Ay, wt) = — (vd, ut) = — (Av, tu) = (vA, ty) 
ausgedriickt sind, so kénnen wir Gleichung (14) auch folgendermassen 
schreiben: 


2) (2) (1) ¢(2) 

te: 12 (0) 2 (0) ‘ 3) Ba = 
( )s =) (Ay, wo) ce fp) |? 

uve t ot 


wo der Strich am Summenzeichen andeuten soll, dass sich die Summe 
iiber alle Combinationen der Wertepaare 4,v; u,t, fiir die AC v,u<t 
ist, erstreckt. Andererseits ist: 


2) -(2 2 1) a 
bisben — Vig = >) any 8 ED. Di Ey — 2 tat § ae Ce Grey 
hu 


und zufolge einer bekannten Identitit aus der Theorie der Determi- 
nanten kénnen wir dafiir auch schreiben: 


2 1) ¢(2 
babe tS Giiagal) WED EP dee 
11022 — O12 = 1)¢(2) | | ¢(1) ¢(2) | 

Auve Ayu Aye Ay ee) 


Setzen wir dieses in (12) ein, so erhalten wir die endgiltige 


Formel: 
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se i lleeee 
oN (Ay, bt), g(t) g@) . g() g@) 
(15) Kav my 8) iH mC) ; 
, Wy Ar : 53° §) ' Su Su 
Gt |S utoe| | 8 8 | Be 


§ 320. Raéume mit constantem Kriimmungsmass. 


Wir sagen, der Raum S, habe ein constantes Riemann’sches 
Kriimmungsmass, wenn das Kriimmungsmass K von 6 stets den- 
selben Wert behalt, wie auch der Punkt M, in S, gewahlt werden 
mag und welches auch die Orientation der Tangentialebene der geoda- 
tischen Fliche 6 in M, sein mag*). Aus (15) ergiebt sich unmittel- 
bar: Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, 
dass der Raum S, ein constantes Riemann’sches Krimmungs- 
mass K, hat, werden ausgedriickt durch die Gleichungen: 


(16) (Av, wt) = Ky (Gnu dre — Meru); 


die fiir alle Werte der Indices 4, v,w,7 von 1 bis » gelten 
miissen.**) 


Es ist fiir das Folgende zweckmissig, die Bedingungen (16) in 
eine andere genau dquivalente Form zu bringen, indem statt der Vier- 
Indices-Symbole erster Art diejenigen zweiter Art eingefiihrt werden. 
Bezeichnen wir hierzu mit r, k, s, t vier beliebige Indices, wobei wir 
voraussetzen, dass & von s und von ¢ verschieden sei, so erhalten wir 
die folgenden, den Gleichungen (16) aquivalenten Gleichungen: 


(16*) (rk, st} = 0, {rt, st} = Koa,.. 


Zunichst tiberzeugen wir uns von der wirklichen Existenz n-di- 
mensionaler Raéume mit beliebig gegebenem constanten Kriimmungs- 
mass (A), indem wir den Riemann’schen typischen Ausdruck fiir das 
Quadrat des Linienelements bilden. Zu diesem Zwecke suchen wir den 
Gleichungen (16) durch ein Linienelementquadrat von der Form: 


*) Schur hat nachgewiesen (Mathem. Annalen, 27. Bd.), dass K nur als mit 
der Orientation von 6 um M, unveriinderlich angenommen zu werden braucht; 
dann ist K notwendig constant, auch wenn MM, sich indert. 

“*) Dass die Bedingungen (16) hinreichend sind, ist evident. Dass sie ferner 
auch notwendig sind, ergiebt sich daraus, dass, wenn wir die Richtung i) 
festlegen und die Richtung (a2) sich beliebig indern lassen, Gleichung (15), wenn 
darin fiir K K, gesetzt wird, eine homogene quadratische Relation zwischen den 
Richtungsconstanten Ee) ist, die mit Notwendigkeit eine Identitit sein muss, 
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dat + daz+...4 dx 

U? g 
wo U eine zu bestimmende Function der # ist, zu gentigen. Hierzu 
bemerken wir: Hat das Quadrat des Linienelements eines Raumes §,, 
die orthogonale Form: 


ds? = Hida + Heda; +.--+ Hida, 


i 


(17) ds? = 


und bedeuten 7, k, i, h vier verschiedene Zahlen aus der Reihe 
1, 2,...m, so ergeben sich die Gleichungen: 


(rk, th) =0, 


o°H, 1 0H, 0H, “40H, CH, 
(rk, kh) = Hy (ah H, 0%, 0x, HH, 0x, va) 
(18) ae 2 (2 OH, a (1 ies) 
(rk, kr) oo H, Hy, 0x, a, 7) an OX, (F Ok, 1 


SWiol 0H, 1 OH OH, «11 0H oie 
ui a F) : 2 : Ty & 4 3 ‘ 
: 10k; Ch, Hh Car ou, Hon, on, 
Wenden wir diese Gleichungen auf die Form (17) zur Bildung der 
Bedingungen (16) an, so erhalten wir zur Bestimmung von U die Glei- 
chungen: 
oU 
Ox 


eU eu , eu 1 2 
ie,0%—° gait pa 7 [he + D(z) | 
Der Ausdruck fiir die allgemeine Lésung U dieser Gleichungen 


lasst sich leicht angeben; doch geniigt es uns hier, zu bemerken, dass 
denselben durch 


U=14 234+ 34--+2%) 


gentigt wird. Infolge dessen nimmt das Quadrat des Linienelements 
des Raumes S, mit constantem Kriimmungsmass K, die typische Rie- 
mann’sche Form an: 


da ada ae ae 
(19) Fes mas Ligier taiee ane 


K, es 

[1+ ita + +2) 

Wir bemerken ferner, dass, wenn das Kriimmungsmass KA) negativ, 

gleich — = ist, in welchem Falle wir von einem pseudosphari- 

schen Raume vom Radius R oder von einem hyperbolischen 

Raume reden wollen, U auch gleich a, riba ag 
Ri(dx+da+.--+dx 

(20) ds = ee : ) 


ua 


angenommen werden kann. 
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§ 321. Abwickelbarkeit von Raumen mit constantem 
Kriimmungsmass auf einander. 

Auf Riiume von constantem Kriimmungsmass werden wir mit Not- 
wendigkeit gefiihrt, wenn wir Riiume suchen, fiir welche die Geometrie 
eines jeden Gebiets mit derjenigen jedes anderen Gebiets identisch ist, 
d. h. die von solcher Beschaffenheit sind, dass jede in ihnen befindliche 
Figur in ein beliebiges anderes Gebiet desselben Raumes ohne Anderung 
der Strecken und Winkel verlegt und auch um einen festgehaltenen 
Punkt desselben beliebig orientiert werden kann. Um dieses noch anders 
auszudrticken, fithren wir die Definition auf einander abwickel- 
barer Riaiume ein. Wir sagen nimlich: Zwei n-dimensionale 
Riume S, und S, sind auf einander abwickelbar, wenn sie 
Punkt fiir Punkt so auf einander bezogen werden kénnen, 
dass entsprechende Strecken und daher auch entsprechende 
Winkel einander gleich sind, oder auch, wenn die beiden 
Differentialformen: 

ds? = > ainda Gi, 9 ds? = > ur dx; Ax; , 
tk ih 

welche die Quadrate ihrer Linienelemente darstellen, in ein- 
ander transformierbar sind. In diesem Falle kénnen wir uns auch 
dahin ausdriicken, dass jeder der vorhin betrachteten Raiume so_be- 
schaffen ist, dass ein beliebiges Gebiet desselben auf ein anderes be- 
liebiges Gebiet bei gleichfalls beliebiger Orientation um einen festen 
Punkt abwickelbar ist. Zufolge der Definition des Kriimmungsmasses 
ist dann klar, dass dasselbe constant sein muss und dass hierzu nur 
angenommen zu werden braucht, dass ein Punkt P in einen anderen 
behebigen Punkt P’ verlegt und ein Winkel, dessen Scheitel P ist, 
mit jedem gleich grossen Winkel, dessen Scheitel in P’ hegt, zur 
Deckung gebracht werden kann. Umgekehrt aber besteht in jedem 
Raume von constantem Kriimmungsmass eine Geometrie zu Recht, die 
von dem betreffenden Gebiete des Raumes unabhingig ist; es gilt mit- 
hin auch fiir die Geometrie in diesen Riitumen das Princip von der 
Deckbarkeit der Figuren. Dieses wichtige Ergebnis leiten wir aus dem 
folgenden allgemeinen Satze ab, den wir jetzt beweisen wollen: 

Zwei n-dimensionale Riiume mit demselben constanten 
Riemann’schen Kriimmungsmass KA, sind auf einander ab- 
wickelbar, und zwar in der Weise, dass ein beliebiger Punkt 
A des einen in einen beliebigen Punkt A’ des anderen verlegt 
und ein orthogonales n-eder*), das von A ausgeht, mit einem 


*) Unter einem orthogonalen n-eder, das von A ausgeht, verstehen wir ein System 
von ” Richtungen, die von A ausgehen und paarweise auf einander senkrecht stehen, 
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beliebigen anderen, das von A’ ausgeht, zur Deckung ge- 
bracht werden kann. 

Wir beweisen den Satz zunichst fiir den Fall, dass das Kriim- 
mungsmass gleich Null ist, indem wir zeigen, dass in diesem Falle das 
Quadrat des Tamionclemente auf die typische Form: 


dy; + dy +---+ dyf, 


gebracht werden kann, d. h. dass, wenn fiir die definite Differentialform: 


> Ors AX, AL, 


alle Vier-Indices-Symbole verschwinden, 2 Functionen y der x so be- 
stimmt werden kénnen, dass 


dy; a dy} se dyh == > ars da, az, 
ist *), 
Zunichst muss infolge der Christoffel’schen Formeln (I), 8. 43, 


n(n + 1) 
2 


jedes y dem System von simultanen Differentialgleichungen: 


ory ik) @ : 
et) eae SO 
l 


gentigen. Da ferner allgemein 

Lek, Sta == 0 
ist, so ist dasselbe ein unbeschrankt integrierbares System, d.h. ein 
solches, dass der Anfangswert des Integrals y und die Werte seiner » 
ersten Differentialquotienten willkiirlich bleiben. Nehmen wir nun 7 
von einander verschiedene particulire Lésungen des Systems (21) und 
bezeichnen wir mit J ihre Functionaldeterminante, d.h. setzen wir: 


ee | 


) 


7=|t2 
so erhalten wir sofort die ace 


SS LN) UR a Oe vay 


dh. (8. 45, (20)): 


ClogJ 0 log Ya 
Cian hae Oa, 


und hieraus durch Integration: 


(22) J=CYVa (C= Const). 


*) Dieses gentigt offenbar zum Beweise des Satzes, denn wird mit den y 
eine orthogonale lineare Transformation vorgenommen, so kann dem gewihlten 
orthogonalen n-eder die verlangte Orientation erteilt werden. 


Bianchi, Differentialgeometrie. aie 
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Wir brauchen demnach » nur linear von einander unabhingige 
Lésungen y von (21) zu wihlen, so sind sie es tiberhaupt, worauf wir 
Yes Yor » ++ Yo als neue Veriinderliche wahlen kénnen. Bezeichnen 
wir mit: 

(23) dst = >) ba dycdy, 
die transformierte Form, so haben wir: 


Gea 0d, 
also wegen (22): 

b = Const. 
Sind andrerseits y., yz zwei beliebige Lésungen von (21), so ergiebt 
sich leicht (S. 41): 

ValYa> Ys) = Const.*), 
und da 
VaYe, Y3) ed Bap 
ist, so sehen wir, dass die Unterdeterminanten von 0, also auch die b;;, 
constant sind. Wir brauchen somit nur die Verdnderlichen y linear 
zu transformieren, um 
b= 15) bp =O GS h) 

za machen**), Jeder Raum mit verschwindendem Riemann’schen 
Kriimmungsmass, dessen Linienelementquadrat auf die Form: 


(24) ds? = dai + daj+.---+ da 

gebracht werden kann, mag ein euklidischer Raum genannt werden. 
Sobald das Quadrat des Linienelements auf diese typische Form (24) 
gebracht ist, fallen offenbar die geoditischen Linien des Raumes mit 
den Geraden zusammen, und es ist die Entfernung 0 zweier Punkte z; 
und x; durch 


b= VRQ a+ @—ayP tt +e — ay 


gegeben. 


*) Beim Beweise beriicksichtige man die Identitit: 


0A;, l 
ee ihaees it | it\ 
fae eee a «| 
uy t t 
™*) Auf eiem nur wenig abweichenden Wege kénnte man sogleich von An- 
fang an die Fundamentallisungen y,, y,,... y, 80 wahlen, dass 


VY .4¥,) =9 @+h), 


also 


wire, 
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§ 322. Abwickelbarkeit zweier Riume mit demselben constanten 
Krimmungsmass KK, auf einander. 

Indem wir nun zu dem Falle tibergehen, in welchem das Kriim- 
mungsmass eine nicht verschwindende Constante K, ist, stiitzen wir 
uns auf die Thatsache, dass, wenn wir anstatt des Systems (21) das 
folgende betrachten: 


y OOF ; 0U ¢ 
(25) Baim; — 2 ||, — Rota (i,k =1,2,...n), 


n(n + 1) 
oo 


diese simultanen Gleichungen wieder ein unbeschrinkt inte- 


grierbares System bilden*). Entwickeln wir nimlich die Bedingungen 
daftir, so finden wir genau die Gleichungen (16) wieder. Es lisst sich 
also eine Lésung U von (25) finden, die samt ihren m ersten partiellen 
Differentialquotienten in einem Punkte von S, willkiirlich gegebene 
Werte annimmt. Ferner ist sehr zu beachten, dass das System (25) 
gegeniiber Coordinatentransformationen Invarianteneigenschaft besitzt, 
da es in den Bezeichnungen fiir die covarianten zweiten Differential- 
quotienten in der Form: 
U;s = — Kya,.5U 

geschrieben werden kann. 

Sind nun U und V zwei verschiedene oder nicht verschiedene Lé- 
sungen von (25), so ist, wie leicht nachgewiesen werden kann: 


(26) V(U, V) =— K,UV + Const.**); 
insbesondere ist: 
(27) A, U = — K,U? + Const. 


Es sind demnach die Hyperflichen U = Const. einander geodatisch 
parallel (S. 571), und ferner sind sie, wie wir nun nachweisen wollen, 
selbst »—1-dimensionale Raéume von constantem (positiven oder ver- 
schwindenden) Kriimmungsmass. 

Angenommen, es sei zunichst K, negativ, gleich — sr d. h. es 


handle sich um einen pseudosphirischen Raum vom Radius fk. Indem 


: oU fs 
wir dann tiber die Anfangswerte von U und ae Verfiigung treffen, 
*) Auf den Umstand, dass das System (25) unbeschriinkt integrierbar ist, hat 
Weingarten hingewiesen. (Crelle’s Journal, 94. Bd.) 


**) Bildet man nimlich irgend einen Differentialquotienten a {V(U,V) + 


+ K,UV}, indem man die Gleichungen (25) sowie die analogen fiir V bertick- 


‘ ; 7) ; : 
sichtigt, so findet man identisch: ae 1\ViU,V) + UV} = 0. 
ae 
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kénnen wir eine Lésung U von (25) wihlen, fiir welche die Constante 
auf der rechten Seite von (27) gleich Null, d. h. 


U2 


(27%) AU = 


ist. Indem wir unter U eine solche ee verstehen, wiahlen wir die 
Hyperflachen U = Const. als Parameterhyperfliichen x, und als Para- 
meter x, die Bogen der zu ihnen orthogonalen geodatischen Linien, 
gerechnet von einer Hyperfliche U ab. Dann nimmt das Quadrat des 
Linienelements die geodiitische Form (8. 570) an: 


ds? = dx? + > trade, Og TiS er Orcas. I0)8 
und es ist U eine Function von 2, allein: 
C= F(a). 
A, =1, Ay, = 0 (7 + 1), 
also nach 8. 43, (18) und (17), 
a = Re wae OM; , 
1 Ly ae 


ist, so haben wir infolge der Gleichungen (25) mit Notwendigkeit: 


Da jetzt 


(«) F"(@) = — KyF@,) =e) 
OO, F (a,) 
(8) = — 2 Ko ain F(@,) 
Aus (a) ergiebt sich nun: 
et aa 
(a*) F(a.) == G-e" +- Oe 3, 


worin C und C’ Constanten sind, von denen wegen Gleichung (27*), 
die nach 8. 41, oben, die Form: 


0U 
4,0 = Gay 

annimmt, die eine, sagen wir ©’, gleich Null sein muss. Wir kén- 
nen also a 
F(a, = e” 


machen, und es ergiebt sich dann aus den Gleichungen ({): 
2m, 
R 
Ain =e. Dix, 
wo die bj, nur von %, #3, ... Z, abhangen. Somit folet: 


22, 


me n 
R 
ds® = da,? +e >} bin Ax; day. 
2 
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Wir berechnen nun fiir die Form der »— 1 Verinderlichen Le Capes Oe 
> b,. dx, dx, (1,h = ay (2) 


die Vier-Indices-Symbole, die wir mit (rk, “i, bezeichnen wollen. Aus 
(32*), S. 51, folgt: 


(y) (rk, ih)a —e * (rk, ih), = BI Bal a FAP Bae 


Nun ist: 2 2 
ee sae 1 04,, 1 Ry 
Toh weno rea Ros es 
und ferner, weil der Raum S, ein pseudosphirischer yom Radius R 
sein soll, nach (16), 8. 574: 


4a, 
; 1 Be 
(rk, th)a nae eh (yi On x — Api, Ain) SS “OF (6, Dnx — bra Dix) - 
Setzen wir diese Werte in (y) ein, so erhalten wir: 
“rk, ih), = 0. 
Es gehért also die Form: 
>) bixda:day (4, b= 2, 3,... 2) 
zu einem Raume mit verschwindendem Riemann’schen Kriimmungsmass 
und kann daher (S. 578) auf die typische Form: 
dy,” + dyy? + +2 + dyn® 


gebracht werden. Wir haben somit das Linienelementquadrat des 
pseudosphiarischen Raumes S, auf die Form gebracht: 


2 2, 
ds? = da, + ¢* (dy,* + dy.” + --- + dy,?) 
oder, wenn wir IMS; 
¢ N= y 


setzen und die iibrigen y; durch Ry; ersetzen: 

Rody; + dyg +--+ dy?, » 
Vi 

welches die typische Form (20), 8. 575, ist. 


ds? = 


§ 323. Conforme Abbildung des hyperbolischen Raumes auf den 
euklidischen. 

Nachdem durch das vorstehende Verfahren unser Satz fiir den 

Fall der pseudosphirischen Raiume nachgewiesen ist, dtirfte es nicht 

ohne Interesse sein, die nachstehenden Bemerkungen tiber die anderen 
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Lésungen U des Systems (25), fiir welche die Constante auf der rech- 
ten Seite der Gleichung (27) von Null verschieden ist, anzukntipfen. 
Durch Integration der Gleichung (@) in der Gestalt («*) erhalten 

wir zwei neue Fille, die wesentlich von einander verschieden sind, je 
nachdem die vorhin erwahnte Constante negativ oder positiv ist, nam- 
lich im ersten Falle: 

F(a,) = sinh 3, 
im zweiten Falle: 

F(a) =-tosh — 
Demnach ergiebt sich beziiglich: 
1) ds? = dx,’ + sinh? — > b, 5 day, AX; 


o (7, 5 = 2, 3,---n), 
Tl) ds* = da? + cosh? & >" b,.da,da, 


wo die b,, beide Male von 2, unabhingig sind. Da wir aus den 
Werten fiir die Ausdriicke: 


(rk, th), — sinh? $ (rk, ih) , 


(rk, th)e — cosh? 7 (rk, th), 
beziiglich erhalten: 
(rk, th), = zt (b,.; Dix seni Dra dix) 5 


(rk, th), = — o (6, Dix — Orr dix), 


so erhellt nach (16), 8. 574, dass die Hyperflichen x, = Const. wieder 
nm —1-dimensionale Raéume von constantem Riemann’schen Kriimmungs- 
mass sind, doch hat dasselbe im Falle I) einen positiven, im Falle II) 
einen negativen Wert. 

Wir wollen noch hinzufiigen, dass fiir die typische Form (20) des 
Linienelementquadrats im pseudosphirischen Raume die allgemeine Lé- 
sung U des Systems (25), wie sich leicht nachweisen lasst, bis auf 
einen constanten Factor durch folgenden Ausdruck gegeben ist: 


28) U= Fl + — 4) + Gs — 4)? +: + — ea)? + OC], 


WO ¢),...,, C willkiirliche Constanten sind. 
Da sich nun 

(Gi 4C 

BES wR! 


ergiebt, so sehen wir, dass das Vorzeichen des Kriimmungsmasses der 


ING 
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Integralhyperflichen U = Const. mit demjenigen der Constanten C 
in (28) tibereinstimmt, wahrend im Falle C = 0 die Hyperflichen 
U = Const. das Kriimmungsmass Null besitzen, wie wir gesehen haben. 

Indem wir endlich zum Beweise des in § 321 angefiihrten Satzes 

fiir den Fall: 

Ky = te R? 
tibergehen, wollen wir annehmen, er sei bereits fiir » — 1 Dimensionen 
bewiesen, und dann zeigen, dass er auch fiir  Dimensionen giiltig ist. 
Dann ist er allgemein nachgewiesen mit Riicksicht darauf, dass er fiir 
zwei Dimensionen richtig ist (Kap. VI, 8. 187). 

Nun ergiebt sich mittels ganz analoger Betrachtungen wie zu Be- 
ginn des vorigen Paragraphen, dass, wenn wir als Parameterhyper- 
flichen x, == Const. ein Integralsystem von (25) wihlen, wir das 
Quadrat des Linienelements hier auf die Form: 


ds? = da? + sin? 3 > beaded, (r,s = 2,3,...n) 


bringen kénnen, worin die b,, wie gewohnlich von x, unabhingig sind. 
Da wir andrerseits erhalten: 


(rk, th), = z (bi Dix — Dra dix), 


so sehen wir, dass die Hyperfliichen x, Const. m — 1-dimensionale 
Raume mit constantem positiven Riemann’schen Kriimmungsmass sind. 
Somit ist der Beweis unseres Satzes fiir » Dimensionen auf den fiir 
m — 1 Dimensionen zuriickgeftihrt und kann als erledigt gelten. Durch 
wiederholte Anwendung desselben Verfahrens erhalten wir offenbar 
schliesslich folgende typische Form fiir das Quadrat des Linienelements: 
ds? = R?{dy,? + sin*y, dy,” + sinty, sin?y,dy,” + ----++ sim’y, sin?y, «+: 
shag sin? yy 4 dy,” \ . 
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Wir wollen uns nun kurz mit der hyperbolischen Geometrie, 
d. h. der Geometrie in den pseudosphiarischen Raiumen, be- 
schaftigen. Wir gehen zu diesem Zweck auf die typische Form (20) 
fiir das Linienelement, 8. 575, zuriick. Setzen wir darin der Kinfach- 
heit halber R gleich Eins, so erhalten wir: 
dg,?+ dx,?+--.+ dzx,? 
(29) ds? == oe) : 
Wir betrachten 2,, %, ... %, als (Cartesische orthogonale) Co- 
ordinaten eines Punktes im Raume mit dem Kriimmungsmass Null, 
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oder, wie wir sagen wollen, in dem euklidischen Raume, in dem 
das Quadrat des Linienelements die Form: 
ds? = da? + da? + ---+ da,? 

hat. Dann definiert Gleichung (29) eine conforme Abbildung des 
pseudosphirischen Raumes auf den euklidischen. Die reellen Punkte 
des ersten haben zu Bildpunkten im zweiten Punkte, die alle auf der- 
selben Seite der Hyperebene x, =O legen. Um die Begriffe zu 
fixieren, wollen wir annehmen, dass dieses Gebiet dasjenige sei, in dem 
ge) TA8t: 

Integrieren wir nunmehr alle Differentialgleichungen der geoda- 
tischen Linien, welche hier die Form: 


Pie, Wa2 (2a 


ds? 2, \ds/——- are 
a*x,, 2 dx, du, 
ds? a ds as ee) 
annehmen, bezeichnen wir mit G, C3, .-- Cn} Gy, A, --- Gn 2N—2 
willkiirliche Constanten und setzen wir: 
(30) e= Vo? + 6? + a7, 
so erhalten wir das foleende System von Integralgleichungen*): 
aie a 
Ca Cosh 8” 
(31) 
C,. 


t—=-—tghs+a, (r= 2,3,...n). 


D.h.: Die Bilder der geoditischen Linien des pseudosphiri- 
schen Raumes sind Kreise**), die zu der Grenzhyperebene 
x, =O orthogonal sind. Umgekehrt ist jeder solcher Kreis 
das Bild einer geodatischen Linie. Wie wir sehen, haben wir 
so die Abbildung, die uns im 16. Kapitel zum Studium der Geometrie 
auf den pseudosphirischen Flachen diente, auf -dimensionale Raiume 


*) Bemerkt werde, dass, wenn die ¢, samtlich gleich Null waren, die 
Gleichungen (31) des Textes ihren Sinn verlieren wiirden. Dann wire aber offen- 
bar das Bild der geoditischen Linie eine zur Grenzhyperebene senkrechte Gerade. 

**) Unter einem Kreise des euklidischen Raumes verstehen wir natiir- 
lich eine ebene (in einem S, gelegene) Curve, deren Punkte von einem festen 
Punkte der Ebene (dem Mittelpunkte) gleich weit entfernt sind. Dass die durch 
die Gleichungen (31) dargestellte Curve diese Eigenschaft besitzt, ergiebt sich in 
der einfachsten Weise dadurch, dass durch Einfiihrung eines neuen Coordinaten- 
systems die Gleichungen des Textes auf die Form; 


Cx, = 


Le oaheee GHDS, == Aen S. eg = 0 


gebracht werden kénnen. 
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ausgedehnt. Wiederholen wir die Betrachtungen zu Beginn dieses 
Kapitels, so ergiebt sich auch hier: 

Zwei Punkte des hyperbolischen Raumes bestimmen stets 
eine geodiatische Linie, die sie verbindet. Ihre Entfernung 
ergiebt sich als der Logarithmus des Doppelverhiltnisses, 
das auf dem Bildkreise der geoditischen Linie die beiden 
Bildpunkte mit den beiden Schnittpunkten des Kreises und 
der Grenzhyperebene bilden. 

Wir betrachten nun eine Hypersphire 2, , des Bildraumes, 
deren Mittelpunkt in der Grenzhyperebene 2, =O liegt, d. h. eine 
Hyperfliche mit der Gleichung: 


PG a rye PS te ears 


(Gn oe aeay os © ONSty) 


Schneiden wir X,,; mit einer zu x, = 0 senkrechten Hyperebene, 
so ist der Schnitt eine spharische Mannigfaltigkeit XY, 2, deren Mittel- 
punkt in dem Schnittraume R,2 der beiden Hyperebenen liegt. Schnei- 
den wir wieder mit einer zur Grenzhyperebene senkrechten Hyperebene, 
so ergiebt sich eine in einem f, 2 gelegene sphirische Mannigfaltigkeit, 
deren Mittelpunkt in dem F,_3 liegt, den R,-2 mit 2, =O gemeinsam 
hat. So kénnen wir fortfahren. Kommen wir schliesslich auf diese Weise 
zu den Kugeln %,, so ist klar, dass auf jeder von ihnen doppelt unendlich 
viele, zur Grenzhyperebene orthogonale Kreise liegen. Sie stellen folg- 
lich geodiitische Flichen des hyperbolischen Raumes dar, und daraus 
ergiebt sich die foleende Higenschaft, die auch als fiir die Raume mit 
constantem Kriimmungsmass charakteristisch nachgewiesen werden 
kénnte*): 

Jede geoditische Flache enthalt doppelt unendlich viele 
geodatische Linien des Raumes, ist also geodatische Flache 
beziiglich aller seiner Punkte. 

Hiernach schon ist klar, dass das Kriimmungsmass dieser geodi- 
tischen Flichen constant und gleich dem des Raumes ist. Hbenso ist 
klar, dass die mehrdimensionalen sphiirischen Mannigfaltigkeiten 
X,, 54, ..- X,-1, die wir vorhin betrachtet haben, geodatische Man- 
nigfaltigkeiten des hyperbolischen Raumes darstellen, d. h. Mannig- 
faltigkeiten, die von geoditischen Untermannigfaltigkeiten gebildet 
werden, und zwar von solchen, die von einem Punkte tangential an 
einen R,, R,, u.s. w. ausgehen. Ferner ist klar, dass soleche geoda- 


*) §. Schur, Uber Riume constanten Kriimmungsmasses (Mathem. Annalen, 
27. Bd., 8. 172 und 538). 
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tische Mannigfaltigkeiten selbst Riitume mit constantem Kriimmungs- 
mass, und zwar mit demselben, wie der umgebende Raum, sind. 

Zum Schlusse wollen wir darauf hinweisen, dass infolge Gleichung 
(28) des vorigen Paragraphen jede Hypersphire des Bildraumes eine 
Hyperfliche mit constantem Kriimmungsmass K des hyperbolischen 
Raumes darstellt, und zwar ist K positiv oder negativ, je nachdem die 
Hypersphiire die Grenzhyperebene schneidet oder nicht, wihrend es fiir 
alle die Grenzhyperebene beriihrenden Hypersphiren gleich Null ist. 
Letztere stellen die sogenannten Grenzhyperspharen des hyper- 
bolischen Raumes vor. 


§ 325. Bewegungen des dreidimensionalen hyperbolischen Raumes. 


Ein 2-dimensionaler hyperbolischer Raum gestattet nach dem Satze 
gern) 
in § 321, 8.576, co * Abwicklungen auf sich selbst, die wir auch 


Bewegungen des Raumes nennen wollen. Fiir den Fall »—2 haben 
wir schon im 16. Kapitel die analytische Darstellung dieser Bewegungen 
mittels der linearen Substitutionen mit reellen Coefficienten be- 
ziiglich einer complexen Veriinderlichen zg gegeben. Wir wollen jetzt 
die entsprechende Aufgabe fiir den dreidimensionalen Raum lésen und 
so die von Poincaré*) angegebenen Formeln ableiten. 


Bei jeder Bewegung des dreidimensionalen hyperbolischen Raumes 
in sich muss die Grenzebene als Ort der unendlich fernen Punkte in 
sich tibergehen. Da ferner zwei zur Grenzebene orthogonale Kugeln 
in zwei andere ebensolche tibergehen miissen, die sich unter demselben 
Winkel wie die urspriinglichen schneiden, so ist klar, dass die dabei 
stattfindende Transformation der Grenzebene conform sein und Kreise 
wieder in Kreise iiberfiihren muss. Sie ist also eine Kreisverwandt- 
schaft. 

Bezeichnen wir mit 
(32) dst a OE ae 
das Quadrat des Linienelements im hyperbolischen Raume und breiten 
wir in der Grenzebene = 0 die Werte der complexen Verinderlichen 
2—=§-+ iy aus, so sehen wir (S. 82), dass jeder Bewegung des hyper- 
bolischen Raumes in sich eine lineare Substitution beztiglich der com- 
plexen Veriinderlichen ¢: 

SK , az + p 
Ce =e 


» 


*) Sur les Groupes Kleinéens (Acta Mathematica, 3. Bd., S. 49). 
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oder beziiglich der conjugirten Verinderlichen 2,: 


(33*) fee te 


entspricht. Wenn wir uns aber zuniichst auf die Betrachtung der- 
jenigen Bewegungen beschrinken, welche in stetiger Weise durch un- 
endlich kleine Bewegungen erzeugt werden kénnen, so erhellt, dass wir 
Gleichung (33*), da sie keine infinitesimalen Substitutionen enthiilt, 
auszuschliessen haben. 

Um nun die Gleichungen zu finden, welche die Coordinaten £, 7, ¢ 
eines Punktes P und diejenigen &, 7’, & des Punktes P’, in den P bei 
der zu (33) gehdrigen Bewegung tibergeht, verkniipfen, haben wir mit 
Poincaré nur folgendermassen zu verfahren. Die zur Grenzebene ortho- 
gonalen und durch P gehenden Kugeln gehen in ebenfalls zur Grenz- 
ebene orthogonale und durch P’ gehende iiber. Sei in den iiblichen 
Bezeichnungen (S. 82, Anmerkung): 


(a) Ave, + Be + Boa +C=0 


die Gleichung des Aquators einer dieser Kugeln durch P’ in der Grenz- 
ebene, so ist, wenn 


gE 4 yf? + 63 


gesetzt wird: 
(a*) Ag? + Be + Ba +C=0 


die Gleichung der Kugel selbst. 
Durch die Substitution (33) geht der Kreis (a) in den nachstehen- 
den tiber: 3 
(Acca + Bayy + Booyy + Cy) 2% + 
+ (AaB + Body + BoBoy + Crd.)2@ + 
+ (AaB + Byeyd + BBY) + Cy) 8)% + 
+ ABB) + BBO, + Bobo + Cod, = 9. 
‘Da die Kugel, die diesen Kreis als gréssten hat, durch P geht, 
miissen wir haben: 


A (a0? + @By2 + %B% + BBo) + 
+ Baye? + 009% + BY% + Bo) + 
+ Boa 79? + % 9% + Boye + Bo) + 
+ Clyro? + 790% + Y99% + 90) = 0. 
Immer, wenn A, B, C der Gleichung (a*) gentigen, miissen sie 
auch der letzten gentigen. Daraus ergeben sich durch Vergleichen die 
Formeln von Poincaré: 
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rq 0 Q” + WBoe + & B% + BHy 
91700 + 8y# + V0 8% + 98,” 
; 2 F) 
4) eae 
ee Oy YQ” + OO %y + Boye + By o 
w ¥¥ 07 + 70% + 9% + 00, 
Wird, wie es erlaubt ist, 
ad — py =1 
angenommen, so kénnen wir neben diesen Gleichungen die folgende, 
die sich dann ergiebt, setzen: 
, § 
ee) 6 190° + YO .e + 2% + 58, 
Umegekehrt ist leicht ersichtlich, dass zu jeder linearen Substitution (33) 
eine Bewegung des hyperbolischen Raumes gehért. Dazu brauchen 
wir nur zu beachten, dass dieses fiir die drei Hlementarsubstitutionen: 
, 1 


/ , 
DN GM iy aN 


zutrifft und dass ferner jede andere Substitution in drei aufeinander- 
folgende je einer Art zerlegbar ist. 


§ 326. Hinteilung der Bewegungen des hyperbolischen Raumes. 


Um die Bewegungen des hyperbolischen Raumes entsprechend den 
linearen Substitutionen (33), in denen wir 


ad — By =1 , 


voraussetzen, zu classificieren, bemerken wir Folgendes: Die Substitu- 
tion (33) hat in der Grenzebene zwei feste Punkte A und B, die wir 
zunaichst als getrennt annehmen wollen. Der zur Grenzebene senk- . 
rechte Kreis, der tiber AB als Durchmesser beschrieben wird, stellt 
eine geodiitische Linie des hyperbolischen Raumes vor, die sich in sich 
selbst verschiebt (Bewegungsaxe). 

Nun unterscheiden wir zwei Fille, je nachdem es bei der Be- 
wegung eine geoditische Fliche giebt, die sich in sich selbst verschiebt, 
oder nicht. Im ersten Falle sind wir wieder zu der Classification der 
Bewegungen einer pseudosphiarischen Flache in sich gelangt und teilen 
dieselben weiter in bezgl. elliptische, hyperbolische und parabolische*). 
Schleift dagegen keine geodiitische Fliche auf sich, so mag die Be- 
wegung eine loxodromische genannt werden. 


*) Vgl. Kap. XVI, § 231 uf. 
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Um aus den Coefficienten von (33) zu erkennen, zu welcher Art 
die entsprechende Bewegung gehért, brauchen wir nur daran zu er- 
innern, dass fiir zwei affine Substitutionen die Summe a + 0 dieselbe 
ist. Schleift nun bei der Bewegung eine geodiitische Fliche auf sich, 
so kénnen wir diese Bewegung durch eine affine ersetzen, bei der die 
Ebene » =O auf sich schleift. Die zugehdrige Substitution erhilt 
dann reelle Coefficienten, und da dann eben die complexe Verinderliche 


£+%€ in der Ebene y — 0 derselben Substitution (‘ A unterworfen 


ist, so erhalten wir 
eine elliptische Substitution fiir (« + 0)? <4, 
» parabolische , » («+ 0% =4, 
» hyperbolische F » (@+ 0)? >4. 

Bei der urspriinglichen Substitution ist also die Invariante «+ 0 
reell, und die Substitution ist, je nachdem einer der obigen drei Fille 
vorliegt, elliptisch, parabolisch oder hyperbolisch. Umgekehrt, ist « + 0 
reell, so gehdrt die betreffende Bewegung einem dieser drei Typen an. 
Denn die zugehérige Substitution kann durch eine affine von der 


Horm )* 2 == =e (7d = 1) ersetzt werden; da jedoch a + 0 reell 


ist, so sind ew und 0 entweder selbst reell oder conjugiert imaginir mit 
dem absoluten Betrage Eins. Im ersten Falle ist die Bewegung hyper- 
bolisch, im zweiten elliptisch. 

Fassen wir nunmehr zusammen, so kénnen wir sagen: 

Wir haben eine loxodromische Bewegung, wenn « + 0 complex 
ist, dagegen ist fiir reelles « + 0 die Bewegung elliptisch, parabolisch 
oder hyperbolisch, je nachdem (a@ + 0)? <4, =4 oder > 4 ist**). 

Ferner bemerken wir: Da bei einer elliptischen Bewegung fiir 
eine gewisse geoditische Fliche eine Rotation um einen ihrer Punkte 
stattfindet, so bleiben alle Punkte der in diesem Punkte zur Flache 
orthogonalen geodiatischen Linie fest, und die Bewegung ist eine blosse 
Rotation um diese geodiitische Axe. 

Zusammen mit den soeben betrachteten, der Gleichung (33) ent- 
sprechenden Bewegungen, die wir Bewegungen erster Art oder direct 
nennen wollen, kénnen wir auch diejenigen betrachten, die (33™) ent- 
sprechen und die wir als Bewegungen zweiter Art oder invers 
bezeichnen wollen. Bei ihnen sind zwei entsprechende Figuren nicht 


*) Hierbei ist der Fall ausgeschlossen, dass die beiden festen Punkte der 
Substitution in der Grenzebene zusammenfallen; dann aber wire die Substitution 


parabolisch. 
**) Wohlverstanden ist immer «d — py = 1 vorausgesetat. 
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direct, sondern invers congruent. Die zugehdrigen Formeln ergeben 
sich offenbar aus (34) durch Vertauschung von zg mit ¢. Unter den 
Bewegungen zweiter Art sind diejenigen mit der Periode 2 zu unter- 
scheiden, die Spiegelungen genannt werden und in zwei Unter- 
gattungen zerfallen. Diejenigen der ersten Gattung sind im Bildraume 
Inversionen mittels reciproker Radienvectoren beziiglich einer Kugel, 
deren Mittelpunkt in der Grenzebene liegt, oder es sind im _hyper- 
bolischen Raume Symmetrien beziiglich der entsprechenden geodiatischen 
Flichen. Die Spiegelungen der zweiten Gattung ergeben sich durch 
Combination einer Spiegelung erster Gattung mit einer Rotation vom 
Betrage x um eine zur spiegelnden geodatischen Flache senkrechte 
geoditische Axe. 


§ 327. Geoditische Abbildung des hyperbolischen Raumes. 


Aus der in den voraufgehenden Paragraphen benutzten conformen 
Abbildung des hyperbolischen Raumes auf den euklidischen kénnen wir 
leicht eine andere ableiten, die bei den Untersuchungen Beltramis 
iiber Riume mit constantem Kriimmungsmass als Ausgangspunkt ge- 
dient hat und als geodatische Abbildung des hyperbolischen Rau- 
mes auf den euklidischen bezeichnet werden kann*). Bei ihr haben 
nimlich, wie wir sogleich sehen werden, die geoditischen Linien des 
hyperbolischen Raumes auch geoditische Linien des euklidischen, also 
Geraden, zu Bildern. 

Wir betrachten den n-+ 1-dimensionalen hyperbolischen Raum 
vom Kriimmungsmass K — — 1, dessen Linienelement durch: 


dx,? Cig ale ee ee 
(35) ds? fii x cB x, = = x, 
Xo 
bestimmt ist. Die Hypersphiire im euklidischen Bildraume: 
(36) Gy + oP + +--+ 2 =a? (a = Const.) 
stellt ee geoditische Hyperfliiche (§ 324), d. h. einen n-dimensionalen 
hyperbolischen Raum vom Kriimmungsmass K = — 1 vor. Die geo- 
datischen Linien dieses Raumes sind auch geoditische Linien des um- 
gebenden »-+ 1-dimensionalen Raumes und als solche durch die Glei- 
chungen (31), 8. 584, gegeben: 
(37) eee cere 8? 

m= Ftghsta, SaoP torte. te2. 


*) Zur Ableitung dieser geoditischen Abbildung kénnten wir uns auch einer 


iihnlichen Methode wie in § 241 (S, 485) unter Erweiterung auf héhere Riiume 
bedienen, 
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Hierzu sind in unserm Falle, damit die geoditische Linie im Raume: 


2 2 2 2 
Xp + a, +.-.-+ m4, == 
liege, noch die folgenden beiden Beziehungen zwischen den Constanten 
hinzuzufiigen: 


- 1 9 9 
(37*) Doe's == \), +- Pat =a". 


Betrachten wir nun #,, %,... 2%, als rechtwinklige Cartesische Punkt- 
coordinaten in einem w#-dimensionalen euklidischen Bildraume, so sehen 
wir, dass der gesamte pseudosphiirische Raum auf das Innere der Hy- 
persphire: 

(38) ey? pb aig + fan? Sa? 

abgebildet ist, wiihrend die Punkte auf dieser Hypersphire selbst die 
Bilder der unendlich fernen Punkte sind. 

Wegen der Gleichungen (37) werden die geodiitischen Linien durch 
lineare Gleichungen, d. h. durch Geraden des euklidischen Raumes, ab- 
gebildet, desgleichen die geoditischen Flichen durch Ebenen, iiberhaupt 
alle geoditischen Mannigfaltigkeiten durch lineare Unterriume. 

Von Wichtigkeit ist nun das Gesetz, nach welchem fiir zwei im 
euklidischen Bildraume (im Innern der Hypersphire (38)) angenommene 
Punkte x, # die geoditische HEntfernung 0 der beiden entsprechenden 
abgebildeten Punkte im hyperbolischen Raume gemessen wird. Rechnen 
wir zu diesem Zwecke in (37) den Bogen s vom Punkte 2, ab, so 


haben wir: 


Nun haben wir wegen (37) und (37*): 


n nN 
, ‘ , yp 2 
a“; —— Cy, Ly Ly a Ly ; 
1 


1 


also lisst sich die vorhergehende Gleichung auch so schreiben: 


Setzen wir der Kiirze halber: 
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n 
=> we 2 3 , 
Dips a == Oras a? — Pee = QF Core Lp Lp == Ore: 
1 


so haben wir: 
Oe 

(39) cosh 0 = ae = 

Nun schneidet die Verbindungslinie der Bildpunkte z; und 2; die 
Hypersphire: 

fy? to Dig te ig 

in zwei Punkten, die zusammen mit x und w das durch die bekannte 
Formel*): 


gegebene Doppelverhiltnis M bilden. Statt (89) lasst sich dann auch 
schreiben: 


‘ uct 
(39*) d= = log M. 


Ist der Radius des pseudosphirischen Raumes nicht gleich Eins, 
sondern Ff, so tritt offenbar zu dem Ausdruck rechts noch der con- 
stante Factor R. 


§ 328. Cayley’sche Metrik. 


Das soeben erhaltene Ergebnis fiihrt uns zu einer kurzen Hrdérte- 
rung der Cayley’schen Metrik**), dessen Untersuchungen friiher 
datieren als diejenigen Beltramis tiber denselben Gegenstand. 

Anstatt der Hypersphire: 


4" - Wy? +++ Gy” == a? 


*) Sind die Coordinaten y, eines der beiden Schnittpunkte mit der Hyper- 
sphiire durch 
px, + qu; 
p+rd 
gegeben, so haben wir zur Bestimmung des Verhiltnisses P = & die quadratische 
Gleichung: 


R= 


BQ.» i 25 Qo a! iG Qa! = 
Das Verhiltnis ihrer beiden Wurzeln & und & ist gleich M, also 


fi g)\ _& +8 ane 
2 (Vm 7 M 7 1 2V/E,E  V2,,2 Eile 
“*) Memoirs upon Quantics. (Philosophical Transactions, hauptsiichlich die 
6, Abhandlung, 1859.) 


ft 
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wihlen wir eine willkiirliche Fliche zweiten Grades, deren Gleichung: 


(Cry %) ++. a) = 0 
reelle Coefficienten habe und auf der aus dem weiter unten angefiihrten 
Grunde keine reellen Geraden liegen mégen. Wir nehmen nun zwei 
Punkte P und P’ im Raume beliebig an und definieren als ihre Ent- 
fernung den mit einer Constanten multiplicierten Logarithmus des 
Doppelverhiltnisses, das sie und die beiden Punkte A und B bestimmen, 
in denen die Verbindungslinie PP’ die Fliche zweiten Grades schnei- 
det, dann haben wir auf diese Weise die Cayley’sche Metrik. Bleiben 
wir in demjenigen Gebiet des Raumes, von dessen Punkten sich keine 
reellen Tangenten an die Fundamentalfliche ziehen lassen, so ver- 
schwindet die auf obige Weise definierte Entfernung offenbar nur dann, 
wenn die beiden Punkte P und P’ zusammenfallen, und das Quadrat 
des Linienelements des Raumes ist dann, in Ubereinstimmung mit 
unseren grundlegenden Verfiigungen, durch eine definite quadratische 
Differentialform gegeben. Aus diesem Grunde eben haben wir voraus- 
gesetzt, dass auf der Fundamentalfliche keine reellen Geraden liegen, 
sonst wiirden von jedem Punkte des Raumes reelle Tangenten an sie 
gelegt werden kénnen. Ferner bemerken wir, dass die Punkte auf der 
Fundamentalflache fiir die Cayley’sche Metrik Punkte in unendlicher 
Entfernung darstellen; deshalb wird diese Fliche zweiten Grades auch 
die absolute Flache genannt. Nun lasst sich leicht a priori ein- 
sehen, dass die Cayley’sche Metrik diejenige eines Raumes von con- 
n(n-+1) 
stantem Kriimmungsmass ist. Hs giebt namlich, wie bekannt, co ? 
Collineationen des Raumes S,, die die Fundamentalfliiche in sich tiber- 
fiihren. Bei der Cayley’schen Metrik stellen sie ebenso viele Bewe- 
gungen dar, da sich ja bei jeder von ihnen die Entfernungen wegen 
ihrer projectiven Definition nicht andern. Diese Arten der Abwickel- 
barkeit des Raumes auf sich sind mit der durch den Satz in § 321 
festgesetzten Willktirlichkeit méglich, folglich ist das Kriimmungsmass 
dieses Raumes constant*). 

Wir bemerken ferner, dass bei der Cayley’schen Metrik die geo- 
datischen Linien durch Geraden dargestellt werden. Nehmen wir nim- 
lich eine beliebige (die Fundamentalfliche nicht beriihrende) Gerade S, 
und ihren linearen Polarraum S,-2, so ist die harmonische axiale 


*) Es gentigt tibrigens schon, darauf hinzuweisen, dass, wenn zwei willkiir- 
liche Ebenen (S,) des Raumes, 7 und x’, und in ihnen zwei Punkte, P bezw. P’, 
angenommen werden, durch eine Collineation der Fundamentalflache in sich P 
auf P’ und x auf a’ gelegt werden kann. 


Bianchi, Differentialgeometrie. 


38 


594 Kap. 21. n-dimensionale Riiume constanten Kriimmungsmasses. 


Homologie, die S, und 8,» als zugehérige Raiume hat, eine Collineation 
der Fundamentalflache in sich, bei der alle Punkte von S, fest bleiben, 
wihrend dieses fiir keinen anderen Punkt in der Umgebung von §, 
eintritt*). Sind demnach A und B zwei beliebige Punkte von S,, so 
fallt die geoditische Verbindungslinie zwischen ihnen, da sie fest blei- 
ben muss, notwendig mit S, zusammen. 

Unter Hinfithrung der homogenen Coordinaten a, 2,,... Y» schrei- 
ben wir nun die Gleichung der Fundamentalflache in der Form: 


> Cp dtpey ==10 eer FS =Os Wag. 
Da Geraden auf ihr nicht liegen sollen, so miissen, wenn die Form 


> iy s%,a, 1 der bekannten Weise als Summe von Quadraten darge- 


stellt wird, die Coefficienten der Quadrate entweder alle oder alle bis 
auf eins dasselbe Vorzeichen haben. Im letzteren Falle kommen wir 
mittels einer Ahnlichkeitstransformation zu den im vorigen Paragraphen 
angegebenen Formeln von Beltrami zurtick, und das Kriimmungsmass 
des Raumes ist negativ constant. 

Im ersteren Falle, zu dessen Behandlung wir nun itibergehen, ist 
die Fundamentalflache imaginaér und das Kriimmungsmass des Raumes, 
wie wir sogleich sehen werden, positiv constant. 


§ 329. Elliptischer Raum. 


Die quadratische Grundform: 


D> Grsnits (7, 8, ==. Op 1 14:98) 
kann in dem vorliegenden Falle auf die Form: 
Qee = Ty a x” ee Bn 
gebracht werden. Hier ist die Entfernung 0 zweier Punkte w und 2’ 
gegeben durch 


Os log ee — (h = Const.). 
Qaat — VQ, Qata! ie 
Da nun der Ausdruck hinter dem Logarithmenzeichen complex vom 
absoluten Betrage Hins ist, so muss, damit 0 reell ausfallt, h' rein 
imaginér angenommen werden. Wir setzen: 


h ft 


gine! 


*) Die einzigen Punkte des Raumes, die ausser denjenigen von S, fest blei- 
ben, sind die Punkte des Polarraumes S,_,, der aber S, nicht schneidet. 
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so folgt: 


Wahlen wir nun den den homogenen Punktcoordinaten anhaften- 
den willktirlichen Factor so, dass constant 


(40) me fof taead 
ist, so geht die letzte Gleichung iiber in: 

0) , , , 
(41) COS Fe = LyXy + By + + at. 


Betrachten wir nun eine beliebige Curve und gehen wir auf ihr yom 
Punkte x; zu dem unendlich benachbarten Punkte 2; + dz; iiber, wo- 
bei 4 der Zuwachs des Bogens s sein mag, so ergiebt (41), wenn 


2 
d? x. p2 


, da; 
0d =h, ae Carian he aa vor ee 


eingesetzt wird: 


OE Serge Sha ee 
Eo a ae lc ae + Seg ia ine as tem oat 


Hieraus folgt durch Vergleichung der Coefficienten von h? auf beiden 
Seiten, unter Beriicksichtigung von (40): 


d? x, ony 1 
pie wines oe Twn? 


Demnach ist das Linienelement in unserm Raume gegeben durch: 

(42) ds? = FR? (dx,? + dx? + --- + dz,*), 

worin die z durch die Relation (40) mit einander verkntipft sind. 
Betrachten wir nun dagegen die x als (nicht homogene) Coordi- 

naten im » + 1-dimensionalen euklidischen Raume mit dem Linien- 


element (42), so ist offenbar (40) die Gleichung einer Hypersphire, 
auf die unser »-dimensionaler Raum abgebildet ist, der demnach das 


ANG 1 4 ie ‘ 
positive constante Kriimmungsmass +- -py hat. Betrachten wir in die- 


sem 2 + 1-dimensionalen euklidischen Raume eine vom Punkte # aus- 
gehende Richtung mit den Cosinus §, wobei also 

(40*) feet tial 

ist, und sei diese Richtung auch Tangente der Hypersphire (40), 
dann haben wir: 


(43) > bin = bay + ba, +--- + Entn = 0. 


Betrachten wir die £ als unverinderlich, die x als verdnderlich, 
38* 
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so stellt uns diese Gleichung offenbar die zur Richtung § senkrechte 
Hyperebene dar. 

Nun wollen wir aber zu der urspriinglichen Deutung der x als 
(durch die Gleichung (40) verkniipfte) homogene Coordinaten in einem 
Bildraum §S,, zuriickkehren. Dann ist (48) die Gleichung der Polar- 
hyperebene des Punktes £ beziiglich der Fundamentalflache: 


“i tari+t-:--+a,? =0. 
Somit sind wir zu dem nachstehend pricisierten Ergebnis gelangt: 

In der Cayley’schen Metrik ist die Senkrechte in einem 
Punkte auf einer Hyperebene die Gerade, welche den Punkt 
mit dem Pol der Hyperebene beziiglich der Fundamental- 
fliche verbindet. 

Die Coordinaten eines jeden Punktes x der Geraden, die in der 
Richtung vom Punkte x ausgeht, sind, wie sofort erhellt, durch: 


(44) @ = x; 008 = + £, sin = (4= 0, 15.90) 


gegeben, wenn @ der Abstand zwischen xv und x im Sinne der Cayley’- 
schen Metrik ist. Lassen wir nun in (44) @ stetig von 0 bis aR 
wachsen, so durchléuft offenbar der Punkt x von x aus die ganze 
Gerade und kehrt zu diesem Punkte wieder zuriick, weil 2 = — 2; 
ist, sobald @ um wf zunimmt. Fassen wir also solche zwei Punkte 
des Raumes mit positivem constanten Kriimmungsmass, welche im 
Bildraum S, ein und denselben Bildpunkt haben, als identisch auf und 
nennen wir den so betrachteten Raum mit constantem Kriimmungsmass 
elliptischen einfachen Raum, so kénnen wir sagen: 

Im elliptischen einfachen Raume vom Radius R hat die 
Gerade die endliche Lange wR. 

Fassen wir dagegen zwei Punkte des gekriimmten Raumes, deren 
Coordinaten beziiglich gleich sind, aber entgegengesetzte Vorzeichen 
haben, als gesonderte Punkte auf, so schliesst sich die Gerade erst 
nach einem Umgange von 22. Wiahrend ferner im elliptischen ein- 
fachen Raume zwei sich schneidende Geraden nur einen einzigen Punkt 
gemein haben, treffen sich dagegen im elliptischen Doppelraume 
zwei sich in einem Punkte schneidende Geraden noch in einem 
zweiten Punkte, der dem ersten im Abstande aR diametral gegen- 
tiberliegt*). 


*) In Betreff weiterer Ausftihrungen verweisen wir den Leser auf Klein: 
Vorlesungen tiber nicht-euklidische Geometrie, Gottingen 1890 (lithographiert), 
oder auf die Abhandlung in den Mathem. Annalen, 37. Bd., S. 544. 
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§ 330. Bewegungen des dreidimensionalen elliptischen Raumes. 


Wir wollen nun kurz die Bewegungen des dreidimensionalen ellip- 
tischen Raumes behandeln. 

Gemiiss der analytischen Darstellung im voraufgehenden Paragra- 
phen haben wir zwischen den Coordinaten 2), 7,, 2,, %; die Beziehung: 


(45) Uy + 27 + 2° + a? = 1; 
das Linienelement ist gegeben durch: 
(45*) ds? —= BR? (dxz,? + dz, + da? + da,*). 


Nun wird jede Bewegung des elliptischen Raumes in sich durch 
eine Ahnlichkeitstransformation des euklidischen Bildraumes, welche 
die Fundamentalflache in sich iiberfiihrt, dargestellt; demnach ist sie 
durch die folgenden Gleichungen gegeben: 

Wy = Ay Ly + Apy Xs + Appz + yg Xs , 
46 Uy = Myo %y + Ay, Hy + Ayg Ly + Ass, 
ef) Ua’ == AggXy + Ay, X, + gg %y + Ogg Xs, 

Ly = Agy%y + Ag Ly + gg Ly + Ag Ws. 
Da aber wieder 

My 0% + ay? + '? = 1 

sein muss, so muss offenbar die Substitution (46) orthogonal sein. 
Umgekehrt liefert auch jede orthogonale Substitution eine Bewegung 
des elliptischen Raumes, da das Linienelement (45*) dann in sich trans- 
formiert wird. Demnach sehen wir, dass die Bewegungen des drei- 
dimensionalen elliptischen Raumes durch die orthogonalen Substitutio- 
nen beztiglich vier Verinderlicher oder, wenn wir wollen, durch die 
Bewegungen eines vierdimensionalen euklidischen Raumes um einen 
festen Mittelpunkt dargestellt werden. 

Unter den Bewegungen des elliptischen Raumes giebt es eine be- 
sonders wichtige Klasse, niimlich solche, die in vielen Beziehungen den 
Translationen des euklidischen Raumes vergleichbar sind. Wir defi- 
nieren sie als diejenigen Bewegungen, bei denen alle Raumpunkte um 
ein und dieselbe Strecke verschoben werden. Diese Bewegungen, die 
unter denjenigen des hyperbolischen Raumes kein Analogon haben, 
werden Schiebungen genannt. Um ihr Vorhandensein zu beweisen 
und zugleich den analytischen Ausdruck fiir sie zu finden, haben wir 
gemiiss (41) nur die Bedingung dafiir aufzustellen, dass der aus den 
Gleichungen (46) berechnete Ausdruck: 

yUy + VX + X_%q + ays 
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constant sein soll. Dieses liefert unmittelbar: 


Ayn = Ay, = Ung = Asg, ix + Oar =O (WR). 
Weil ferner (46) eine orthogonale Substitution darstellen soll, ist 
speciell: 
ny Iz + Agog, = O, 


2 Ge Cag 2 
Agg”  Agg” == Ags” + Ay,”, 


Gy, = Aggy — gy == F Ugg 


also: 


Indem wir die beiden Falle, je nachdem die oberen oder die un- 
teren Vorzeichen gewahlt werden, als gesondert auffassen, erhalten wir 
zwei verschiedene Klassen von Schiebungen, die durch die nachstehen- 
den Gleichungen beziiglich gegeben sind: 

Ly = Ax, — Ba, — Cx, — D2, 

L, = Bau, + Ax, — Da, + Caz, 

x, = Cx, -+ Dz, + Ag, =—B2,, 

xt, = Dx — Cx, + Ba, + AX; 

Ly = Ax, — Bx, — Cx, — Da,, 

a = Ba, + Ax, + Dx, — Cag, 

L, = Cx, — Dx, + Ax, + Bay, 

t, = Dx, + Cx, — Bu, + Aay. 

In beiden Fallen sind hierin A, B, C, D beliebige reelle Constanten, 
die durch die Relation: 


Tire 5 SRI G (Ny os 


(47) 


(47*) 


verkniipft sind. 

Auf Grund dieser Gleichungen lasst sich leicht bestiitigen, dass 
sich jede Verbindungslinie zwischen zwei entsprechenden Punkten x 
und w des Bildraumes bei der Bewegung in sich verschiebt. Diese 
oo? Geraden bilden ein Strahlensystem, und zwar dasjenige der Treff- 
geraden zweier conjugiert imaginirer Erzeugenden der Fundamental- 
fliche. Die Collineation (47) oder (47*) ist demnach nichts anderes 
als eine biaxiale Homologie, die zwei conjugiert imaginiire Erzeugenden 
der Fundamentalfliche als Axen hat. Je nachdem nun die beiden Er- 
zeugenden der einen oder der anderen Schar angehéren, gelten die 
Gleichungen (47) oder (47*), dementsprechend reden wir von Schie- 
bungen erster oder zweiter Art. 

Da ferner zusammen mit den Transformationsgleichungen (47) und 
(47*) fiir Punktcoordinaten vollig analoge Gleichungen fiir Ebenen- 
coordinaten § bestehen, so ist, wenn d den Betrag der Verriickung 
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emes Punktes und g die Amplitude der Drehung einer Ebene be- 
deutet: 


d 
COS 5 = XyXy + 21%, + y%y' + a0, — A, 


cos m = §& + &,6, as Ef + §& =A, 


demnach: 


Saag 2s 


Wir sehen also: Wahrend jeder Punkt lings des durch ihn gehenden 
Congruenzstrahles um die constante Strecke d fortriickt, dreht sich 


auch jede Ebene um den in ihr liegenden Congruenzstrahl um den con- 


stanten Winkel gm = oa 


Dieses sind die merkwiirdigen Bewegungen des elliptischen Rau- 
mes, die wir hier betrachten wollten. Jede andere Bewegung setzt 
sich aus zwei Schiebungen, einer der ersten und einer der zweiten Art, 
zusammen. Darauf, sowie auf weitere interessante Higenschaften ein- 
zugehen, ist hier jedoch nicht der Ort; wir verweisen beziiglich dessen 
den Leser auf die angefiithrten Arbeiten von Klein und auf Clebsch- 
Lindemann, Vorlesungen iiber Geometrie, 2. Band (Leipzig-Teubner, 
#691). 


Kapitel XXII. 
Die Hyperflichen in den Riumen constanten Kriimmungsmasses. 


Hyperflachen in den allgemeinen -dimensionalen gekrtimmten Raumen. — Ver- 
allgemeinerung der Formeln von Gauss und von Codazzi. — Kriimmung einer 
Curve im Raume. — Kriimmung der Curven, die auf einer Hyperflache von einem 
Punkte nach verschiedenen Richtungen ausgehen. — Verallgemeinerung der Satze 
von Meusnier und Euler. — Kriimmungslinien und Hauptkriimmungsradien. — 
Conform auf einander bezogene Riume. — Erweiterung des Dupin’schen Satzes. — 
Hyperflichen im euklidischen Raume. — Formeln von Gauss und yon Codazzi. — 
Hyperflachen im elliptischen Raume. — Hyperflichen im hyperbolischen Raume. — 
Specialfall des dreidimensionalen elliptischen oder hyperbolischen Raumes. — 
Haupttangentencurven und Enneper’scher Satz. — Flachen mit dem Kriimmungs- 
mass Null im elliptischen Raume als Schiebungsflichen. — Die beiden Mintel 
der Evolutenfliche und Weingarten’scher Satz. — Complementiirtransformation der 
pseudosphiarischen Flichen. — Flachen mit dem Kriimmungsmass Null im hyper- 
bolischen Raume. 


§ 331. Hyperflichen in den allgemeinen ”-dimensionalen gekriimm- 
ten Ré&umen. 


Wir wollen uns nun mit den Hyperflachen in den Riumen con- 
stanten Kriimmungsmasses beschéftigen und leiten dazu zunichst die 
allgemeineren Gleichungen fiir beliebig gekriimmte Raume ab. 

In einem ”-+ 1-dimensionalen Raume 8,4; sei das Gesetz der 
Streckenmessung durch die quadratische Form: 


(1) ds? = QS ajdusde, 

tk 
definiert*). Im S,4, betrachten wir eine durch die Gleichungen: 
(2) Ip = Dit yyy... Un) =O, 1...) 


gegebene Hyperfliiche V,, und es sei: 


1) Hier und im Folgenden erstreckt sich bei dem Summenzeichen S die 
Summation von 0 bis , dagegen bei dem Summenzeichen 2 yon 1 bis n. 
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(3) aS == > bindu duy, 
AM 
das Quadrat des Linienelements von V,, also: 
Ox, OX, 
(4) Dan i S Aik Ou, Ou, : 


Wir nehmen nun die zu V,, geoditisch parallelen Hyperflichen, und 
es sei % der von V, ab gerechnete Bogen der orthogonalen geoditi- 
schen Linien. Dann nimmt das Quadrat des Linienelements von pend 
in den Coordinaten w die geoditische Form (S. 570): 
(5) ds* = du? + >| C;~ AU; AU, 
Th 

an, worin die ¢;, Functionen von wu, u,,... u, sind, die fiir w= 0 in 
die beztiglichen 6,;, tibergehen. Dieses driicken wir, indem wir allge- 
mein mit w das Resultat der Substitution: uO in einer Function 
W (Up, Uy, ++. Un) bezeichnen, durch die Gleichungen: 

te = Dis 
aus. 

Um die Fundamentalgleichungen, die wir im Auge haben, zu er- 
halten, miissen wir zusammen mit V, die unendlich nahe benachbarte 
parallele Hyperfliiche uw) =, wo « eine unendlich kleine Constante ist, 
betrachten. Bezeichnen wir unter Vernachlissigung der héheren Po- 
tenzen von ¢ mit 


(6) dds? = — 2¢ > Qudu.du 
tk 


die Variation des Quadrats des Linienelements beim Ubergange von 
V, zu der unendlich nahe benachbarten Hyperfliche, so erhalten wir 
offenbar : 


1 (0G 
: an 13 


Wir nennen nun 
> Qik du; Ux , > Q:% du; dur 
ik 


ik 


die erste bezw. zweite Grundform der Hyperfliche V,,.*) 


Sind ferner 
eis akqyidnes an 
die Richtungscosinus der Normale in einem Punkte von V,, so er- 


halten wir: 


*) Im Falle des gewéhnlichen dreidimensionalen Raumes werden hieraus eben 
die beiden Grundformen des 4. Kapitels: 
Edu? + 2Fdudv + Gdv?, Ddu?+ 2D'dudv + D'dv’. 
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folglich: 
(8) ik 


Nunmehr wenden wir auf die beiden aquivalenten Differentialformen 


(1) und (5) die Christoffel’schen Gleichungen (I), 8. 43, an, namlich: 
aa rs\ 02, { ik\ On; Ot, 
(a) Be a Oe eee 


Hierin setzen wir wu, gleich Null und schreiben die dem Index 
Null entsprechenden Glieder gesondert hin, wobei wir beriicksichtigen, 
dass, wenn i, k, J Indices aus der Reihe 1, 2,...m sind, die Glei- 
chungen bestehen: 


ih Nie a %O | 
l= Mia Nalin 
ik Bs ee 
ae Hepes 


Auf diese Weise erhalten wir die gesuchten Fundamentalgleichungen, 
die ts ihe (I), (II), Kap. IV, 8S. 89—90: 


rs tk 0x, 0 x, eT ae 
(A) fe oe =>" e = Qs Xy— ie Poprcel eshte f 


-n” 
0X, ik| 0a, Bei Fay 
Da ge ~ 4 Bin a ae Stellelte ee PsN) coh 


Setzen wir auch in den Gleichungen (30), Kap. II, 8. 49: 


os Ox, OM, 0% 
fo) = k ih) k h 
Cae By)e =Sot, : Na May OUs CW Gu,” 


w gleich Null, wobei wir «, B, y als von Null verschieden voraussetzen 
und die beiden Fille: 0 s= 0, 0-== 0 unterscheiden, so erhalten wir im 
ersten Falle die Gleichungen: 


(C) ap oy — Qay Qos = (wd, Br» —S( rk , ih yas Om, Mee Ox, 08, 


rbih OU, OU; Oly Ou, 


*) Die Indices a, 6, ¢ an den Christoffel’schen Symbolen sollen angeben, ob 
diese fiir die Form (1) oder (8) oder (5) gebildet sind, 
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Sie gelten fiir alle Werte der Indices a, 6, y, 0 von 1 bis m und sind 
die Verallgemeinerung der Gauss’schen Gleichung fiir das Kriim- 


mungsmass : 
DD" — D’? 
He — X. 


Im Falle: 6 = 0 erhalten wir ferner die folgenden Gleichungen: 


nat a ae 4; 2 — D7} Se = 


(D) 
Cx, 0x, Ox 
= S (rh, ih), 5 ates ae Xe 


rkih 


Dieses sind die verallgemeinerten Codazzi’schen Gleichungen (8. 91), 
und sie gelten fiir alle Werte der Indices von 1 bis x. 

Multiplicieren wir endlich die Gleichungen (A) mit a,,X, und 
summieren wir nach uw, v, so Bee. sich die Gleichungen: 


ik] 0%; Ox, 
(9) Qe = Sai X Xx ra & +§[- | Ou, Fie 


uy 
Wegen (8) kénnen wir diese auch in der nachstehenden Aquivalenten 
Form schreiben: 


0X, Ox, Ox, Ox, 
* ie le at k 
Ce eae Se Fat ou, -Si iF Te, bape: 


Diese Gleichungen in Verbindung mit (8) dienen zur Berechnung 
der Gréssen X; und 2,,, sobald die Gleichungen (2) der Hyperflache 
gegeben sind. } 


§ 332. Kriimmung einer Curve im Raume. 


Wir betrachten eine beliebige Curve C im Raume 8,41, und es 

seien 
Uy = X(t), %=%,(), --. t= Int) 

die Coordinaten eines beweglichen Punktes von C als Functionen des 
yon einem willkiirlichen Punkte M, ab gerechneten Bogens ¢. Mit 
Voss*) definieren wir die Kriimmung von C in der folgenden Weise: 
Wir legen durch M, diejenige geoditische Linie G, welche C beriihrt, 
und tragen sowohl auf G als auch auf C von M, unendlich kleine 


Bogen von gleicher Linge ¢ bis M’ bezw. M” ab. Bezeichnen wir die 
Entfernung M’M” mit d, so hat das Verhiltnis ew einen bestimmten 


*) Mathem. Annalen, 16. Bd. \ 
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und endlichen Grenzwert. Diesen Grenzwert nennen wir die Krtim- 


mung von C in M,*), bezeichnen ihn mit 
1 lim 22 
a eee 


und wollen ihn nun berechnen. 
Sind die Coordinaten von M” und M’ zx; bezw. 7;, so ist: 


(0) da, 12 (d*a, 
t= 4° Jee Se ee 

(0) dx, 4 dw dx, dx, LS.569 
i, = G0 et BD eel gal leah ee ae ; 9), 


folglich: ak (a a dx 
un —%—=2|(F al 1 S| ap ) ( ma) 


wenn wir die hdheren Potenzen von ¢ vernachlassigen. Da wir nun 


d=V Saule— a) —H) 


: eats 1 : : 
haben, so erhalten wir zur wirklichen Berechnung von 5 die Glei- 
chung: 


0p GaolGe+ S(t) eS Get+ SUE) Ge): 


Weil die Form S aie bib definit ist, so folgt hieraus, dass nur die 
tk 


geoditischen Linien des Raumes S,4; Curven von der Kriimmung 
1 : 

— = 0 sind. 

@ 


Ohne hier auf die Analogien und Verallgemeinerungen betreffend 
die Theorie der Curven im gewohnlichen Raume weiter einzugehen, 
wollen wir uns darauf beschranken, den Begriff Hauptnormale zu 
pracisieren. Convergieren M’ und M” gegen M,, so convergiert das 
Linienelement M’M” gegen eine von M ausgehende Grenzlage mit den 
Richtungsconstanten: 


(11) ae eGo + ST] ae a): 


Diese Richtung € nennen wir die Hauptnormale der Curve C 
in M,. Da 


*) Ftir den Fall des dreidimensionalen euklidischen Raumes ergiebt sich so- 
fort, dass dieses auf die gewdhnliche Definition der Kriimmung hinauskommt. 
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Ci eda? 
1 eet 
ist, so ist sie zur Curve normal, und um sie geometrisch vollstindig 
zu definieren, fiigen wir hinzu, dass sie in der osculierenden geo- 
ditischen Flache (geoditischen Schmiegungsfliche) von C in 
M, liegt, was sich leicht nachweisen lisst. 

Nachdem wir auf diese Weise die Hauptnormale einer Curve defi- 
niert haben, kénnen wir leicht den Satz beweisen: 

Hine geodatische Linie einer Hyperfliche V, ist (analog 
den Verhiltnissen im gewohnlichen Raume) dadurch charakterisiert, 
dass in jedem Punkte derselben die Hauptnormale mit der 
Hyperflachennormale zusammenfallt. 

Langs einer solchen geoditischen Linie sind nimlich die Glei- 


chungen erfiillt (§ 317, S. 569): 
ap | du, du, , 
cee | wea =o 


worin ¢ der von einem festen Punkte gerechnete Bogen der Curve ist. 
Berechnen wir nun die Ausdriicke: 


B| 4% dis 
- a S ie wugeate 
unter Berticksichtigung der Gleichungen (A), so erhalten wir: 


dz, das du, du, 
etSt a2 dt dt = Ke Oe aa 


PT, du, du, 
say eee 
si ° ale du, du, 


Aus (4) und (6) geht hervor, dass durch diese Gleichung die be- 
hauptete Higenschaft bewiesen wird. Ausserdem ergiebt sich aus ihr 


fiir die Kriimmung derjenigen geoditischen Linie von V,, welche in 
der durch die Incremente du bestimmten Richtung ausgeht, der wich- 


tige Ausdruck: 
a* au dM dU, 


@ ase du, du, 
Al 


folglich: 
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§ 333. Kriimmung der Curven, die auf einer Hyperflache von einem 
Punkte nach verschiedenen Richtungen ausgehen. 


Wir betrachten nun auf der Hyperflaiche V, eine beliebige Curve 
C, die von einem Punkte M, auf V,, ausgeht, und es seien ¢ der von 


M, gerechnete Bogen von C, 7 die Kriimmung von C in M, und &; 
die Richtungsconstanten der Hauptnormale in M). Bezeichnen wir mit 
6 den Winkel, den diese Hauptnormale mit der Normale von V, bildet, 
so haben wir: 
COS 61 == SS aink: X, 
ik 


also wegen (11): 


Ge a Al dx, dx 
cos 6 i u EEG 
= San ge Xt San fe} di dt = 


e tka 
Nun ist aber: 

dx, 0x, du, 

Gi ae ip aes 
‘ 

Px, KR) 072, du, du,, Ox, Ou, 

die > 0u,0u,, at dt Ou, Ot? 
im t 


wird dieses eingesetzt, so ergiebt sich unter Beriicksichtigung der Glei- 
chungen (8): 

23.4, du, 
(12) COS 6 civ Au * 


@ 1 iy dU, 
Au 


Betrachten wir die geoditische Flaiche, auf der die Richtungen 
der Normale von V,, und der Tangente von C in M, liegen, so schneidet 
sie auf V, eine Curve aus, die als der C beriihrende Normalschnitt 


zu bezeichnen ist. Bedeutet die Kriimmung dieses Normalschnitts 
in M,, so besteht infolge (12) die Gleichung: 


(12*) go 


*) Diejenigen Curven von V,, die der Differentialgleichung: 


> 2p dU dU,, — (0) 


Au 
gentigen, sind entweder geoditische Linien des Raumes oder solche Curven, deren 
Hauptnormalen in den beziiglichen Tangentialhyperebenen liegen, d. h., die oscu- 
lierenden geodiitischen Flichen einer solechen Curve beriihren die Hyperfliche. 
Jede Curve, die dieser Differentialgleichung gentigt, kann also eine Haupttan- 
gentencurve der Hyperfliiche genannt werden. 


§ 334. Verallgemeinerung des Meusnier’schen Satzes. Geodiitische Kriimmung. 607 
die offenbar die Erweiterung des Meusnier’schen Satzes (S. 101) 
ausdriickt. 


Aus (12) kénnen wir ferner noch eine andere interessante Glei- 

chung ableiten, welche die beztiglich des umliegenden Raumes S11 
x 1 : Re 

berechnete Kriimmung a der Curve C mit derjenigen Kriimmung a 


. . . . . . g 
verkntipft, die sich ergiebt, wenn die Curve als zum n-dimensionalen 


Raume V,, gehdrig betrachtet wird, und die auch als die geoditische 
Kriimmung von C auf V, bezeichnet werden kann. 


Zu diesem Zweck schreiben wir die Gleichungen auf S. 605 in 
der Form: 


ore S ee (apse 
at go at at 
Ox, [du, lm) du, du, du, du,, 
ed OU, eee gel Re D Qimege gee 
a* x, dx, dx 
ae ee ee 
ae : i a dt dt 
Ou, [d>u, Y(lm) du, du,, 2 du, du,, 
Ler a es : | dit | + HED) Sine ae 
t lm im 
Bilden wir dann aus ihnen unter Beriicksichtigung von (8) den Aus- 


druck (10) fiir =e so ergiebt sich: 
“4 1 du, du,, 2 
cette at (Seca) 
oder wegen (12): 


(13) ea 


Dieses ist die gesuchte Relation zwischen der geodatischen Kriimmung 


il ¥ 1 
— und der absoluten Kriimmung > von C. 
g 


§ 334. Verallgemeinerung des Euler’schen Satzes. 


Um die Kriimmungen der von M, auf V,, ausgehenden Curven zu 
untersuchen, brauchen wir zufolge (12*) nur zuzusehen, wie sich die 


Kriimmungen - der Normalschnitte oder, was dasselbe ist, der geo- 


ditischen Linien von V,, die in gleicher Richtung von JZ, ausgehen, 
findern. Hierzu miissen wir die Gleichung: 
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4, Uy du, 
Au 


1 
(14) ie ee Day du, dU, 
Au 
oder: 
ib 
(14*) R = yu NA Nu 


Ak 


naher betrachten, wo die 7 beztiglich der als n-dimensionaler 
Raum aufgefassten Hyperfliche V, die Constanten der betreffen- 
den Richtung sind, mithin 


(15) > bau af 
Au 


ist. Wollen wir nun diejenigen Richtungen y finden, ftir welche ein 
Maximum oder ein Minimum der zugehdrigen Kriimmung = stattfindet, 


so mtissen wir nach bekannten Theorien die durch (15) verbundenen 
Unbekannten 7 und R selbst aus dem simultanen System: 


(16) >, On — FQn)m = O (te 12 en) 


bestimmen. Durch Elimination der y hieraus ergiebt sich fiir R die 
Gleichung n*? Grades: 


bit as RH Dye oy Ri eget Din cord Rin 
bar — RQ, bee — RQse +--+ ben — RQan 
Dna Rae RQ brs i? ae BQr: ipolk ae er Qs 


Da ae eine definite Form ist, so sind alle » Wurzeln dieser 
ik 


Gleichung, R,, R,,... R,, reell. Jeder dieser » Wurzeln R, entspricht 


eine und im allgemeinen nur eine durch die Gleichungen (16)*) 


: : es 1 es 
bestimmte Richtung 9”), fiir welche die Kriimmung R, des zugehérigen 


Normalschnitts thatsiichlich ein Maximum oder ein Minimum ist. Ferner 
stehen zwei Richtungen 4) und 7, die zwei verschiedenen Wur- 
zeln R, und h, entsprechen, wegen der leicht nachzuweisenden Identitit: 


*) Der Wurzel &, entspricht mehr als eine Richtung, wenn die Charakte- 
ristik h der Determinante (17), in der R, fiir R zu setzen ist, kleiner als n — 1 
ist. In diesem Fall giebt es oo” —** entsprechende Richtungen, die in einem S, 
liegen, Solche Verhiiltnisse liegen offenbar nur ausnahmsweise vor. 
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> bien? ao = 0 
tik 


auf emander senkrecht. Die m paarweise zu einander senkrechten Rich- 
tungen | 

4, 4, atte ™, 
die den Wurzeln der Gleichung (17) entsprechen, werden Hauptrich- 
tungen, und die Wurzeln 


Eg Eggs NOE 
selbst Hauptkriimmungsradien der Hyperfliche V, genannt. 
Bezeichnen wir nun mit o,, c,,...c, die Winkel, die eine Zwi- 


schenrichtung 7 mit den » Hauptrichtungen bildet, so haben wir: 
n, = cos &, ni) + cos a, 4) 4+-----+ cose, 4 (G=1,2,...n). 
Unter Beriicksichtigung der Identititen: 
1 
Pala 2 25.1 ne; 2 2,01) ne? = 0 (A == w) 
erhalten wir folglich aus (14*) fiir 5 den Ausdruck: 


1 cos? a cos? a COS? On 
(18) z= Re Rags ee hace 
Dieses ist offenbar die verallgemeinerte Huler’sche Formel (8. 102). 
Zusatz. Ks mag an dieser Stelle bemerkt werden, dass einige 
Autoren den Namen ,,Kriimmungsmass der Hyperfliiche“ dem Product 
1 


n 


beilegen. Wir jedoch wollen uns dieser Bezeichnungsweise nicht an- 
schliessen, um nicht zu Verwechselungen mit dem Begriff des Kriim- 
mungsmasses nach Riemann (§ 319, 8. 574) Anlass zu geben. Nur fiir 
m= 2, d.h. bei den Flaichen der dreidimensionalen (gekriiminten) 
Raume, sprechen wir von absoluter Krtimmung der Flache und 
verstehen darunter (nach Riemann) die Kriimmung K derjenigen Dif- 
ferentialform, welche in der fiir den umliegenden S, giltigen Metrik 
das Quadrat des Linienelements der Flaiche angiebt. Dann erhalten 
wir aus der Gleichung: 

ety. > 244299 — QXi9 

Fig) bi1b22 — Bis 
unter Benutzung der Gauss’schen Gleichungen (C), 8. 602, und der 
Gleichung (15), § 319, 8. 574: 


1 
(19) ieee te Tyee 


Bianchi, Differentialgeometrie. 


39 
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wo K, die Kriimmung der geodiitischen Flache bedeutet, welche die 
gegebene Flache in dem betreffenden Punkte beriihrt. Bisweilen werden 


wit als relative Kriimmung der Flache bezeichnen. 


i 
Rk, RB, 


§335. Kriimmungslinien. Verallgemeinerung des Dupin’schen Satzes. 


Der Begriff der Hauptrichtungen auf einer Hyperfliche V,, fiihrt 
auch zur Definition der Kriimmungslinien. Wir definieren sie als 
diejenigen Curven, deren Richtung in jedem Punkte mit einer Haupt- 
richtung zusammenfallt. Offenbar haben wir » Scharen von Kriim- 
mungslinien, derart, dass durch jeden Punkt auf V, eine Curve aus 
jeder der  Scharen geht. 

Ist & ein Hauptkriimmungsradius und sind 


a a 
On rae tg 


die Constanten der zugehérigen Hauptrichtung, so sind offenbar: 


du, duty du, 
Ts “ee 


die Differentialgleichungen der zugehérigen Schar Kriimmungslinien. 
Statt ihrer kénnen wir auch das Aquivalente System: 


(20) > (brs — FiQs)duy=0 (7 =1,2,...0) 


setzen. 

Als Beispiel fiir die Anwendung dieser allgemeinen Formeln be- 
trachten wir einen zweiten Raum S,41, der auf den ersten Raum 8,4; 
conform abgebildet sein mége. Das Quadrat des Linienelements von 
S,41 ist durch: 

ds % = S A, AL; AX = UJ S Ain AL; AX, 
ik ik 

gegeben, wo U eine Function der « ist. Der Hyperfliche V, in 8,44 
wird eine Hyperflache V,, in S,4, entsprechen, fiir die wir unter Stri- 
chelung der betreftenden Ausdriicke erhalten: 

b, Ub X,. ef 

5 ae rs) aes VU ‘ 
Demnach ergiebt sich aus (9) oder (9*) (S. 603): 


toy 5. 


CX. 
oder, da X; = =— ist: 
OUp 
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a Gan eis 


rs du, 


Fiir die Hyperfliche V;, nehmen also die Gleichungen (20) die Form an: 


6, Lis oe oVU 
De B+ HE) ammo. 


Sie ergeben sich aus den entsprechenden Gleichungen: 


bpt 
4 eS pe 2,.) ae anys 
wenn 


(21) 1 SAAT HEE 


R OU 


gesetzt wird. Folglich haben wir das Ergebnis: 

In zwei conform auf einander abgebildeten Riumen ent- 
sprechen einander die Kriimmungslinien entsprechender Hy- 
perflachen. Die Hauptkriimmungen in einem Punkte der 
einen sind wegen (21) ganze lineare Functionen der Haupt- 
krimmungen in dem entsprechenden Punkte der anderen. 

Wir setzen nun voraus, es kénne das Quadrat des Linienelements 
des Raumes S,4;, auf die Orthogonalform: 


ds? = H)dy, + Hedy? +--+ Ady? 


gebracht werden, und betrachten eine Hyperflache aus der Schar y. 
Die unendlich nahe benachbarte parallele Hyperflache ergiebt sich, 


wenn Y¥, um r wichst; demnach erhalten wir fiir die Variation von 
0 
ds? den Ausdruck: 


H, o#, H, OH, HT, 0H, :) 
Be (ees pee aa gk 1 pe Bee i 2 
a e( 0 0 ay, ay Hy 0Y, 2 Ys ny a Hy 0y% y 


H, oy 
Die Fundamentalgréssen 6;,, und 2;, fiir die Hyperflichen y, sind also: 
b,, = H,’, by, = H;’, +++ Onn = H,*; bix—= 0 
9 Eth 9 Bim no MIM go} fir ite 
MS ER iene ts BYo ’ MEE GS Toe Co 


Daraus folgt, dass die Parameterlinien y,, y,...Y, auf der Hyper- 
fliche y, Kriimmungslinien sind. Dieses ist die Verallgemeinerung des 


Dupin’schen Satzes (8. 480). 


nT 


*) 2 VU ist, wie ersichtlich, Ableitung von. VU in der zur Hyperfliiche GS 
UW 


senkrechten Richtung. 
39% 
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Ferner sei bemerkt, dass sich fiir die Hauptkriimmungsradien der 
Parameterhyperflichen, ebenso auch fiir die Kriimmungen der Para- 
meterlinien, Formeln ergeben, die denjenigen in § 274 vollig analog sind. 


§ 336. Hyperflichen im euklidischen Raume. 


Wir wenden nun die allgemeinen Ergebnisse der voraufgehenden 
Paragraphen auf Réume mit constantem Kriimmungsmass an, und zwar 
zunachst auf den euklidischen Raum, dessen Linienelement durch: 

ds? = dx, + dx? +---+ dz,” 
gegeben ist. Fiir eine Hyperflache V,, in diesem Raume mit den beiden 
quadratischen Fundamentalformen: 


> bindu; dup , SS Q;, du; AU, 


gehen die allgemeinen Gleichungen (A) und (B), 8. 602, tiber in: 


O*n Ox 
(22) ia oe + Oe; 
ox > Ox 
(22*) Ou, = ae - Bru Qaezy 


Thnen muss jede Coordinate x, zusammen mit dem entsprechenden 
Richtungscosinus X, der Normale geniigen. Ferner werden aus den 
Gauss’schen Gleichungen (C) und den Codazzi’schen Gleichungen (D) 
hier die folgenden: 


(23) ae — Qe y 286 a (od, BY)o, 
Fer rat + Da he ema Som 


Nun k6énnen wir et dass in dem vorliegenden Falle die Gauss’- 
schen Gleichungen (23) und die Codazzi’schen Gleichungen (24) nicht 
allein die notwendigen, sondern auch die hinreichenden Bedingungen 
dafiir angeben, dass zu den beiden Formen: 


> bindu; dun , pes Qs 1 du; ary 
tk tk 


als Grundformen eine Hyperflache V,, in S,41 gehdrt. Setzen wir in 
den Gleichungssystemen (22) und (22*) 


Ox : : 
ope = 1, 2,---m), 


so erhalten wir fiir das System der 2 + 1 unbekannten Functionen 
BO Pe te De. 
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das System totaler linearer Differentialgleichungen: 


ss dp”) = Tl ete 2,,X) dus (Ps lyP2yhn), 
a 


dxX=— >’ ee Be 22. p) dts. 


s Aw 


Dieses System ist eben wegen der Gleichungen (23) und (24), die 
wir als erfiillt voraussetzen, unbeschrinkt integrierbar. 
Wahlen wir nun »-+-1 verschiedene Integralsysteme von («), z. B. 


yp, LSE a ps X, (v=0,1,2,...0), 


und setzen wir: 


S pp — b= Bir (i,k =1,2,...n), 
So X, =a (=1,2,...2), 


Qxi-1=y, 


so kénnen wir aus den Gleichungen (a) leicht folgern, dass die Func- 
tionen 

Bik %, Y 
einem System linearer und homogener totaler Differential- 
gleichungen Geniige leisten. Wahlen wir demnach fir ein Anfangs- 
system wu, uo, .., w der Werte der Verinderlichen die Werte der 
pO, X, so, dass die B,,, w,, y zu Anfang gleich Null sind, was immer 
moglich ist*), so folgt, dass diese Functionen immer gleich Null sind. 
Hieraus erhellt sofort, dass, wenn mit 

Cra ed ere 
die Integrale der beziiglichen vollstaéndigen Differentiale: 


a? Odu,, Dv du, ... Di podu, 


v 


bezeichnet werden, wir eben die gesuchte Hyperfliche mit den beiden 
gegebenen Fundamentalformen bestimmt haben. 


*) Mittels einer linearen Transformation der w kénnen wir es so einrichten, 
dass fiir die Anfangswerte Wo der u 
boa 1, 0, —=0  @=h) 


ist. Dann brauchen wir als Anfangswerte der pe, X, nur die Coefficienten einer 
orthogonalen Substitution beztiglich m-+-1 Veranderlicher zu wahlen. 
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§ 337. Fortsetzung. 


Aus dem Vorstehenden folgt, dass eine Hyperflache V, in S,41 bis. 
auf Bewegungen im Raume bestimmt ist, sobald ihre beiden Fundamental- 
formen gegeben sind, wie es eben bei den Flachen im gewoéhnlichen 
Raume der Fall ist. Sobald jedoch der euklidische Raum mehr als drei 
Dimensionen hat, also fir > 2, kénnen wir beweisen, dass, abgesehen 
von ganz vereinzelten Ausnahmefallen, die Hyperflache V, schon durch 
ihre erste Fundamentalform vollkommen bestimmt ist, d. h.: 

Im euklidischen Raume von mehr als drei Dimensionen 
ist eine Hyperflache, wofern sie als biegsam und undehn- 
bar angenommen wird, im allgemeinen nicht verbiegbar. 


Wenn niamlich zu einundderselben ersten Fundamentalform 


> b;,du;du, zwei verschiedene zweite Fundamentalformen 


tk 
DY Qndudu wd >) M.dudu, 
tk tk 


gehéren sollten, so wiirde, da infolge der Gauss’schen Gleichungen (23) 
alle Unterdeterminanten zweiter Ordnung in der Determinante | Q;, | 
denjenigen von | Q;;| beziiglich gleich sein miissten, aus elementaren 
Higenschaften der Determinanten folgen*), dass, abgesehen von einer 
Anderung simtlicher Vorzeichen, die Q;, den Q,, beztiglich gleich sein 
miissten, wofern nicht in der Determinante | Q;,| saimtliche 
Unterdeterminanten dritter Ordnung verschwinden sgollten. 

Dieses ist der mégliche Ausnahmefall, den wir vorhin andeuteten, 
auf dessen ausftihrlichere Erérterung wir uns hier jedoch nicht ein- 
lassen konnen. 

Die oben angestellten Uberlegungen aber beweisen noch mehr. 
Die Gauss’schen Gleichungen (23) liefern im allgemeinen die Werte 
der Q;,, wenn die 6;, bekannt sind. Da nun ferner diese Werte der 
Q;, auch den Gleichungen (24) geniigen miissen, so ist Folgendes klar: 

Im allgemeinen ist es nicht médglich, im euklidischen 
Raume von mehr als drei Dimensionen eine Hyperfliche mit 
gegebenem Linienelement zu bestimmen. 

Als interessantes Beispiel behandeln wir nun die Frage, ob es im 
euklidischen Raume S,4, -dimensionale Riume (x > 2) von constantem 
Riemann’schen Kriimmungsmass K, giebt. Wegen der Gleichungen (23) 
miissen wir in diesem Falle haben: 


*) 8. Killing, Die nichteuklidischen Raumformen in analytischer Behand- 
lung, 8. 286—237. (Leipzig-Teubner, 1885.) 
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Qa Qey = Qa y Qe6 = Ky (bap bey = bay bss). 
Machen wir, was uns freisteht, in einem Anfangspunkte u.?) 
b:;= 1, bi, = Q3p = O (=k), 


so erhalten wir die Gleichungen: 


Q5:Qhe a Ky 
leu : é ; : 
oder, da eben Qi;—= Zz Ist, wo die KR die Hauptkriimmungsradien sind: 
1 
R; Ry = K. 0 


0 


Fiir n > 2 folet nun offenbar aus drei dieser Gleichungen: 


1 1 1 
R; R, — Kk,’ RR; ——. VG) R,R, =— K, 
die weitere: 
1 
A fe re 
R; K 


Folglich muss K, positiv sein, und es .ergiebt sich, wenn K, gleich 
a ist: 

ete oe =m Tee Te 
Dann haben wir: 


> Qixduiden = E> bindudur, 


und mit Hilfe der Gleichungen (22*) lisst sich nun sofort nachweisen, 
dass die Hyperfliiche nichts anderes als eine Hypersphire vom Radius R 
ist. Also: 

-Im euklidischen Raume von vier oder mehr Dimensionen 
giebt es keine pseudosphiarischen Hyperflachen. Von Hyper- 
flachen mit positivem constantem Kriimmungsmass giebt es 


nur Hypersphiaren. 


§ 338. Fortsetzung. 


Im vorliegenden Falle des euklidischen Raumes und, wie wir sehen 
werden, allgemeiner im Falle der Raume mit constantem Kriimmungs- 
mass gestatten die Kriimmungslinien einer Hyperflache noch eine andere 
Definition, welche die Verallgemeinerung derjenigen ist, von der wir 
im Falle des gewdhnlichen Raumes ausgegangen sind (8. 97), namlich 
die folgende: 

Lings einer Kriimmungslinie sind die Normalen der 
Hyperfliche die Tangenten einer Curve im Raume. Ist der 
Raum ein euklidischer, so stellt das Sttick der Normale 
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vom Fusspunkt bis zum Bertihrungspunkt mit der erwahn- 
ten Curve den zugehérigen Hauptkriimmungsradius vor. 
Um dieses zu beweisen, brauchen wir nur wie a. a. 0. (S. 97—98) 
zu beachten, dass eine Curve, der die genannte Higenschaft zukommt, 
dadurch charakterisiert ist, dass langs ihr die Beziehungen bestehen miissen: 


diy = 90 X, ° (or '0,.1, 2.50), 


wenn @ das mit passendem Vorzeichen erwahnte Normalenstiick ist. 
Sie lassen sich auch wie folgt schreiben: 


ae, ax, 
> a, ds = — 0D ag 


Ow 
und wenn mit ore multipliciert und nach v summiert wird, so ergeben 


sich die aquivalenten Gleichungen: 


Dordt =0 >) Qsduy (r= 1,2,... 0), 


womit die behauptete Higenschaft nachgewiesen ist. 

Hiernach ist klar, dass wir von » auf der Normale gelegenen 
Hauptkriimmungsmittelpunkten und von einer aus » Manteln zusammen- 
gesetzten Evolutenhyperfliche reden kénnen. Auf jedem Mantel 2; sind 
die Curven, die von den Normalen der Ausgangshyperfliche lings einer 
Kriimmungslinie der entsprechenden Schar umhiillt werden, geoditische 
Linien, und es giebt auf 2; eine Schar zu ihnen orthogonaler » — 1- 
dimensionaler Mannigfaltigkeiten, deren Gleichung: R; = Const. ist. 
Der Leser kann dieses sofort auf Grund ahnlicher Uberlegungen wie 
in § 122 nachweisen, eine Erweiterung, die keine Schwierigkeit bietet. 
Umgekehrt, wird auf einer Hyperfliche V, von S,+, eine einfach 
unendliche Schar geodatisch paralleler » — 1-dimensionaler Mannig- 
faltigkeiten festgelegt und werden in S,4, die Tangenten an die zu 
diesen Mannigfaltigkeiten orthogonalen geoditischen Linien gezogen, so 
sind diese Tangenten die Normalen einer Hyperfliche &,, fiir welche 
die Hyperflache V, ein Mantel der Evolutenhyperfliche ist. 

Der Leser kann auch leicht die Untersuchungen des Kap. V iiber 
die sphirische Abbildung der Flichen und iiber Ebenencoordinaten auf 
n-dimensionale Raéume erweitern, was wir hier der Ktirze wegen tibergehen. 


§ 339. Formeln von Gauss und von Codazzi im elliptischen Raume. 


Wir wollen nun fiir den elliptischen Raum ein System von Grund- 
formeln suchen, welche den in den drei voraufgehenden Paragraphen 
fiir den euklidischen Raum entwickelten véllig entsprechen. 


§ 339. Formeln von Gauss u. von Codazzi im elliptischen Raume. 617 


Hierzu bedienen wir uns der geoditischen Abbildung des ellip- 
tischen Raumes auf den euklidischen, und zwar der Gleichungen in 
§ 329. Als Linienelement des elliptischen m-dimensionalen Raumes S, 
vom Radius & nehmen wir das durch die Gleichung: 


(25) ds? = RB? (da? + da? + +--+ dz,”) 
gegebene an, worin 2, %,, %,... %, durch die Beziehung: 
(26) ty fae +++ +t? = 1 


mit einander verkntipft sind. Der euklidische Raum S,,, auf den wir 
die (geodatische) Abbildung vornehmen, ist der durch die homogenen 


Coordinaten %, %,, %,... % bestimmte Raum, wenn in ihm eine 
Cayley’sche Metrik beziiglich der Fundamentalhyperfliche: 
(27) te + a2 +0 + 72 = 0 


zu Grunde gelegt wird. In S, wahlen wir eine Hyperfliche V,—, mit 
den Gleichungen: 


Lp Og (Uy 5 Ua gnc ln—=1)) y=; (Uy, Uay + Un—1) 52+ Un == Hn (Uy, Uys... Un) 


Das Quadrat ihres Linienelements sei: 


(28) ds = Vadudu (i,k =1,2,...n—), 
ik 
und darin: ‘ 
Ox, Ox, 
(29) by = S Danae 
In S; sind die Coordinaten 
Ex Bee onisics Ee 


des Poles der Tangentialhyperebene in einem Punkte x; der Hyper- 
fliche V,,_, beziiglich der Fundamentalhyperflache (27) bis auf das 
Vorzeichen vollkommen durch die Gleichungen bestimmt (s. § 329): 


0x, ¢ 
(30) Se? =1, Gx, = 0, Ea” = 0 (Ga 1' 2,...m—1). 


Die Coordinaten eines Punktes, der auf der Normale zu V,_,; in 
x; von x; um die Strecke w entfernt ist, sind durch die Gleichungen 


gegeben (ebenda): 
(31) @) = ay 008 + &, sin 3 (gee Ogle. 5 9) 


Hieraus ergiebt sich speciell, wenn wir die V,—, unendlich nahe 
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benachbarte und im Abstande ¢ parallele Hyperflache betrachten, fiir 
die Variation des Linienelements die Gleichung: 


dds? = 2eRSda,dé,. 


Demnach haben die Coefficienten Q;, der zweiten Grundform von 


V,—1 (§ 331) die Werte: 


On, 06, 
(32) n= — BS 5 Ou, =88657 OU, 
Da die Determinante (# + 1)*" Ordnung: 
0 Xo 0X4 0X4 
Ou, ue 0 Wy Onetie oa &0 
On, 0 Hy 6 xy 
OU, i Us Ou, 1 oar gi 
0 Ly é vy 0 Ly 
rnc a Rone Roe 


von Null verschieden ist, weil ihr Quadrat gleich der Discriminante 
|b:, der Gleichungen (28) ist, so kénnen wir die Differential- 
quotienten 

0° x, Cs, 


ay y, 
OU, OW, Ou, 


linear und homogen durch 


0k, 0x, Ox, 
a ote eee syeme oe LS £., 3 
OU? OU? Cie Cu ¥ 


ausdriicken, und es werden in diesen Ausdriicken die Coefficienten 
von v unabhingig sein. Auf diese Weise erhalten wir sofort die 
folgenden Grundformeln (vgl. 8. 89): 


ik| Ox b5% 25% ; . 
lene = =D" 5 OU, Rae + Rs (, k=1,2,...n—1), 


be: in RDB QU, Col ee ae 


Sie gelten fiir jedes beliebige Wertepaar ii Gps 
Bei der Aufstellung der Integrabilitétshedingungen fiir das System 


(33) 
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(33) erhalten wir erstens die folgenden den Gauss’schen Gleichungen 
entsprechenden Gleichungen *): 


DD. 
(34) Qi4 Qy — Qij Qey = (iv, kej)o Lata 
(4, k,j,v=1, 2, ee nm — 1). 


— b,,b 
R? 


ky 


ZAweitens ergeben sich wieder die Codazzi’schen Gleichungen: 


(35) ae to SO FH Ona Pale - Oe, 


§ 340. Hyperflichen im elliptischen Raume. 


Sobald die Coefficienten b;,, 2;, der ersten und der zweiten Grund- 
form den Gleichungen (34) und (35) geniigen; so ist das System (33) 
unbeschriinkt integrierbar, und durch ein ganz dhnliches Verfahren 
wie in § 336 lasst ‘sich nachweisen, dass eine zugehdrige Hyperfliche 
existiert. Fiir »>3 geben natiirlich die Gleichungen (34) im allgemeinen 
die Q;,, wenn die 6;, bekannt sind, und auch hier ist eine Hyper- 
flache unverbiegbar. Die Coefficienten der ersten Grundform diirfen 
nicht willkiirlich gewihlt werden, und somit giebt es insbesondere im 
elliptischen Raume von mehr als drei Dimensionen mit dem Radius R 
poe Hyperflichen mit constantem (Riemann’schem) Kriimmungsmass 
— und von solchen mit constantem Kriimmungsmass > - nur die 
Hypersphiren (vgl. § 337). Was die Hyperflachen mit dem constanten 
Kriimmungsmass . Ri anbetrifft, so sind sie nichts anderes als die geo- 
ditischen Hyperflichen des Raumes. 

Auch in der elliptischen Geometrie, die wir jetzt behandeln, gilt 
fiir die Kriimmungslinien einer Hyperflache dieselbe Definition wie im 


*) Kigentlich ergeben sie sich zunichst in der Form: 


2 k 
(al, kj} Sate ameter) eee a ve 
{ik, kg } ee eae je — 23, 244) x. Re 


b. 
pee ik 
(ij, hy Py 254 2%5¢ — Mi; Xue) + Rs 


Diese Gleichungen lassen ae aber sofort in die Gleichungen (34) des Textes 
iiberfiihren. Ubrigens folgen (34) und (35) direct aus den allgemeinen Gleichungen 
(C), (D), 8. 602—603, unter er ce der Identitiiten (S. 574): 


(rk, th), = zn (Ay ¢ Uy — Orn, Wik): 
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Oy4 is yt} 


Falle des euklidischen Raumes (§ 338). Nehmen wir nimlich an, dass 
die Normalen lings einer Curve Z einer Hyperflache V,—1 eine Curve C 
im Raume umhiillen, so erhalten wir lings ZL die charakteristischen 
Gleichungen: 

dz =—tg5di, (v—0,1,...), 


wo w das Stiick der Normale zwischen dem Fusspunkt und dem Be- 


0” 
rtthrungspunkt mit C ist. Durch Multiplication mit aa und Summa- 
k 


tion nach vy erhalten wir das aquivalente System: 
Dd badu = Rig % SQndu (= 1,2,...m—1). 


Auf diese Weise kommen wir zu den allgemeinen Gleichungen 
zurtick, die uns zur Definition der Kriimmungslinien gedient haben, 
womit unsere Behauptung bewiesen ist. 

Ferner ergiebt sich der zugehérige Hauptkriimmungsradius 


o=Rtgz- 
Entsprechend also den ~ — 1 Hauptkriimmungsradien 


Ory” 02.) Fs Ont 
erhalten wir auf der Normale » — 1 Hauptkriimmungsmittelpunkte; 
ihre Entfernungen vom Fusspunkt 21, w2,...w,—1 sind durch die 
Gleichungen: = 
= Rtgs @==1,2;...n-——) 
definiert*). 

Endlich bemerken wir, dass man in der elliptischen Geometrie 
auf em Princip metrischer Dualitit stésst, wenn man zusammen 
mit jeder Hyperflache V,_, die Polarhyperfliiche V,,_, beziiglich der 
Fundamentalhyperfliche betrachtet. Wegen der Gleichungen: 


1 Ww eo 
40) = — — 
= & 008 + §sinz, 
die fiir === w= & geben, ist letztere nichts anderes als die zur 


Ausgangshyperfliche im Abstande ee parallele Hyperfliiche. Es_ ist 
wohl klar, dass auf den beiden Hyperflichen die Kriimmungslinien 
einander entsprechen und die Hauptkriimmungsradien der einen die 


inversen derjenigen der anderen sind. 


“) Da sich die Gerade nach einem Umgange um 28 schliesst, so ist Ww; 
vollkommen dadurch bestimmt, dass es zwischen 0 und zB liegt. 
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Bezeichnen wir mit 
ds? = S ae, = oinduidu. 
ik 


das Quadrat des Linienelements von V,—1, so hat es offenbar dieselbe 
zweite Grundform; desgleichen werden neben den Gleichungen (33), (34) 
und (85) auch diejenigen gelten, welche sich aus ihnen ergeben, wenn 
die « mit den & und die b mit den b’ vertauscht werden. 


§ 341. Hyperflachen im hyperbolischen Raume. 


Wir wollen nun in gedringter Kiirze auch ftir die hyperbolische 
Geometrie eine Gruppe von Gleichungen ableiten, die den Gleichungen 
(33), (84) und (35) vollig ahnlich sind. Hierzu bedienen wir uns 
wieder der Beltrami’schen geodiitischen Abbildung des hyperbolischen 
Raumes mit dem Radius R auf den euklidischen, und zwar auf das 
Innere der Hypersphire (§ 327): 

2+ a7? +--+ + 4,7? = 1. 
Dabei fiihren wir jedoch homogene Coordinaten ein, indem wir = 
statt x; setzen, und bestimmen den den homogenen Coordinaten an- 
haftenden willkiirlichen Factor dadurch, dass wir: 


(36) tr? tarz+-:--+4,%—4,?=—1 


setzen. Zur Bestimmung des Abstandes 0 zweier Punkte # und a’ 
erhalten wir die Gleichung: 


o) if iA 7 if 
(37) cosh = = — (4,2 Wy Ay ++ + Lynden’) + Hy Xo, 


und nehmen wir sie als einander unendlich nahe an, so folgt hieraus 
fiir das Quadrat des Linienelements des hyperbolischen Raumes: 


(38) ds? = RB? (da,? + da” +--+ + da,? — da,’). 


Betrachten wir nun einen -Punkt x des Raumes und eine durch 
ihn gehende Ebene, deren Pol beziiglich der Fundamentalhyperflache: 


Gt ag oe = ye Dy 1 
die homogenen Coordinaten 
Eo, Sr, «++ Sn 


haben mag, so haben wir: 


(39) 3 Exo -{- Sef -++ hae ++ Eady = 0. 
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Da wir nun den Pol & als ausserhalb der Fundamentalhyperflache 
eelegen voraussetzen, so ist: 


Dew, 


und wieder bestimmen wir den den & anhaftenden Proportionalitits- 
factor durch die Gleichung: 


(40) pity Sy ad eee 
Die Gleichungen: 
(41) x, = x, cosh + &, sinh 5 


geben fiir veranderliches w die Coordinaten jedes Punktes auf der Ver- 
bindungslinie von # und &, die auch die Normale zur Polarebene von 
— in # ist. Ferner ist wegen (37) w der Abstand zwischen z und 2’. 
Des weiteren sei darauf hingewiesen, dass der Gleichung (37), die den 
Abstand zwischen # und 2’ angiebt, eine zweite dualistisch entspricht, 
die den Winkel » der beiden Hyperebenen § und &’ angiebt, naimlich 
die Gleichung: 


(41%) cosp = Sb — bob. 


Nun setzen wir voraus, wir hitten im hyperbolischen Raume eine 
Hyperflache V,_1, deren Linienelementquadrat wir wieder mit: 


(42) d& = Vindudu, (i,k =1,2,...n—1) 
ik 
bezeichnen, wobei: 
71 9%, Cx, Oa, 0x 
2 eee 2 ¥ 1 2 0 0 
(43) bin = B > Ou, OU, hi OU, OU, 
i 


ist, und es waren 
ae eis sis. 8 ae 


die Coordinaten des Poles der Tangentialhyperebene beztiglich der 
Fundamentalhyperfliiche, sodass wir haben: 


| Setar =, be, — ba —0, 


Ou, Ox, c 
[Spee eee (Gow, 2). na); 


Fiir die Coefficienten Q;, der zweiten Grundform erhalten wir: 


Bx, Co, 
Q3, = R (> 5 r,) U; OU, 50 0 U; a) 


= — R( 108, CED ana a; 


y 4 ey _s 4 
OU, OU, OU, Ow; 


(44) 


(45) 
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und verfahren wir wie in § 339, so ergiebt sich, dass an Stelle der 
Gleichungen (33) einfach die folgenden treten: 


Ou, taal oe oe a: &, 


aa BD! DB ce 


Ihnen geniigen wieder die » + 1 Wertepaare » Ey = Onilenvm 
Die Gauss’schen Gleichungen lauten hier: 


54 Ojy — bij ny 
(47) QQ — Qijz Qey = (iv, hj)y + ee = 


(46) 


wiahrend die Codazzi’schen Gleichungen ihre Form: 


(48) Ou, ar Ou, DHE | Qu eat | Qn = 0 
unverandert beibehalten. 


Wieder geben die Gleichungen (47) und (48) die notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen dafiir an, dass die beiden Formen: 


> binducdug, > Qixducdy 
A tk 


als erste bezw. zweite Grundform zu einer Fliche des hyperbolischen 
Raumes gehéren. 

Es ist hier zu bemerken, dass die auf die zweite Weise definierten 
Kriimmungslinien (vgl. den voraufgehenden Paragraphen) sicherlich auch 
Kriimmungslinien im ersten Sinne sind; das Umgekehrte gilt aber nur 
dann, wenn der entsprechende Hauptkriimmungsradius nicht grésser als 
R ist. Verfahren wir némlich wie in § 340, so erhalten wir hier: 


Ww; 
a= fk tgh>, 


und wenn | Q;| grésser als Ff ist, so ist der zugehdrige Wert von w; 
imaginér. Aber das Schneiden einer Normale mit der nachstfolgenden 
findet im euklidischen Bildraume immer noch thatsichlich statt; nur 
liegt hier der Schnittpunkt ausserhalb der Fundamentalhyperfliche 
und bildet als solecher einen imaginaren Punkt des hyperbolischen 
Raumes ab. 

Zum Schlusse mag erwihnt werden, dass man auch in der hyper- 
bolischen Geometrie von einem Prinzip metrischer Dualitat reden 
kann. Nur muss man hier, da ja die Polarhyperflache der gegebenen Fiche 
beziiglich der Fundamentalhyperfliche eine véllig imaginire Fliche des 
hyperbolischen Raumes vorstellt, anstatt des Linienelements der Aus- 
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gangshyperfliche ihr Winkelelement einfiihren, d. h. den unendlich 
kleinen Winkel dg, der von zwei unendlich nahe benachbarten Hyper- 
tangentialebenen £ und £ + d& gebildet wird. Infolge (41*) ist er ge- 


reben durch: 
§ dg? = ae, — dé,2.*) 


Bezeichnen wir nun mit 0;, die Coefficienten dieser dritten Funda- 
mentalform, so erhalten wir als die den Gleichungen (40) dual ent- 
sprechenden ee unmittelbar die folgenden: 


| a Ow, me tae ne SG 4) 
| = ae HD Bid oe 


Die Codazzi’schen Gleichungen bleiben hinsichtlich der Form der 
bj, ungeindert; dagegen treten an Stelle der Gleichungen (47) die 
folgenden: 


(46%) 


Rip iy — Vij 2ev Sergi Mee ah, 
(47*) Ae = — (tv, kj)y + bin dj, — Dis Dev « 


§ 342. Specialfall des dreidimensionalen elliptischen oder hyper- 
pbolischen Raumes. Haupttangentencurven und Enneper’scher Satz. 


Wir wollen nun unsere alleemeinen Formeln auf den Fall der 
dreidimensionalen Raume anwenden. Zur besseren Vergleichung mit 
den Formeln der gew6hnlichen Theorie bezeichnen wir wieder mit wu, v 
die unabhiingigen Verinderlichen oder krummlinigen Coordinaten auf 
der Fliiche und mit 


Edw + 2Fdudv + Gdv’, 
Ddu? + 2 D'dudv + D" dv? 


die erste bezw. zweite Grundform. Wir kénnen auch die dritte Grund- 
form, die wir mit 

E'dv? + 2F'dudv + G’dv? 
bezeichnen, in den Kreis unserer Betrachtungen ziehen; sie stellt das 
Quadrat des Winkelelements der Ausgangsfliiche oder auch, in der 
elliptischen Geometrie, das Linieneclementquadrat der Polarfliche dar. 


*) Auf diese Auffassung des Dualitiitsprinzips hat bereits C. Fibbi hin- 
gewiesen in seiner Abhandlung: I sistemi doppiamente infiniti di raggi negli 
spazi a curvatura costante (Annali della Reale Scuola Normale Superiore, 7. Bd.). 
Hier auch treten zum ersten Male fiir den Fall » =3 und fiir auf einander senk- 
rechte Parameterlinien die Formeln des Textes auf. 
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In beiden Fallen gelten die Codazzi’schen Gleichungen (8. 91, ([V)): 
CD TOD: f12) it 12) 1 7, LAY, 
| (OD acd ue Wit j\D+|{ 1 amt 2 | |D a 2 |D sr 


ee “ed (i> +e} -}o—-[y}a7=0, 


(49) 


die wir auch in der zweiten Aquivalenten Form (IV *) (S. 92) schreiben 
kénnten. Die Gauss’sche Gleichung lautet, wenn K, die Kriimmung 
des Raumes und K die absolute Kriimmung der Fliiche bedeutet: 


(50) IDIOM” We 


aoe oe 


Dabei haben wir im Falle der elliptischen Geometrie K, = + —- 


1 Ay ak ae 
=< a: Die linke Seite 


von (50) ist nichts anderes als das Product der beiden Hauptkriim- 
mungen und mag die relative Kriimmung & der Flaiche genannt 
werden, sodass 


in Falle der hyperbolischen Geometrie K, = 


k= K— K, 


ist. Umgekehrt, sind die Gleichungen (49) und (50) erfiillt, so giebt 
es im elliptischen oder hyperbolischen Raume eine zugehérige Fliche. 
Thre Bestimmung hangt beim clliptischen Raume von der Integration 
des nachstehenden unbeschriinkt integrierbaren Systems ab: 

Orn 11) 0x 11) 0a E D 

oe bern ler Bee oR 

Ore f12) 0x 12) 0x F Ds 
5 as : 

(61) eee eee Bet Rs, 

07% (22) 0x (22,02  G Dye} i) 1 
amigos bap a fa 
EE: FD'—GD dx , FD—ED'dx 
m= B( E@—F* jut EGF 58)? 

é FD” —GD' 0« FD'— ED" 0x 
A Gree ou 4) EGF a) 


(52) 


Beim hyperbolischen Raume dagegen haben wir als entsprechendes 
System dasjenige, welches sich aus dem obigen einfach dadurch er- 
giebt, dass in den drei Gleichungen (51) das Vorzeichen des Gliedes 
in x geaindert wird. 

Von Wichtigkeit ist es, darauf hinzuweisen, dass in der elliptischen 
oder hyperbolischen Geometrie die Definition conjugierter Richtungen 
dieselbe bleibt wie in der euklidischen Geometrie. Da sich, wenn man 


*) Man vergleiche hierzu die allgemeine Gleichung (19), 8. 609, 


Bianchi, Differentialgeometrie. 40 
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wie auf §. 107 verfahrt, herausstellt, dass die Bedingung dafiir, dass 
zwei Linienelemente ds und 0s conjugiert sind, durch: 
dat, + di, 0x, + datyO%, + dad x, = 0 
beim elliptischen Raume und durch 
— dx 0% + dx, 0x, + da, 0x, + dx,0x, = 0 


beim hyperbolischen Raume angegeben wird, so wird sie sich in beiden 
Fallen durch die Coefficienten der zweiten Grundform vermége der 
gewohnlichen Gleichung: 


Ddudu + D’(dudv + dvdu) + D”dvdv = 0 


ausdriicken. Insbesondere lautet die Gleichung der Haupttangenten- 
curven wieder: 


Ddw + 2D'dudv + D'dv? = 0. 
Beachten wir dann weiter, dass die dritte Grundform: 
Edw + 2F"dudv + G'dv’ 
auch hier eine lineare Verbindung der anderen beiden ist, dass naémlich 
die Gleichung besteht: 
Edw + 2F'dudo + G'dv? = 


1 2 
(33) } each: (Edu? + 2Fdudv + Gdv*) — 


= (— a -) (Ddw + 2D'dudv + D’dv’), 


wo o, und g, die Hauptkriimmungsradien bedeuten, so folgt daraus, 
dass auch in der elliptischen oder hyperbolischen Geometrie der 
Enneper’sche Satz (8.121) in der nachstehenden Fassung gilt: 

Das Quadrat der Torsion*) der Haupttangentencurven 
ist in jedem Punkte gleich der mit entgegengesetztem 
Zeichen genommenen relativen Kriimmung & der Fliche. 

Wir fiigen noch hinzu, dass auch hier der Satz noch bestimmter 
gefasst werden kénnte. Hs liisst sich niimlich wieder beweisen, dass 
die beiden durch einen Fliichenpunkt gehenden Haupttangentencurven 
in ihm gleiche, aber dem Zeichen nach entgegengesetzte Torsionen 


haben. (Vgl. 8. 128.) 


“) Wir messen die Torsion einer Curve im elliptischen oder hyperbolischen 
Kaume dadurch, dass wir den unendlich kleinen Winkel, den zwei unendlich nahe 
benachbarte osculierende geodiitische Fliichen bilden, durch das Bogenelement 
dividieren. Dieses liefert uns: 

1 1 1 1\ Ddw? + 2D'dudv + D’ dv? 
G =| dw +2 Fdudv + Gdv? © 


ie 01 Gs 
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§ 343. Fortsetzung. 


Auf Grund der Fundamentalgleichungen des voraufgehenden Para- 
graphen kénnten wir die ganze Flichentheorie wieder aufnehmen, um 
sie auch im Falle des elliptischen oder hyperbolischen Raumes parallel 
mit der gewoéhnlichen Theorie zu entwickeln. Wir wollen uns hier 
darauf beschrinken, nur einige Hauptpunkte dieser Erweiterung, die 
sich tibrigens sehr leicht durchfiihren laisst, hervorzuheben. 

~ Zaniichst setzen wir voraus, die Fliche habe reelle (und ge- 
trennte) Haupttangentencurven, d.h., ihre relative Kriimmung hk sei 
negativ. Setzen wir: 


so erhalten wir: 
” De 1 
D==), DD’ =, —————— = 
VEG — F3 a 


Also lauten die Codazzi’schen Gleichungen: 


(54) ee et, ae et 
Umeekehrt, ist die Kriimmung K der Differentialform: 

(55) ds? = Hdw? + 2Fdudv + Gdv? 

so beschaffen, dass, 

(56) K—K,=—z 


gesetzt, die Gleichungen (54) gelten, so giebt es eine Fliche des 

1 
elliptischen oder hyperbolischen Raumes (je nachdem Ky gleich + 
oder — = ist), deren Linienelementquadrat unter Zugrundelegung der 


Haupttangentencurven wu, v durch (55) gegeben ist. 

Als Specialfall betrachten wir die Flachen mit constanter Kriim- 
mung und reellen Haupttangentencurven. Da in diesem Falle 4 con- 
stant ist, ergiebt sich aus (54): 


(1?) 0, es may 


folglich kann mittels Anderung der Parameter u, v das Quadrat des 
Linienelements auf die Form gebracht werden (S. 130): 
(56*) ds? = du? + 2 cosadudv + dv’. 

Darin ist @ ein Integral der Differentialgleichung: 


CO. 
Cwov 


—Ksino, 


40* 
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von der auch die Bestimmung der pseudosphirischen Flaichen des 
euklidischen Raumes abhiinet. Demnach gelten auch fiir diese Flachen 
in Raumen constanten Kriimmungsmasses wieder die Satze auf 8. 130. 
Wenn dann nicht nur die relative Kriimmung /, sondern auch die ab- 
solute K =k + K, negativ ist, so wollen wir die Fliche als pseudo- 
sphirische bezeichnen. Fiir diese Flichen gelten ebenfalls, wie wir 
bald sehen werden, die in Kap. XVI behandelten Transformations- 
methoden. 

Wir wenden noch die soeben erhaltenen Gleichungen auf die 
Minimalflachen an, d. h. auf diejenigen Flachen, bei denen die Haupt- 
kriimmungsradien in jedem Punkte gleich und entgegengesetzt sind*). 


Da in diesem Falle 
F=0 
ist, so folet aus der Gleichung: 


12) 


{ 12) 
owl! 


Se) 
~ do l2s 
wieder: Die Haupttangentencurven auf den Minimalflichen 


bilden ein Isothermensystem. 
Die Gleichungen (54) und (56) beweisen ferner, dass das Linien- 


elementquadrat der Fliche auf die Form: 
ds? = e?9 (du? + dv*) 


gebracht werden kann. Darin ist # ein Integral der’ Gleichung: 


078 O78 
(cc) aE Sea < sinh 2@ 


im Falle des elliptischen Raumes, d. h. ftir A, =-+ —- , oder der 
Gleichune: 
orn 07a 2 
(B) aa -- ap? Be cosh 2 
1 


im Halle des hyperbolischen Raumes, d. h. fiir Aj == — oe 


Bemerkenswert ist, dass wir zur Bestimmung der Minimalflachen 
im elliptischen Raume dieselbe Gleichung (@) haben, von welcher im 
euklidischen ee die Bestimmung der F lichen constanter mittlerer 


Kriimmung x abhinet, die ferner dasselbe Linienelement haben. 

*) Auf den Beweis dafiir, dass mit der Relation: e, + @, = 0 wiederum die 
Wigenschaft des Flichenminimums verbunden ist, gehen wir hier nicht ein. Der 
Leser sei verwiesen auf Darboux, 3. Bd., 8. 491, oder auf die Abhandlung des 
Verfassers in den Atti dei Lincei, 4. Ser., 4. Bd., 1888. 
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§ 344. Flichen mit dem Kriimmungsmass Null im elliptischen Raume 
als Schiebungsflachen*). 

Unter den Flichen constanten Kriimmungsmasses im elliptischen 
oder hyperbolischen Raume sind besonders bemerkenswert diejenigen, 
deren absolute Kriimmung gleich Null ist, fiir die somit die gewéhn- 
liche Metrik der euklidischen Ebene giiltig ist. In diesem Paragraphen 
behandeln wir die Flichen mit dem Kriimmungsmass K = 0 im ellip- 
tischen Raume, deren Haupttangentencurven, da die relative Kriimmung 
k= —a ist, reell sind und die constante Torsion +5 haben. Fiir 


das Quadrat ihres Linienelements erhalten wir unter Zugrundelegung 
der Haupttangentencurven w, v den Ausdruck: 


ds? = dw? + 2 cosadudv + dv’. 


Da o ein Integral der Gleichung: 


Opa ay 
Oudv 
ist, so hat es die Form: 
oa—U-+YSJ, 
wo U nur von uw, V nur von v abhingt. Das Linienelementquadrat: 
(57) ds? = du? + 2 cos(U+ V) dudv + dv? 


ist das der gew6hnlichen Ebene, in der alle Curven w unter einander und 
alle Curven v unter einander congruent, nur gegen einander verschoben 
sind**) . Nun ist die merkwiirdige Higenschaft, auf die wir hinweisen 
wollen, die, dass auch auf den Flachen mit verschwindender Kriim- 
mung im elliptischen Raume alle Haupttangentencurven wu bezw. v unter 
einander congruent sind. Dieses ergiebt sich unmittelbar daraus, dass 
ihre beziiglichen geoditischen Kriimmungen, die zugleich die absoluten 
Kriimmungen sind, da es sich um die Haupttangentencurven handelt, 


durch die Gleichungen: 


oa e, Ou 
gegeben sind, sodass also alle Curven wu = Const. dieselben natiirlichen 


Gleichungen: 4 i s 

e,, = Vw, je ps 

*) Vgl. die Abhandlung des Verfassers: Sulle superficie a curvatura 
nulla in geometria ellittica (Annali di Matematica, 24. Bd., 1895). 

**) Die expliciten Gleichungen fiir die orthogonalen Cartesischen Coordi- 


naten in der Ebene als Functionen der Parameter w, v in (57) lauten: 
As = f sin Udu —f sin Vdv, 
y = [cos Udu + [cos Vadv. 
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haben, wenn v eben ihr Bogen ist*). Welche Art der Bewegung 
muss nun im elliptischen Raume stattfinden, damit eine der Haupt 
tangentencurven « mit allen tibrigen zur Deckung gelange? Bedenken 
wir, dass bei einer solechen Bewegung alle Punkte der Haupttangenten- 
curve wu gleiche Bogen der Haupttangentencurven v beschreiben, so 
erhellt, dass diese Bewegung in der stetigen Schiebung dieser Haupt- 
tangentencurve langs einer solchen der anderen Schar besteht**). 
Umgekehrt folgt daraus, dass die beiden Functionen U, V will- 
kiirlich sind, die Thatsache, dass, wenn wir im elliptischen Raume 
vom Radius R zwei Curven C und C” mit constanter, aber entgegen- 


1 ies 
gesetzter Torsion, + 7, nehmen und sie im Raume so legen, dass 


sie durch einen gemeinsamen Punkt O gehen und in ihm dieselbe 
Schmiegungsebene haben, wir der Curve C nur eine stetige Schiebung 
erster Art lings C’ oder auch der Curve C’ eine stetige Schiebung 
zweiter Art lings C zu erteilen brauchen, um eine Fliche mit der 
Kriimmung Null zu erzeugen. 

Wir koénnen also sagen: 

Alle Flachen mit der Kriimmung Null im elliptischen 
Raume vom Radius R& sind Schiebungsflachen, deren beide 
erzeugenden Curven constante, aber entgegengesetzte Tor- 


1 
sion, ++ %, haben. 


Ist, eine der beiden willktirlichen Functionen U, V, z. B. V, con- 


stant, so sind die Haupttangentencurven v geoditische, folglich gerade 
Linien. Um diese Linienflachen mit der Kriimmung Null zu erhalten, 


brauchen wir also nur eine beliebige Curve mit der Torsion + 4 


1 : A 4 : 
oder — Rm nehmen und durch einen ihrer Punkte in der Schmie- 


gungsebene eine Richtung festzulegen; diese bestimmt dann eine Schie- 
bung erster oder zweiter Art (je nach'dem Vorzeichen der Torsion) 
von verinderlichem Betrage, wahrend welcher die Curve eben die ge- 
suchte Flaiche erzeugt. 

Diese Linienflichen besitzen aber noch eine sehr merkwiirdige 


*) Dass auch im elliptischen Raume eine Curve durch ihre nattirlichen 

Gleichungen eindeutig bestimmt ist (8.12), kann auch hier auf Grund der ein- 
schligigen Frenet’schen Formeln nachgewiesen werden, was wir dem Leser 
iiberlassen. 
**) Zufolge den Higenschaften der Schiebungen (§ 330) ist klar, dass eine 
Schiebung erster oder zweiter Art vollkommen bestimmt ist, wenn die Richtung, 
nach der sich ein gegebener Punkt des Raumes bewegt, und der Betrag der 
Schiebung gegeben sind. 
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Kigenschaft, auf die wir hier nur hinweisen wollen. Sie besteht darin, 
dass alle Orthogonaltrajectorien der Erzeugenden ebenfalls (g codabeche) 


1 
Curven mit der constanten Torsion 7 sind. Demnach giebt es auf 


der Flache ue. verschiedene Scharen von Curven mit der constanten 


Torsion —+ x ; 
geoditische Orthogonaltrajectorien der Erzeugenden sind. Somit sind 
wir zu dem Ergebnis gelangt: 

Jede Linienfliche mit verschwindender Kriimmung im 


elliptischen Raume vom Radius R ist die Ortsfliche der 


von denen die einen Haupttangentencurven, die anderen 


Binormalen einer Curve mit constanter Torsion _ Un- 
gekehrt ist eine jede solche Ortsfliche eine Fliche mit ver- 
schwindender Kriimmung%*). 

Unter diesen Linienflachen verdient die Clifford’sche Doppel- 
Linienflache besondere Erwihnung. Sie ergiebt sich, wenn beide 
Functionen U, V constant, also beide erzeugende Curven Gerade sind. 
Auf die merkwiirdigen Higenschaften der Clifford’schen Fliiche hat 
Klein mit Recht die Aufmerksamkeit der Mathematiker in den an- 
gefiihrten Arbeiten gelenkt. Wir wollen hier bemerken, dass im ellip- 
tischen Raume, abgesehen von der Kugel, die Clifford’sche Fliche die 
einzige Flache ist, die constante eee ee ee hat. Ist ins- 
besondere: Ce 
so ist die Clifford’sche Flache sowohl eine Fliche mit verschwindender 
Kriimmung als auch eine Minimalfliche. 


§ 345. Die beiden Mantel der Evolutenfliche. 


Wir wollen nun die allgemeinen Formeln in § 342 auf den Fall 
anwenden, in dem die Parameterlinien w, v die Kriimmungslinien sind. 
Der Kiirze halber entwickeln wir die Rechnungen nur fiir den Fall 
des elliptischen Raumes; doch wird der Leser leicht nachweisen kénnen, 
dass ganz ahnliche Freeones fiir den hyperbolischen Raum gelten. 

Der Einfachheit halber setzen wir R= 1, wenn w,, w, die Hnt- 


*) Jede Linienfliche mit verschwindender Kriimmung ist somit in einer Clif- 
ford’schen Congruenz enthalten. Dass umgekehrt jede Linienfliche einer 
Clifford’schen Congruenz verschwindende Krtimmung hat, folgt ein- 
fach daraus, dass jede solche Fliiche eine stetige Schiebung in sich gestattet, 
wihrend welcher jede erzeugende Gerade in sich verschoben wird. Auch kénnen 
wir unserem Satze folgende bemerkenswerte Fassung geben: Die Binormalen 


‘ dived he 
jeder Curve mit constanter Torsion FR in unserem elliptischen 


Raume sind im Clifford’schen Sinne parallel. 
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fernungen der beiden Kriimmungsmittelpunkte vom Fusspunkt der 
Normale, und miissen dann hier setzen: 
Hi=='0), DiaNOE 7, == te Ww, , == ty, 
pis ee 


Toe, jie 
Auf diese Weise gehen die Codazzi’schen Gleichungen in die gewohn- 
lichen fiir den euklidischen Raum giiltigen tiber: 


— eS (1) 0 
Ut es Ov Cosas) ae 


He: ee a ee ee: 


Aus den Gleichungen (52) ergeben sich ferner die Rodrigues’schen 
Gleichungen: 

mye Ox 0g Cx 
(59) ay a C0 We x, Ap Cob Wy a 


Bezeichnen wir nun mit ¥,, Y, Y3, Yy die Coordinaten des ersten 
Kriimmungsmittelpunkts, so haben wir: 


(58) 


Yi = X; COS W, — §; sin wy. 
Differenzieren wir dieses unter Beriicksichtigung der Gleichungen 
(58) und (59) und versehen wir die auf den ersten Mantel der Evo- 


lutenfliche (vgl. 8. 326 u.f.) beziiglichen Gréssen mit dem Index 1, 
so finden wir leicht: 


[# ee Fi sin? ey) ae eae 


sin? w, ou 
60 
0) es G = (24) 
LOU 0ow 71 V0)? 
also: 
@ 9 Esin* (wz—W,) 79 
(61) ds, dw? + ——-;7-— du 


sin? wy 


Bezeichnen wir ferner mit 7,, 7, 43, 7, die Coordinaten der Tan- 
gentialebene des ersten Mantels der Evolutenflache, so erhalten wir: 


° 1 0a, 
ee 
demnach wegen der Gleichungen (51): 
On; 1 ov 0x, 
oa” VEG Ov dw’ 
On; 1 0VG oz, eee 
ie a E ou ou —VGa; ahaa 


Aus diesen Gleichungen leiten wir fiir die Coefficienten D,, D,’, D,” 
der zweiten Grundform des ersten Evolutenflichenmantels die Werte ab: 
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E sinw, dw : V@ ow 
62 D => = is z = iy es Ao as “ 
(62) , VG sin? w, Gv’ Rie ie Yi sinw, Ov 
Analog erhalten wir fiir den zweiten Mantel: 
: ‘ G sin? (w,— 3 
(61*) ds? = dw,? + Sar det, 
(62) Tete. VE OW, » Dee ety ee G sinw, Ow, 


VE sin? w, du 


Hieraus ergeben sich fiir die relativen Kriimmungen k,, k, der 
beiden Evolutenflichenmiintel die bemerkenswerten Ausdriicke: 


BE Oni 

3 — Li aoe eee — : ou . 
(63) sin* (w,—w,) Ow, ’ hs sin? (w,— W,) OW, 
dv Ow 


Aus den Gleichungen .(62) und (62*) folgt, dass auch in den Riéiumen 
constanten Kriimmungsmasses der Ribaucour’sche Satz (5. 242) 
giiltig ist: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass 
sich auf den beiden Manteln der Hvolventenfliche die Haupt- 
tangentencurven entsprechen, ist, dass die Evolventenfliche 
eine W-Flache ist*). 

Desgleichen ergiebt sich, dass auch der Satz gilt (S. 244): 

Auf den beiden Manteln der Evolutenfliche einer Fliche 
entsprechen sich die Kriimmungslinien nur dann, wenn die 
Evolventenfliche eine W-Flache ist, deren Hauptkriimmungs- 
radien, 

n= igu,, 1, = tg W,, 
durch die Relation: 
W, — W, = Const. 
verbunden sind. 

Offenbar sind in diesem Falle wegen der Gleichungen (63) beide 

Mantel der Evolutenfliche pseudosphirische Flichen, deren absolute 


Kriimmung durch: 
(64) ic a 


= = — cot?(w, —w 
sin? (w, — W,) ( a 1) 


gegeben i. 


*) Auch hier bezeichnen wir als W-Fla&chen solche Flachen, deren Haupt- 
kriimmungsradien durch eine Relation verbunden sind. 
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§ 346. Weingarten’scher Satz. Complementartransformation der 
pseudosphirischen Flachen. 


Wir wollen hier nicht alle die zahlreichen Folgerungen aus den 
voraufgehenden Ergebnissen ziehen, sondern nur die wichtigste an- 
geben. Sie besteht wieder in dem verallgemeinerten Weingarten’schen 
Satze (8. 246): 

Jeder Mantel der Evolutenflathe einer W-Fliche im 
elliptischen oder hyperbolischen Raume ist auf eine Rota- 
tionsfliche abwickelbar, deren Gestalt lediglich von der 
Relation abhangt, welche die Hauptkriimmungsradien der 
Evolventenfliche verkniipft. 

Zum Beweise brauchen wir nur die geoditische Kriimmung der 
Curven w,= Const. auf dem ersten Mantel der Evolutenflache zu be- 
rechnen. Dafiir ergiebt sich nach (60) der Wert: 

il 


(65) Wa cot (w,— W,)- 
g 


Analog folgt aus dieser Gleichung, dass auch der umgekehrte Satz 
(S. 249) gilt: 

Jede auf eine Rotationsfliche abwickelbare Flaiche hat 
als Evolventenflaichen beziiglich der geodatischen Linien, die 
bei der Abwickelung in die Meridiane tibergehen, eine 
Schar paralleler W-Flaichen. 

Natiirlich bildet wieder derjenige Fall eine Ausnahme, in welchem 
die Biegungscurven der Meridiane Gerade sind, ein Fall, auf den wir 
hier nicht weiter eingehen*). 

Zwecks Anwendung dieser Sitze wollen wir nachweisen, dass 
auch fiir die pseudosphirischen Flaichen im elliptischen (oder hyper- 
bolischen) Raume die Complementiirtransformation (8. 457) giiltig ist. 

His sei im elliptischen Raume (R= 1) eine pseudosphirische 
Fliche vom Radius a@ gegeben, deren Linienelementquadrat unter Zu- 
grundelegung einer Schar paralleler Grenzkreise: w,=—= Const. und der 
zu ihnen orthogonalen geodiitischen Linien die Form: 


2w, 


ds? = dw? + e4 dw 


habe. Die Tangenten der geoditischen Linien w sind die Normalen 
emer W-Flache, deren Hauptkriimmungsradien wegen der Glei- 
chung (65) durch die Relation: 

*) Nur sei darauf hingewiesen, dass auch hier der Ausnahmefall bei 
denjenigen Linienflichen eintritt, welche die Ortsflichen der Bi- 
normalen der Curven mit constanter Torsion sind. (Vgl. 8. 249). 
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cot (w,— w,) = a 
verbunden sind. Daraus folgt: 
Betrachtet man auf einer pseudosphirischen Fliche mit 


e i. Oye 
der absoluten Kriimmung DC alt maa ey im elliptischen Raume 


(R = 1) eine Schar paralleler geoditischer Linien und trigt 
auf deren Tangenten vom Beriihrungspunkt aus in der Richtung 
der Parallelitit eine Strecke 0 =aretga ab, so ist die Orts- 
fliche der Endpunkte wieder eine pseudosphirische Fliche 


¥ 1 
mit derselben absoluten Kriimmung K=—-,- Hs mag noch 


hinzugefiigt werden, dass, ebenso wie im euklidischen Raume, die 
Kriimmungslinien, ebenso die Haupttangentencurven einander entsprechen 
und entsprechende Bogen letzterer einander gleich sind. 

Unschwer liesse sich auch nachweisen, dass nicht nur die 
Complementirtransformation, sondern auch die Bicklund’sche Trans- 
formation, einschliesslich des Vertauschbarkeitssatzes (Kap. XVII), an- 
wendbar ist. 

Es giebt aber einen Grenzfall des obigen Satzes, der besonderes 
Interesse bietet. Hs ist némlich der Fall, in dem K gleich Null ist, in 
dem es sich also um die in § 344 betrachteten Flichen handelt. Dann ist 
die Schar paralleler geodatischer Linien eine gewéhnliche Schar der 


euklidischen Metrik und das abzutragende Stiick 0 gleich * weswegen 


es natiirlich gleichgiiltig ist, ob man es nach der einen oder nach der 
anderen Richtung abtriigt. Da ferner 


TU 
ist, so besitzen die Evolventenflichen ebenfalls die absolute Kriimmung 


Null, denn wegen 
7, = tg, ry = tg (w,— 2) = — cot w, 
ergiebt sich: 
k=—1. 

Somit haben wir das bemerkenswerte Resultat gefunden: 

Betrachtet man auf einer Flache mit der absoluten 
Kriimmung Null im elliptischen Raume vom Radius Lf eine 
Schar paralleler geodatischer Linien und tragt auf deren 


% 


Tangenten vom Berthrungspunkt aus eine Strecke gleich > 


ab, so ist die Ortsfliche der Endpunkte wieder eine Fliche 
mit der absoluten Kriimmung Null. Die zu den doppelt un- 
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endlich vielen Geraden orthogonalen, einander parallelen 
Flichen haben ebenfalls die absolute Kriimmung Null. 

Es mag endlich noch hinzugefiigt werden, dass auf den Evolventen- 
flichen mit der Kriimmung Null und auf den Evolutenflachen eben- 
falls die Haupttangentencurven einander entsprechen. 

Der obige Satz liefert uns offenbar das Mittel, von einer ge- 
gebenen Fliche mit der Kriimmung Null ausgehend beliebig viele 
neue solecher Flaichen zu erhalten. 


§ 347. Flachen mit dem Kriimmungsmass Null im hyper- 

bolischen Raume. 

In den voraufgehenden Paragraphen haben wir uns zur Ableitung 
der Grundgleichungen der elliptischen oder hyperbolischen Geometrie 
der geoditischen Abbildung des Raumes constanten Kriimmungs- 
masses auf den euklidischen Raum bedient. In manchen Fallen ist es 
jedoch zweckmissiger, die conforme Abbildung dieses Raumes an- 
zuwenden, was auch zu neuen Higenschaften von Flichen im gewoéhn- 
lichen Raume fihren kann. Nehmen wir z. B. die W-Flaichen im 
Raume constanten Kriimmungsmasses, so folgt aus den Untersuchungen 
von Lie (8. 245), dass sich auf einer solchen Fliche die Kriimmungs- 
linien durch blosse Quadraturen ergeben. Bei der conformen Ab- 
bildung des euklidischen Raumes gehen, wie wir wissen, Kriimmungs- 
linien wieder in Kriimmungslinien iiber (§ 335); somit erhalten wir 
eie neue Klasse von Flachen im euklidischen Raume, deren Kriim- 
mungshinien sich durch Quadraturen bestimmen lassen. 

Betrachten wir z. B. den hyperbolischen Raum, und es sei, unter 
Zugrundelegung des Ausdrucks: 

pees RR? (da? + dy? + dz?) 


g3 
fiir das Quadrat seines Linienelements, 
a= 2(x,y) 


die Gleichung einer Fliche. Unter Anwendung der tiblichen Monge’schen 
Bezeichnungen erhalten wir fiir die Grundgréssen in § 331, 6,5, Qrs, 
die Werte: 


Ole a Cp"), Dig = #4, Dog = ee +a"), 

2 yea ee aT unre i? yee 

ti year rime 
Bi eee i} =f). 
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Da die Hauptkriimmungsradien 0, und 9, die Wurzeln der 
quadratischen Gleichung: 


(Qu Qos — Qs) o° rae (bi; Qa + boo Qi1 — 2 die Qis) O ++ by1b22 — bis = 0 


sind, so erhalten wir fiir die relative Kriimmung 


1 
k= — 
Q; Qs 
und fiir die mittlere Kriimmung 
1 1 
h=— - 
04 ae Qs 


die Ausdriicke: 
(GOR AE == 


ae a1 Urp*)i—2pgs-+ (l+g*)r |) pP-+9?-+1 
geegrein lt s ar 5 + 72 |, 


(66%) h—= L-+p)t—2pqs-+ (1 ghyr + Ee tN). 


Z 
Rw +g +1)? i 
Nun nehmen wir an, es sei die Fiche: 
= 2(a,y) 


im hyperbolischen Raume eine W-Fliche. Genau so wie beim Be- 
weise des Lie’schen Satzes (S. 245) ergiebt sich bei Anwendung der 
Gleichungen (58), dass die covariante Differentialform: 


bdu+ Veydv  Diydu + byydv 
Q,du+Qedv Modu + Qodv 


1 


2 
Di 1099 — Dio 


? 


welche, gleich Null gesetzt, die Differentialgleichung der Kriimmungs- 

linien darstellt, die Kriimmung Null hat. In unserem Falle geht sie 

nun tiber in: 

(1+p*)da+pydy pgda+ (1+¢)dy 
rdx + sdy sdx + tdy 


ee. 
ep? ¢7-{- 1) 


: 2 R i 
und unterscheidet sich nur um den Factor ~ von der analogen, fiir 


die Bildfl’che des euklidischen Raumes berechneten Differentialform. 

Ist insbesondere die W-Fliche eine Minimalfliche, so ist die 
eben genannte Bedingung erfiillt, und ferner bilden die Kriimmungs- 
linien sowohl im hyperbolischen als auch im euklidischen Bildraume 
ein Isothermensystem. Daraus schliessen wir, dass die Flachen: 
== 2(a,y) im gewodhnlichen Raume, die der partiellen Differential- 
gleichung: 


e[(1+ p)t—2pgs++q@)rl+ 2’+¢7+1)=0 
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gentigen, eine Klasse von Flichen bilden, auf denen die Kriimmungs- 
linien Isothermensysteme sind. Allgemeiner gilt dieses fiir alle Flachen, 
bei denen die mittlere nichteuklidische Kritimmung h, die durch Glei- 
chung (66*) bestimmt ist, constant ist. 


$ 348. Flachen mit der absoluten Kriimmung Null im 
hyperbolischen Raume. 


Zum Schlusse suchen wir die Flaichen mit der absoluten 
-Kriimmung Null, d. h. diejenigen Flachen, deren relative Kriim- 


mung k gleich ist. Ihre Bildflichen im euklidischen Raume sind 


wegen der Gleichung (66) die Integralfliichen der partiellen Differen- 

tialeleichung: 

(67) 2(rt—s*)+-2[(1 +p) t—2pqst1t+q@)r]=?W+@)v?+e+ VD. 
Nun betrachten wir eine beliebige Fliche des hyperbolischen 


Raumes vom Radius A und beziehen sie auf ihre Kriimmungslinien 
u,v; 7, und rv, seien ihre Hauptkriimmungsradien und 


ds? = Hdvw + Gdv* 


das Quadrat ihres Linienelements. Bezichen wir den Raum auf das 
dreifache Orthogonalsystem, das von den zur gegebenen Fliche geo- 
datisch parallelen Flichen und den beiden Scharen von Ortsflichen 
der Normalen der gegebenen Fliche lings der Kriimmungslinien ge- 
bildet wird, so finden wir fiir das Quadrat des Linienelements des 
Raumes den Ausdruck: 


OME Se w R . rey 2 
d= E (cosh ina ;, sinh R) du + 


+G (cosh # ++ ~ sinh a dv* + dw*, *) 


worin w der von der Ausgangsfliche gerechnete Bogen der orthogonalen 
geoditischen Linien ist. 

*) Um diese Gleichung abzuleiten, hat man aus den Gleichungen: 
w 


X =a cosh + é sinh _ 


R 


den Ausdruck: 
ds* = R?(d X,? + dX,24 dX,* — dX,” 
zu berechnen und dabei die Rodrigues’schen Gleichungen: 


0 Rox 0& Rx 


Ou 1, OU’ Ov T, Ov 


zu beriicksichtigen. 
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Entsprechend haben wir im euklidischen Bildraume ein Kreis- 
system, bei dessen Zugrundelegung das Linienelement die vorstehende 
Form annimmt, sofern die rechte Seite noch mit 2? multipliciert wird. 
Nun kommt unter den zu den Kreisen orthogonalen Flichen zweimal 
die Grenzebene vor, das erste Mal fiir w= + oo, das zweite Mal fiir 
w==—oo. Hs legt somit eine Abbildung der Grenzebene auf sich 
selbst vor, sobald die beiden Punkte A und A’, in denen ein Kreis 
die Grenzebene schneidet, als entsprechend angesehen werden. Sehen 
wir nun zu, wann die von A und A’ beschriebenen beiden Figuren zu 
einander conform sind. Erwiigen wir, dass nach den Gleichungen in 


§ 324 die Producte 
Ww ‘ Ww 
cosh — 2 sinh —— 
2 cosh =, R 
bei unbegrenzt wachsendem w_ sich einunddemselben bestimmten 
und endlichen Grenzwert 4 nihern, der eine Function yon uw, v ist, 


so erhalten wir fiir die Linienelementquadrate der von A und A’ be- 
schriebenen beiden Figuren die Ausdriicke: 


une [air tae b(t fae 
ds,? = 4[ B(L—=) du’ + @(1— 2) a0", 


2 


(68) 


Soll also die Abbildung conform sein, so miissen wir haben: 


also entweder: 


UF ears 
oder: 
1 1 
ange BP 


Im ersten Falle ist, wie sich aus den Gleichungen (58) leicht 
ableiten lisst, die Flache eine Kugel. Im zweiten Falle ist die Flache, 
als dem hyperbolischen Raume angehérend betrachtet, eime mit 
der Kriimmung Null, demnach im Bildraume eine Integralfliche der 
Differentialgleichung (67). Es besitzen somit die Integralflachen dieser 
Gleichung eine merkwiirdige Higenschaft, die darin besteht, dass, wenn 
durch jeden Punkt einer solchen Fliche der zu der Fliche und zur 
xy-Ebene normale Kreis gezogen wird, die beiden Punkte A und 4’, 
in denen der Kreis diese Ebene schneidet, zwei zu einander conforme 


Figuren beschreiben. 
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Es mag noch hinzugefiigt werden, dass bei einer solchen Fiche 
die conforme Abbildung direct, bei der Kugel dagegen, wie leicht er- 
sichtlich, invers ist *). 

Am bemerkenswertesten ist aber der Umstand, dass das obige 
Hrgebnis umgekehrt werden kann und somit eine allgemeine Higen- 
schaft der conformen Abbildungen durch den Satz ausgedriickt wird: 

Hs liege irgend eine direct conforme Abbildung einer 
Ebene auf sich selbst vor. Man nehme ein verinderliches 
Paar entsprechender Punkte A und A’ und lege durch sie 
den zur Ebene normalen Kreis. Zu diesen doppelt unend- 
lich vielen Kreisen giebt es immer eine Schar von Ortho- 
gonalflichen, die, wenn die gegebene Ebene als xy-Ebene 
gewihlt wird, die Integralflichen der Gleichung (67) sind. 

Den Beweis iibergehen wir, da ihn der Leser auf Grund der all- 
gemeinen Gleichungen fiir normale Kreissysteme (§ 180) leicht selbst 
fiihren kann. 

Wir schliessen mit folgender Bemerkung: Wiirde hingegen die 
Conformitét der Abbildung der Flache auf eine der beiden von den 
Punkten A, A’ beschriebenen ebenen Figuren gefordert, so wiirde sich 
aus den Gleichungen (68) die folgende ergeben: 


RY? Ry? 
(ee ea |. 
Schliessen wir wieder den Fall der Kugel aus, so sehen wir, dass 


die verlangte Higenschaft denjenigen Flichen im hyperbolischen Raume 
zukommt und auch fiir sie charakteristisch ist, deren mittlere Kriim- 


mung, *. oe -, gleich = ist. Die entsprechende Differentialgleichung 
1 2 
fiir die Bildflachen im euklidischen Raume lautet: 


GQ-@)r — 2pgs lap ts 2 SW Te el fa 
itpt¢ ols Vl eee 0 


und kann durch endliche Gleichungen vollstindig integriert werden**), 


*) Im Falle der Kugel niimlich ist diese Abbildung nichts anderes als eine 
Inversion mittels reciproker Radienvectoren beztighich des (reellen oder imagi- 


niiven) Schnittkreises von Kbene und Kugel. 
**) 8. die Abhandlung des Verfassers in den Annali di Matematica, 1898. 
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Zur Transformationstheorie der Flichen mit constantem positivem 
Kriimmungsmass. 


In der vorliegenden Note beabsichtige ich, einen kurzen Bericht 
tiber wesentlich neue Resultate zu erstatten, welche die Theorie der 
Flachen constanter positiver Kriimmung betreffen. Diese Resultate 
gestatteten mir, eine reelle Transformationstheorie fiir diese Flichen 
aufzustellen, welche eine ganz analoge Wirkung hat, wie die bekannte 
Transformationstheorie der pseudosphiirischen Flachen (Kap. XVII). So 
passen gliicklicher Weise die Worte, mit welchen § 264 des Buches 
beginnt, zu dem gegenwirtigen Stande unserer Kenntnisse nicht mehr. 

Die grundlegenden Sitze, welche die Aufstellung der neuen Trans- 
formationstheorie erméglichten, verdanken wir Herrn Guichard, der 
seine Resultate in den Comptes Rendus der Pariser Akademie (23. Ja- 
nuar 1899) ohne Beweis bekannt gemacht hat. Indem ich dieselben 
hier zur Sprache bringe, will ich ihnen sogleich diejenige Form geben, 
welche unserem Zwecke am besten entspricht. 

Wir betrachten ein verlingertes Rotationsellipsoid oder ein zwei- 
schaliges Rotationshyperboloid als eine stetig verbiegbare Flaiche und 
denken uns die oo? Strahlen, welche von allen Punkten der Fliche 
nach dem einen oder nach dem anderen Brennpunkte verlaufen, fest 
mit der Fliche verbunden*). Dann lautet Guichards Satz folgender- 
massen : | 

Bei jeder Verbiegung der betrachteten Rotationsfliche 
bleiben die beiden Strahlensysteme die Normalen je einer 


Flache constanter positiver Kriimmung K= 7, wobei 2R 
die Lange der gréssten Axe der Ellipse oder der Hauptaxe 


der Hyperbel bezeichnet. 
Dieses schéne Resultat des Herrn Guichard habe ich nun in fol- 


*) Damit soll gemeint werden (wie bei dem Beltrami’schen Satze, S. 270), 
dass die Winkel, welche jeder Strahl mit den Linienelementen der Fliche bildet, 
die von seinem Ausgangspunkte verlaufen, keine Anderung bei der Flichen- 
deformation erleiden sollen. 
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gender Weise zur Aufstellung der gewiinschten Transformation benutzt*): 
Erstens handelte es sich darum, den Guichard’schen Satz gerade um- 
zukehren, d. h. die Frage zu beantworten, ob es bei jeder gegebe- 
nen Fliiche S constanter positiver Kriimmung méglich ist, em solches 
veriinderliches Stiick auf jeder Flachennormale vom Fusspunkte so 
abzutragen, dass der Ort 2 der Endpunkte eine auf das Rotations- 
ellipsoid oder -hyperboloid abwickelbare Fliche bildet, welche tiberdies 
mur urspriinglichen Flache S eben in der Guichard’schen Beziehung 
stehen soll. Das hat sich in der That immer als méglich erwiesen und 
zwar (was iusserst wichtig ist) auf oo® verschiedene Weisen méglich. 
Die Bestimmung des unbekannten Normalenstiicks hingt namlich von 
der Integration eines unbeschrankt integrierbaren Systems ab 
(von welchem weiter unten die Rede sein wird), dessen allgemeinste 
Lésung drei willkiirliche Constanten enthalt. 

Wir denken uns weiter die Normalenstrahlen von S auf die Flaiche 
+ reflectiert und nehmen auf jedem reflectierten Strahle den Punkt 
M’, welcher zum Fusspunkte I des urspriinglichen Normalenstrahles von 
S in Bezug auf die Tangentialebene der reflectierenden Flache 2 
symmetrisch liegt. Dann haben wir den Satz: 

Der Punkt M’ beschreibt eine neue Fliche 8S’, welche 
dieselbe positive constante Kriimmung wie S hat; die Nor- 
malen der Flache 8’ fallen mit den reflectierten Strahlen 
zusammen. 

Somit haben wir also die gesuchte Transformation, und zwar kénnen 
wir sagen: 

Aus jeder bekannten Fliche S, welche auf die Kugel ab- 
wickelbar ist, kann man durch Integration einer gewéhn- 
lichen Differentialgleichung (zweiter Ordnung) co® neue 
solehe Flachen ableiten. 

Ohne auf die Beweise einzugehen, will ich jetzt das System der 
Differentialgleichungen aufstellen, von dessen Integration die Bestimmung 
unserer Transformationen abhiingt. Dasselbe kann als eine Verall- 
gemeinerung des Weingarten’schen Systems (D) gelten, welches auf 
8. 555 besprochen ist. Hs seien in unseren gewdhnlichen Bezeich- 
nungen des Kap. LV 


Edw + 2Fdudv + Gdv? 

Ddw + 2D'dudv + D” dv? 
die beiden quadratischen Fundamentalformen einer als bekannt vor- 
ausgesetzten Fliche S, welche auf die Kugel vom Radius 7 = 1 ab- 


*) Siehe Rendiconti dell’ Accademia dei Lincei, 5. Miirz 1899, 
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wickelbar ist. Wird mit ¢ eine willkiirliche Constante bezeichnet 
und bedeuten W, ® zwei unbekannte Functionen von wu, v, so lautet 
das System unserer Differentialgleichungen wie folgt: 


o7w 11) dW 11) 0W 
ae tal on + Va) oe sit aet nad Con BY? 

12 W 
Vel ah a 1 |= OU ar ("o } Se eee tae 1) DO, 
a4 Aare GW + (e+1)D'@; 


ae oW , FD—ED' ow 
B Ou) SBS FP On EG — F? Ov’ 
(B) 0D  FD'~—GD' OW |, FD'—ED" ow 
6. ORG Re Ow a EG—F* Ov 


Dasselbe kann als ein System von totalen linearen Differential- 
gleichungen fiir ; 
Cay ed 
2 0U * 08 
aufgefasst werden. Ks ist leicht einzusehen, dass dieses System (A), (B) 
unbeschrankt integrierbar ist, wie auch die Constante ¢ gewiihlt sein mhg. 
Somit enthalt die allgemeine Lésung desselben vier willkiirliche Con- 
stanten; als solche kénnen z. B. die willkiirlichen Anfangswerte von 
OW aw 
al RS os rey 
fiir besondere Werte w=, vv, der unabhingigen Variabeln w, v 
genommen werden. 


Nun wird der Ausdruck: 
4,W —cW? + (c+ 1)®8 

wegen der Gleichungen (A), (B), notwendig eine Constante sein. 
Fiir unseren Zweck miissen wir diese Constante gleich Null machen, 
was offenbar durch passende Verfiigung tiber die oben angeftihrten An- 
fangswerte immer erreichbar ist. Wir setzen also voraus, dass durch 
W, ® ausser den Gleichungen (A), (B) auch folgender Gleichung: 
(C) 4,W —cW* + («+ 1)8#—0 


gentigt wird*). Haben wir nun zwei solche Functionen W, © be- 


stimmt, so brauchen wir nur 


W 
Lies 


zu setzen, so wird diese Function 7(u,v) das Sttick ergeben, das 


*) Wenn wir, wie immer, beim Reellen bleiben wollen, so hat dieses zur Folge, 
dass c(¢ +1) > 0 sein muss, weil naémlich 4,W immer positiv ausfillt. Ins- 
besondere kénnen wir nicht ¢ gleich — 1 setzen, wodurch (A) eben in das Wein- 


garten’sche System (S. 555) tibergehen wiirde. 
41* 
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auf jeder Flichennormale von S abzutragen ist. Dann wird der Ort 
der Endpunkte dieser Stticke die oben betrachtete Fliche * lefern, 
und zwar wird & auf das Rotationsellipsoid oder auf das Hyperboloid 
abwickelbar sein, je nachdem c<0O oder >0 ist. Hs ist auch ganz 
leicht einzusehen, dass die Anzahl der willkiirlichen Constanten, welche 
(von ¢ abgesehen) in der Function 7(u,v) enthalten sind, gerade zwei 
betrigt. Die reellen Transformationen der auf die Kugel abwickel- 
baren Flachen, die wir auf diesem Wege gewonnen haben, haben ganz 
analoge Higenschaften, wie die Complementiir- und die Backlund’- 
schen Transformationen der pseudosphirischen Flachen. Bei jeder un- 
serer neuen Transformationen entsprechen einander nimlich auf der 
Ausgangsfliche S und auf der transformierten Flache S’ immer die 
Kriimmungslinien; ausserdem entspricht jedem conjugierten Curven- 
system auf S wieder ein conjugiertes System auf S’. 

Gegentiber der involutorischen Hazzidakis’schen Transformation 
(§ 265, 8. 473) zeigen unsere Transformationen ein ganz einfaches 
Verhalten. Sie sind némlich mit der Hazzidakis’schen Transformation 
geradezu vertauschbar. Endlich kénnen unsere Transformationen 
nicht nur auf isolierte Flachen, sondern auch ebensogut auf Weingar- 
ten’sche Systeme mit constantem positivem Kriimmungsmass (5S. 560) 
angewandt werden. Aus jedem bekannten Weingarten’schen System 
leitet man auf solche Weise co® neue Weingarten’sche Systeme ab. 

Wir kommen nun zu den interessanten Beziehungen, welche 
unsere neuen Transformationen zu den alten aufweisen. 

Lasst man die Bedingung der Realitat fallen, so kénnen nattirlich 
die Complementiir- und die Backlund’schen Transformationen ebensogut 
auf Flachen constanter positiver Kriimmung wie auf pseudospharische 
Flichen angewandt werden. Nur geben sie, auf eine reelle Fliche S, 
z. B. mit der Kriimmung AK —-+ 1, angewandt, immer eine solche 
imaginire Flache. Dass aber durch weitere Ausfiihrung einer zweiten 
passenden imaginaren Backlund’schen Transformation die neue imagi- 
niire Fliche wieder in eine reelle tibergeht, lehrt der Satz: 

Jede unserer reellen Transformationen der Flachen con- 
stanter positiver Krtiimmung lasst sich aus zwei passend ge- 
wihlten imaginéren Biaicklund’schen Transformationen zu- 
sammensetzen. 

Hierim scheint der Grund zu liegen, weshalb uns die neuen Trans- 
formationen so lange verborgen geblieben sind. Als reelle Transfor- 
mationen sind sie niimlich complicierterer Natur als die alten und 
lassen sich nur in zwei solche einfachere imaginare Transformationen 
zerfillen, 
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Wir wollen jetzt die analytischen Formeln, welche die Zusammen- 
setzung unserer reellen Transformationen aus Bicklund’schen imagi- 
naren Transformationen liefern, in gedraingter Kiirze behandeln. Wir 
wissen (§ 264, S. 471), dass die Bestimmung der Fliichen constanter 
positiver Kriimmung von der Integration der partiellen Differential- 
gleichung: 


(D) + Le +- sinh # cosh # = 0 


abhingt. Ist eine Lésung @ dieser Gleichung bekannt, so wird daraus 
eine Flache S mit der Kriimmung K=-+-1 der Form nach voll- 
stindig bestimmt. Das Quadrat des Linienelements der Fliche, auf die 
Kriimmungslinien w, v bezogen, lautet: 

(E) ds* = sinh? & du? + cosh? # dv’, *) 

Unter 6, eine beliebig gegebene (reelle oder complexe) Constante ver- 
standen, betrachten wir nun folgendes Gleichungssystem, welehem eine 
unbekannte Function 9,(w, v) geniigen soll: 


= +7 =  sinhe, cosh # sinh 4, + cosh 6, sinh cosh 4,, 


ie) Ov ov : : , 
2 oR rs ere sinh 6, sinh # cosh #, — cosh 6, cosh sinh #, 


Ou 
(i =V—1). 
Die Integrabilitiitsbedmgung wird wegen (D) identisch erfiillt, sodass 
unsere Gleichungen (F) ein unbeschrinkt integrierbares System bilden, 
dessen allgemeine Lésung #, eine willkiirliche Constante enthilt. Ausser- 
dem folet aus den Gleichungen (F), dass #, wieder eine Liésung der 
Fundamentalgleichung (D) liefert. Ebenso bestimmen wir eine dritte 
Lésung &, durch Integration des ahnlich gebildeten Systems: 


= es =  sinhe, cosh sinh , + cosho, sinh # cosh#,, 
(F*) B 0%, oo p ; A i anit 
|; or a ae sinh 6, sinh # cosh #, — cosh 6, cosh sinh #, , 


wobei nur der Wert der Constanten in 6, geindert worden ist. 
Gerade wie bei pseudosphirischen Flichen gilt nun auch fiir 

unsere Fundamentalgleichung (D) ein Vertauschbarkeitssatz (vgl. 

§ 257 u.f.), welcher Folgendes besagt: Haben wir drei Lésungen 


*) Eigentlich entspricht der Lésung # noch eine zweite Flache S’ mit der- 
selben Kriimmung, die Hazzidakis’sche Transformierte von S, deren Linienelement 


durch 
(E*) ds? = cosh? # du? + sinh? # dv? 


gegeben ist. 
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9, 9, 9) von (D) gefunden, welche mit einander durch die Gleichungen 
(F) und (F*) verbunden sind, so kénnen wir eine vierte Losung 4; 
aus der endlichen Gleichung: 


(G) igh *—* — tgh * =": coth 


a, — t, 
2 


bestimmen. Diese vierte Lésung %, ist, wie leicht nachweisbar ist, 
mit #,, ®, durch die Gleichungen verbunden, welche aus (F), (F*) 
entstehen, wenn man darin ® durch #, ersetzt und dabei die Constan- 
ten o,, 6, vertauscht. Jetzt nehmen wir an, dass die erste Lésung 
®% von (D) reell sei und setzen ausserdem 
6,=6, 6—=—%, 

wobei 6 eine reelle Constante bedeutet. Dann wird, wie aus (I) er- 
sichtlich ist, %, nothwendig complex ausfallen; unter Trennung des 
Reellen und Imaginiren schreiben wir: 

o,=0+ 19. 
Wir kénnen alsdann den Gleichungen (F*) durch folgende Annahme 
gentigen: 


a =—a+tip-+ia, 
wonach Gleichung (G) in die pea tt tibergeht: 
(Ge) tgh ® + = tghe igho. 


Man sieht also, dass die vierte Lésung #, wieder reell ausfiallt. 
Wollen wir unser Gleichungssystem (F) auf eine ganz reelle Form 
bringen, so brauchen wir darin nur #, durch wo + 7m zu ersetzen und 
das Reelle vom Imaginaren zu trennen. Dann erhalten wir folgendes 
Gleichungssystem fiir die unbekannten reellen Functionen o, 9: 


a =  (sinhe cosh & sinh + coshe sinh cosh @) cos g, 
(H) 4, 
0 E F , 
Ge = — (sinh ¢ sinh sinh w + cosh 6 cosh & cosh w)sin 9 ; 
(0p 0d 


a ee ee (sinh 6 cosh # cosh w + cosh o sinh & sinh w)sin p, 


A fa in = (sinh 6 sinh & cosh o + cosh 6 cosh # sinh @)cos » . 


Dieses System von totalen Dittarsh AiG fiir die unbe- 
kannten Functionen @, g ist natiirlich unbeschriinkt integrierbar, wie 
tibrigens sehr leicht direct zu bestitigen ist. 

Nun wird durch unsere vierte Lésung ®, eine reelle Fliche 8, mit 
der Kriimmung K = -+ 1 und mit dem Linienelementquadrat: 


soe 
ds* == sinh’ du? -- cosh? #, dv? 
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vollstindig bestimmt; diese Fliche 8, lisst sich eben aus S durch eine 
unserer ‘T'ransformationen ableiten. Tragen wir niimlich auf jeder 
Flachennormale von S vom Fusspunkte ein Stiick 7, welches durch 
die Gleichung: 

T = tghe tgha 


bestimmt wird, ab, so ist der Ort © der Endpunkte der Strecken auf 
dasjenige Rotationsellipsoid abwickelbar, dessen Halbaxen die Werte 


1 
aI, 0 


haben. Nehmen wir nun zu jedem Punkte M von S den sym- 
metrischen Punkt M, in Bezug auf die entsprechende Tangentenebene 
von 2, so beschreibt der Punkt M, die transformierte Fliche §,. 

Fragt man noch, wie die zugehdrigen Werte von W, ®, welche 
den Gleichungen (A), (B), (C) geniigen, zu berechnen sind, so lautet 
die Antwort: Es wird ® aus den Gleichungen: 


0 log ® sinh 6 cosh # cos 
Tom bn cosh @ ; 
0 log ® sinh o sinh # sin p 
oo cosh 


durch blosse Quadraturen bestimmt, waihrend W gleich ® tghe tgha 
wird. Der Constanten ¢ muss dabei der negative Wert: 

¢ = — cosh’o 
erteilt werden. 

Ks eriibrigt' noch, den zweiten Fall, in dem die Flache 2 auf das 
Rotationshyperboloid abwickelbar ist, zu besprechen. Dazu haben wir nur 
nothig, in den vorstehenden Formeln, insbesondere in den Gleichungen 
(H), (H*), « mit v zu vertauschen. Dann wird das Sttick 7’ durch 


T = cothe cotha 


bestimmt, wobei der Constanten ¢ der positive Wert: c= sinh’o er- 
teilt werden muss. 

Zum Schlusse bemerken wir, dass alle Folgerungen aus dem Ver- 
tauschbarkeitssatze, welche in § 259 u. f. entwickelt worden sind, auch 
fiir unsere Fundamentalgleichung (D) ihre volle Gtiltigkeit behalten. 
Insbesondere haben wir das wichtige Ergebnis: 

Gelingt fiir eine vorgelegte Flache S constanter positiver 
Kriimmung die vollstindige Integration der Transformations- 
gleichungen, so erfordert die fortgesetzte Anwendung der 
Transformation auf jede transformierte Fliche S’ nur alge- 
braische Rechnungen und Differentiationen. 
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Beispiele solcher wirklich existierenden Fille sind leicht zu bilden, 
indem man z. B. von der particularen Lésung: # =O der Gleichung 
(D) ausgeht (vel. § 61). 

So haben wir nunmehr die Theorie der Flichen constanter positiver 
Kriimmung auf denselben Héhepunkt gebracht, auf welchen schon 
seit einigen Jahren die Theorie der pseudospharischen Flaichen gebracht 
worden ist. 

Wir fiigen endlich hinzu, dass selbst fiir pseudospharische Flachen 
eine ganz entsprechende Theorie entwickelt werden kann. Die Trans- 
formationen, die man dadurch erhilt, kénnen nur zum Teil aus reellen 
Complementiar- und Backlund’schen Transformationen zusammengesetzt 
werden. In anderen Fallen sind sie, als reelle Transformationen auf- 
gefasst, wirklich neu, indem man nun wieder nur imaginire Bick- 
lund’sche Transformationen benutzen kann, um sie in einfachere Trans- 
formationen aufzulésen. 

Die verschiedenen Punkte, welche in der vorliegenden Note 
fltichtig beriihrt worden sind, sollen in einer Arbeit des Verfassers, 
welche demnichst in den Annali di Matematica (Serie IL, T. III) 
erscheinen wird, eine eingehendere Behandlung erfahren. 


Pisa, im Mai 1899. 
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